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Epreuve de Mathématiques 2 PSI

Durée 3 h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
d’une part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Il est interdit aux candidats de signer leur composition ou d’y mettre un signe quelconque pouvant indiquer sa provenance.

Tournez la page S.V.P.



PRELIMINAIRES
Soit n un entier naturel non nul.
1. Soit 0 € [0, 27[. Déterminer, s’ils existent, module et argument du nombre complexe : u = 1 + e*

2. On note P, le polynéme de C[X] défini par :

Pn(X) _ l [(X _’_7;)271-&-1 _ (X o 7;)271-&-1]

21

2.1. Etude descasn=1et n = 2.

2.1.1. Déterminer les polynomes P; et Ps.
2.1.2. Vérifier que Py € Ro[X] et que P» € Ry[X]. Sont-ils irréductibles dans R[X]?

2.2. On revient au cas général.

2.2.1. Montrer que P, € C5,[X]. Donner son degré et son coefficient dominant.
2.2.2. Soit N € N*. Donner 'espression des racines N-iémes de 1'unité.
2.2.3. Calculer P, (7).
2.2.4. Prouver par un argument géométrique que les racines de P, sont réelles.
2.2.5. Soit a € C.

Prouver I’équivalence :

a racinede P, < 3k e[l,2n], a (e%k”/(%ﬂ) - 1) =1 (e%k”/(%“) + 1)

2.2.6. Déterminer les racines du polynéme P, . Vérifier alors le résultat obtenu a la question 2.2.4.
2.2.7. En développant P,, déterminer un polynéme @, de degré n et a coefficients réels tel que :
Pn(X) = Qn(XQ)
On admettra 'unicité du polynéme @Q,, obtenu.
2.2.8. Expliciter Q1 et ()2 et déterminer leurs racines respectives.

2.2.9. Déterminer les racines de @, en fonction de celles de P,.

n

1
3.0 n = _—
n pose S ,; - =
2n+1

En utilisant des résultats obtenus a la question précédente, montrer que : S,, =

n(2n —1)
3

4. Tlustrer graphiquement les inégalités suivantes que l’on admettra :
Ve [0, g[, 0 <sin(zr) < z < tan(z)

En déduire que :

Vo e } 0 T { < 1 < 1
x v |0 X o5 — 5
2 tan?(z) 22 tan?(z)
1 =1
5. Justifier la convergence de la série de terme général 72 et calculer la somme Z w2
k=1



PARTIE 1

dt.

L4 In(t)
Soit « € R. On note, lorsque cela a un sens, H(z) = / 1
o _

1
1. Démontrer que pour s > —1, l'intégrale J; = / t* In(t) dt existe et donner sa valeur.
0

2. Etude de la fonction H :

2.1. Montrer que I'ensemble de définition de la fonction H est Dy =] — 1, +00].

2.2. Montrer que la fonction H est monotone sur Dpg.

t*(In(#))?

2.3. Montrer que pour tout réel o > 0, la fonction ¢ T—¢

0, 1].

est prolongeable en une fonction bornée sur le segment

2.4. Démontrer que la fonction H est de classe C! sur Dy.

Retrouver alors la monotonie de la fonction H.

2.5. Soit (x,,) une suite réelle de limite +oco0. Déterminer lim H ().
n—-+oo

En déduire lim H(x).

r—r+00
2.6. Démontrer que :
1
Ve>-1, Hz)—-H(z+1) = ——=
(@)~ HE+1) =
2.7. Déterminer alors un équivalent simple de H(z) lorsque z tend vers —1 par valeurs supérieures.

2.8. Soit x > —1.

1

2.8.1. Justifier la convergence de la série Z m

k>1

. ~ 1
2.8.2. Prouver que pour tout entier naturel n non nul : H(xz) = Z m + H(z +n).
k=1
+oo 1

2.8.3. En déduire que H(z) = kZ:l CEER

2.8.4. Calculer H(0) et H(1).

PARTIE 2

1. Prouver que pour tout x > —1 et tout entier naturel £ non nul :

1 /’C“ dt 1
3 S <
(x+k+1)2 " Jp  (z+1t)? " (z+k)?
2. Déterminer un équivalent de H(x) lorsque x tend vers +oc.

3. Pour tout entier naturel n, on pose w,, = H(n).

3.1. Etudier la convergence des séries Z Uy et Z(—l)" Up.

n=0 n=0
+oo 1
1
3.2. Démontrer que : Z(—l)” Uy, :/ ;1(”)1 dv.
0o VT —

n=0

1
3.3. Donner la valeur de cette intégrale en fonction de H (—2)
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PARTIE 3

Développement en série entiére de la fonction H

—+o0

1

Pour tout entier naturel £ > 2, on note Z; = Z -
p=1

1
1. Pour tout couple d’entiers naturels (p,¢), on pose I, , = / t? [In(t) ]9 dt et on admettra que cette intégrale existe.
0
. . q
1.1. Justifier quesiqg > 1, I, 4 = —ﬁ Iy g—1
1.2. En déduire la valeur de I, ;.

In(t) "

1
2. 2.1. Justifier I'existence pour tout n € N de B,, = / [ 1 dt.
0 _

2.2. Exprimer B, a I'aide des intégrales I, ;. (On pourra utiliser la série de terme général t”)

2.3. Prouver enfin que : Vn € N, B, = (=1)" (n+ 1)! Z,,12

3. En déduire alors que :
—+oo

Vo el =11, H(z)=>» (-1)F(k+1)Zya"
k=0

4. Préciser alors le rayon de convergence de la série entiére obtenue & la question précédente.
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