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Epreuve de Mathématiques 2 MP

Durée 3 h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
d’une part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Il est interdit aux candidats de signer leur composition ou d’y mettre un signe quelconque pouvant indiquer sa provenance.

Tournez la page S.V.P.



Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2

Partie I

1. Rappel des propriétés de la trace d’une matrice, notée tr.

1.1 Montrer que tr est une forme linéaire sur ., (R).
1.2 Prouver que : V (4, B) € (#,(R))?, tr(AB) = tr(BA).

1.3 En déduire que deux matrices semblables ont méme trace.

2. | Dans toute la suite du probléme, A est une matrice de .#,,(R) ayant n valeurs propres deux & deux distinctes, Ay, ..., A,

2.1 Justifer l'existence d’une matrice C' € GL,,(R) telle que C"*AC = D ou D = diag(\1, ..., \n).

2.2 Vérifier alors que I'on a : Yk € N, tr(AF) = Z)\f
i=1

Partie II

Soit @ un polynéme de degré n de C[X] : Q(X) = Zbk X",
k=0

(X — Oél').
1

On note ag, ..., ay, ses racines complexes, distinctes ou non et on a donc : Q(X) = b,

n

1
n
On note, pour tout k € N* : T}, = Zaf et Ty = n.
i=1

L’objectif de cette partie est de calculer les termes de la suite (T})ren & partir des coefficients du polynéme Q.

1. Soit a € C.

m—1
Démontrer que, pour tout entier naturel m > 1, on a : X —a™ = (X — a) (Z a® Xm_l_k>.
k=0

QX)
X—ozi.

Montrer que Q' est une combinaison linéaire des @); que 'on déterminera.

Q(X) — Qo)
X — Q;

2. Soit ¢ € [1,n]. On note Q; le polynome défini par : Q;(X) =

3. En remarquant que Q;(X) = , montrer que 'on a :

Q)= ( e ai-”) X
k=r

r=1

n—r
4. Déduire des questions 2 et 3 que on a : Vr € [1,n], rb, = Z by Tj.
§=0



5. Soit k € [1,n — 1]. Exprimer T}, en fonction de Ty, ..., Tx—1 et des coefficients du polynome Q.

6. Soit k > n.

n
6.1 Montrer que l'on a : ij Ty—ny; =0.
j=0

6.2 Exprimer alors T, a l'aide de T, Tk—n+1, ..., Lx—1 €t des coefficients du polynéme Q.

7. Conclure.

Partie II1

On rappelle que A est une matrice de ., (R) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes, Ay, ..., A, et on pose :

n

P(X)=J[(X - X\)=X"+ ”iaka
k=0

i=1
n

et pour tout élément k de N*, Sy = Z /\f.
i=1

On considére alors le systéme linéaire (X) dont les inconnues sont uy, ..., u, et défini par les n équations suivantes :
Si+u =0 et Vke[2,n], Sk+uSk—1+u2Sk—2+ ...+ up—151 +kur =0
1. Démontrer que le systéme (X) posséde une unique solution dans R™.
2. Vérifier que u; = a,_1 et que us = a,_2- On pourra utiliser les relations coefficients racines d’un polynome.
3. En utilisant la partie II, montrer que (a,—1,ap—2, ..., a1, ag) est solution du systéme (X).

4. En déduire que 'on a : Vk € [1,n], urp = ay—k.

Partie IV

1. Justifier que P(A) = O,,.
2. Prouver I'équivalence : A inversible <= agy # 0.
3. Montrer que la matrice A™!, si elle existe, s’écrit comme un polynéme en A.
4. On considére la suite (By)eq,n] de matrices de ., (R) et la suite (di)reqi,n] de réels définies par :
dy =—tr(A), Bi=A+d I,
Vke[2,n], d = —%tr(Bk_lA) et By, =Bp_1A+dy1I,
4.1 Etablir que I’ on a :

k
Vke[ln], By=A"+Y d; A

i=1
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4.2 Montrer que l'on a aussi :

1

4.3
4.3a Prouver alors que : VE € [1,n], di, = an—k
4.3b Déterminer B,,_.

4.3c Déterminer B,,. Le résultat était-il prévisible 7

1 0 -1 1

. 0 0 0 2

. Application : On prend n =4 et A = 10 -1 0
1 2 0 1

k—1
tr(A") +> d; tr(A“)>

i=1

Utiliser la méthode étudiée au-dessus pour déterminer le polynéme caratéristique de A et la matrice A~

-5 2 4 0
2 0 -2 -4
4 -2 3 0
0 -4 0 -1

On pourra utiliser que : Bo A =

def fonctionl (A,B)

n=len (A)
C=[l
for i in range(n):
L]
for j in range(n):
s=0

for k in range(n):
st=A[1 | [K]+B[K][]]
L.append(s)
C.append (L)
return C

def fonction2(x,n):

A=]

for i in range(n):
L—[0]*n
L{i]=x

A . append (L)

return A

def fonction3(A):
n—=len (A)
S=0
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def

def

. Le listing ci-dessous fournit 5 fonctions écrites en langage Python. Les matrices seront notées comme des listes de listes.

for i in range(n):
SH=ATL ][]

return S

fonctiond (A,x):

n—len (A)

B=[]

for i in range(n):
L=[]
for j in range(n):

L.append (A[i][]]*x)

B.append (L)

return B

fonction5 (A,B):
n—len (A)
Cl
for i in range(n):
L=[]
for j in range(n):
L.append (A[1][j]+B[1][j])
C.append (L)
return C

6.1 Déterminer les types d’arguments pris par chaque fonction et le résultat qu’elles retournent.

6.2 Compléter le programme ci-dessous permettant d’afficher les coefficients du polynome caractéristique de la matrice A

1 d=[1]
2 A-[[1,0,-1,1],[0,0,0,2],[—-1,0,—1,0],[1,2,0,1]]
3 n-len(A)
4 #
5 # Compléter le programme
6 #
T #
8 print("Les_coefficents_du_polynéme_caractéristique ,_dans_1’ordre_décroissant_des_
puissances_sont_:",d)
FIN DE ’EPREUVE
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