SESSION 2003

BANQUE D’EPREUVES G2E

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

Les calculatrices ne sont pas autorisées pour cette épreuve.
L’usage de tout ouvrage de référence et de tout document est strictement interdit.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il en
fait mention dans sa copie et poursuit sa composition. Dans ce cas, il indique clairement la

raison des initiatives qu’il est amené a prendre.

Les candidats doivent respecter les notations de I’énoncé et préciser, dans chaque cas, la

numérotation de la question posée.

Une grande attention sera apportée a la clarté de la rédaction et a la présentation des différents

schémas.

Les opérations de dérivation sous le signe intégrale, d’interversion d’intégrales ou d’inté-
gration terme a terme de séries seront effectuées sans justification. On admettra aussi la
convergence des intégrales généralisées rencontrées.

dt pour w réel et fjooj ﬁdt

o . <10 s,z +oo eiwt
Premlere.partle, ou 'on calcule les intégrales f_oo T
pour n entier > 0.

1.1. Pour T > 0 fixé, on introduit la fonction

T eiwt
= dt
fr(w) /T 1+t

de la variable réelle w.

1.1.1. Montrer que
sin(Tw)
w

fr(w) + fr(w) =2
ou fr est la dérivée de fr.

1.1.2. Calculer la dérivée de la fonction e* fr(w), et en déduire que

“ o sin(T0
fr(w) = 2(arctanT +/ eQWdG) e
0
1.1.3. Montrer a ’aide d’une intégration par parties et de majorations que pour w > 0 on a
w 0
-1
lim  in(T6)do =0 .
o0 g o §in(T6
1.1.4. On admet que / Smudu = g Calculer la valeur de I'intégrale / sm(g )dH
0 u 0

selon le signe du parametre réel T'.
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1.1.5. Déduire de ce qui précede que

i, i) =27

pour w > 0.

1.1.6. Calculer cette limite pour w < 0 et donner le graphe de la fonction de la variable
réelle w ainsi obtenue.

1.2. Pour T' > 0 et n entier > 0, on pose

T elt
L,(T) = / _

_p (L+at)"

1.2.1. Etablir une relation entre I,,(T") et I,,+1(T) a l’aide d’une intégration par parties.

1.2.2. En déduire, a l'aide de 1.1.5., que limy_. ., I,(T) existe pour chaque n > 0, et
donner 'expression de cette limite, qu’on notera

+o00 it
e
———dt .
/_Oo (1 +dt)n

Deuxiéme partie, ou l'on résout une équation différentielle a 1’aide d’une série et d’une
intégrale.

2.1. On considere ’équation différentielle
(Eo) ti(t) + 2(t) + tx(t) =0 .

ou t désigne la variable, x la fonction inconnue, de dérivée premiere & et seconde .

2.1.1. Calculer le rayon de convergence de la série entiere

> (s

n=0

2.1.2. Montrer que sa somme Jy(t) vérifie (Ep) et calculer Jy(0) et J}(0).

27 2m
2.2. Montrer que / ettsinfgg — / cos(tsin §)df pour t réel.
0 0
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2.2.1. En développant la fonction cosinus en série entiere, montrer que

1 27 L
JO (t) / ezt sin Gdg )
0

T 2r

T (2p)!
2 (2rp!)?

/2
On admettra que / sin?? 0do = pour tout entier p.
0

+oo
2.3. Montrer que / e~ %9"dh = n! pour n entier > 0.
0

2.3.1. Etablir, pour € > 0, la formule

+oo 2 1 1/4
/ ety (t)dt = —e /4
0 2

€

a l'aide d’une intégration terme a terme.
On admettra pour la suite que cette formule reste vraie pour € complexe a partie réelle > 0.

Troisieme partie, ot 'on résout de la méme facon une autre équation différentielle.

o -1\ 2n
3.1. Vérifier que J4(t) = % ,;0 % (%) satisfait 1’équation différentielle
(Ey) 23 (t) + ta(t) + (1 — Da(t) = 0

et les conditions initiales z(0) = 0, #(0) = 1.

3.1.1. En développant en série et /41+is) ot on intégrant terme a terme, montrer, a 1’aide
de 1.2.2.; que

+o0 . 2
() = — / (i) Ty 95
dr J_ o (1+1s)?

3.2. Pour a > 0 et b > 0 distincts, établir

—+o0 .
1 sib>a
b t bt)dt =
/0 Jo(at) 1 (bt) {O sib<a

Quatrieme partie, ot 'on modélise un mouvement aléatoire plan.

Dans le plan rapporté au repére orthonormal (O, i ]), on considere trois barres de méme
longueur a > 0. Les angles sont mesurés dans l'intervalle |—m, .

La premicre barre OA; tourne librement autour de O , et 6; désigne I'angle (i, OA;).
Le seconde Ang tourne autour de A; et 0y désigne 'angle (A;O, Al_;élg). Le troisieme A2j43
tourne autour de Ay et #3 désigne 'angle (A;O, A;Ag).

On fait 'hypothese que 61, 0> et 63 sont trois variables aléatoires indépendantes de
méme loi uniforme sur |—m, 7.
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4.1. Faire une figure.
4.1.1. Exprimer la distance O A 5 comme une fonction s, de 05, puis la distance O A3 comme

une fonction s3 de 8, et 5.

4.2. Si u est une fonction réelle, expliquer pourquoi ’espérance de la variable aléatoire
X = u(s3(f2,603)) est donnée par

# /_ /_ u(s3 (02, 05) ) db2dbs -

Cinquiéme partie, ou l'on exprime la fonction de répartition de la distance s3 de Ag a
I’origine a 1’aide des fonctions introduites dans les parties 2 et 3.

- -

5.1. Dans le plan (0,4, j) on considére deux points A et B tels que

(7,04) = ¢, (OA,0B) =1
OA = p, OB=R
ou ¢, 1, p, R sont donnés. On pose 0 = (E, /TO) ,r=AB.

5.1.1. Faire une figure.
5.1.2. Etablir la relation Rsin(¢ + 1) = psin¢ — rsin(¢ — 6).

5.2. Montrer que

1

27
E/ Jo(\/r2 + p? = 2rpcos0)dd = Jo(r)Jo(p)
0

pour 7 et p > 0 donnés.

5.3. Montrer que la fonction de répartition de la variable aléatoire s3 est donnée par
+oo
P(s; <r)= T’/ J1(rt)Jo(at)>dt
0

pour tout r > 0.
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