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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'‘appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est

iqterdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.
Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa

copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Dans cet énoncé r est un entier naturel, r > 2 et [1,7] désigne I'ensemble des entiers naturels
ktelsquel < k<.
On s'intéresse dans ce probléme aux chaines de Markov homogeénes A espace d’états fini [1, r]

réversibles.

Ce type de chaine intervient dans les marches aléatoires sur les sommets d'un graphe non

orienté, les processus de naissance et mort, la méthode de Métropolis par exemple.

Le probléme comporte trois parties. Les parties 2 et 3 sont indépendantes. Seules les questions

1 et 2 de la partie 1 sont utiles pour la partie 2.

Un aide-mémoire Python se trouve a la fin de I'énoncé.

Pour les scripts et fonctions Python, on supposera que les instructions suivantes ont été exécu-

tées :
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s rd

import numpy as np,numpy.random a

On considére, dans la suite du probléme, une chaine de Markov (X n )neN, SUr un espace proba-
bilisé (€1, A, P), vérifiant les propriétés suivantes :

(H1) Pour tout n > 0, X,(2) = [1,7].

(H2) Pour tout i € [1,7], il existe n € N tel que P
entiers positifs n tels que P(X, = 1) # 0.

(H3) Pour tout (i,§) € [1,r]? la fonction n — Pix,=i|(Xnt1 = j) est cons
ensemble de définition S; et on note p;; cette constante.

(X = i) # 0. On note S; 'ensemble des

tante sur son

La matrice P = (p; j)1<i j<r 8'appelle la matrice de transition de la chaine.

"
On rappelle que 1'on a pour tout i € [1,7], Y pij=1L
j=1

On note ST, I'ensemble des matrices M = (mj ;)i<ij<r & coefficients positifs telles que pour

r
tout i € [1,7], > mi; =1. Donc P € ST,.
5=

Partie 1 - Matrice stochastique réversible, exemples et
caractérisation de Kolmogorov

On considére p = (py ... jtr) une matrice ligne appartenant & M, (R) dont les coefficients sont

strictement positils et tels que fr_: =1
k=1
On dit que la matrice M = (m; ;)1<i j<r €St p-réversible si M appartient 4 ST, el vérifie :

V(i, ) € [1,7]%, i j = pimi

Dans cette partie M = (m; j)1<i j<r appartient & ST

1. a) Montrer que si M est p-réversible et si my j 7 0 pour un couple (i,7) € [1,1']2 alors

mjoi # O'
b) On suppose dans cette question que A

est p-réversible.
¢) On note A la matrice diagonale d’ordre 7 dont les éléments diagonaux sont fiy, ..., fr.

Montrer que M est p-réversible si et seulement si AM = tMA.

1 est symétrique. Déterminer telle que M

9. Montrer que si M est p-réversible alors puM = p.
0

2
0 21| estla matrice de
2 1

O =

1
3. Un premier exemple - On suppose que r = 3 et que P = 3

transition d’une chaine de Markov.
a) Représenter le graphe probabiliste associé a cette matrice de transition.

b) Déterminer i telle que P soit p-réversible.
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(deux sommels ne o ok @ un graphe & r sommets 1, ..., 7, non orienté, connexe, simple
peuvent étre rel; .
On considerd |'ex eliés que par une seule aréte).

périence ' : - : : tasibri
maniére suivante - aléatoire qui consiste & se déplacer d'un sommet & 'autre de la

® on choisit y
il sommet au hasard ce qui définit la valeur de Xo;

® Si on se trove
VEIS un so Ve au sommet k aprés n déplacements, on a alors X, = k, on se déplace
dimstio mmet adjacent au sommet k. ce qui définit Xp41- Tous les sonumets en
Tl peuvent @tre choisis de maniére équiprobable.

On admet, ‘or R
. que P'on définit ainsi une chaine de Markov et on note encore P = (pij1<igsr
Sa matrice de transition

a ir ; ‘ |
| g’car(lll‘e une fonction Python Trajectoire(L,n) qui étant donnée la liste des listes
ji}ccncg:. L du graphe G et un entier n, simule n déplacements sur le graphe et |
renvoie la liste des sommets visités.
(,)“ notera que les sommets reliés au sommet i par une aréle se trouvent dans la
liste L[i-1].

> On note A = (i j)1<ij<r la matrice d’adjacence de G, d; le degré du sommet 1.

b) Montrer que pour tout (i, j) € [1,7]?, p; g = 9_}:’- .
(
¢) En déduire u pour laquelle P est p-réversible.

» On note, pour tout n € N*, mf:;-) les coefficients de la matrice M™.

S'il e.xist.c o € N* tel que, pour tout (i,7) € [1,1']2, mfg) > 0, on dit que M est une
matrice ergodique.

On définit aussi pour tout n € N* et (ig, ..., 1) € |1,r]"+l :

n
Bm(io, ...,in) = m(o,,-, ) I < My, 1.4n — H Ty, _ g0k
=1
En particulier, pour tout (i,7) € [1,7]%, 6m(i, 5) = mi ;.
5. Montrer que pour tous (n,s) € (N*)2, ig,...,in €t jo,--,Js éléments de [1,7] tels que
in = Jo
OM("(b cavy ‘n)aM(JO: "'sjs) — GM (1’0a arey in:jla -",ja)

» On dit que M vérifie la propriété (K) si, pour tout n € N* et 1, ..y in eléments de [1,7] :
aﬂl(iOiil’ ooy im t0) = oﬂl(iOain’ ‘“ailv 1'0) (]()

On admet qu'il suffit de vérifier (K) lorsque les 7, sont deux & deux distincts et n 2> 2.
On établit dans la fin de cette partie que, si M est ergodique, il existe u telle
que M est p-réversible si seulement si M vérifie la propriété (K).

6. Si r = 3, montrer que M vérific (K ) si et seulement si myama3ma,1 = M) 3M327M1
Montrer que la matrice P de la question 3 vérifie (K).

7. On suppose dans cette question que M est pi-réversible.

a) Montrer que pour tout n € N* et 1q, ..., in €léments de [1,7] :

(H /t.'k_,) Op (i0, - 1n) = (1] ﬂik) 01 (in, - t0)
k=1 k=1
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b) En déduire que M vérifie (K). " l L
| . i et seulement 81 I
8. Soit (1,7) € [ll,'rl}‘2 Montrer par récurrence sur 8 € N* que my j ~ (0 s el

f 4 =1 7 1 > U.
existe (ig,i1,...,15) appartenant A [1,rﬂ")rl tels que g =1, ta = J et Opr(10y - c)e ; 12
| | o »
9. On suppose que la matrice M vérifie (IC) et est ergodique avec pour tout, (i, J) '3 9
m.(a) > (), ol o est un entier naturel non nul.
" pversi définir
On veut montrer qu'alors M est p-réversible pour /2 a definir. o
. : . o . els
a) Montrer que, pour tout 2 € [1,7], il existe (29, 41, ..,is) appartenant & [1,7]
que ig = i, ig = 1 et Orr(io, -y ia) > 0.
Montrer que si my; > 0, alors Ons (1o, .yig) > 0et miy 2 0.
O (o ..-,fo) ol Q, ...y 1o SOML définis comme
oM(‘Oy ey 1‘0)

» Pour tout i € [1,r], on pose alors vj =

dans la question a).

b) Etablir que pour tout (,7) € ﬂl,r]2, Vi j = Vil iy puis en inte(r;))rét.ant r(r;z)\t.riciel-
g

lement les égalités précédentes que, pour tout (1,7) € [1,r], vim;j = Vimyq-

¢) Montrer qu'il existe i € [1,7] tel que my; > 0. kn déduire que pour tout j € [1,7],
v; > 0.

d) Définir alors p telle que M soit p-réversible.

Partie 2 - Matrice de transition réversible ergodique, convergence

On conserve les notations de la partie 1. On rappelle que seules les questions 1 et 2 de la partie
1 sont utiles dans cette partie.

On considére que la matrice de transition P de la chaine de Markov (X, )nen est p-réversible.
On note Q la transposée de P et g; ; ses coefficients.

10. Qn rappelle que A désigne la matrice diagonale appartenant & M, (R) dont les éléments
diagonaux sont iy, ..., ir.

a) Déterminer une matrice diagonale D inversible telle que D? = A.
b) En utilisant la question 1.¢), en déduire que D~1QD est diagonalisable.
c) En conclure que @Q est diagonalisable.

» On admet que si M est une matrice carrée appartenant & M, (R) et Z une matrice ligne
appartenant 2 M ,(R) alors '(ZM) = 'M'Z.

11. Montrer que Q' = tj. Que peut-on en déduire pour Sp(Q)?

0
12. Soit A une valeur propre de Q et Y = | : | un vecteur propre associé.
Yr
r r
a) Montrer que Y | 3 Gijly;l | = Y- yil-
i=1 \ j=1 j=1
r r
bh) En déduire que |A| (Z |y,~|) < Y wil-
1=1 =1

!
¢) En conclure que Sp(Q) C [-1,1].




c ‘ . - .
u;:’stlon que tous les coefficients de P, donc de @, sont strictement
% 90 déterming E) (Q) on Fq(Q) désigne le sous-espace propre

a) Soit un veete .
g Y de @ pour la valeur propre 1 dont I'un au moms
% Cnts, noté y,.. est strictement positif
n Suppose gy’ : r
: QUi existe ¢ tel que y, < (). Montrer que 3 < 2, (ILJ|!/J|a puis que
r =1

COmposantes quj gq

nt tout : 4 R -on dire d'un
élément de Ei(Q) utes, soit positives, soit négatives. Que peut-on

dont la Somme des composantes est nulle ?

¢) Soit Y A )
) Hit vecteur propre de Q pour la valeur propre 1. Montrer que Y’ = ( Zl Yi ) P
 —

En conclure que £ (Q) = Vect(*p)
)
d) Soit Y = . | tel que QY = —Y. Montrer que }5 yi = 0. En raisonnant par
i=1

I"absurde, m yrt
» Iontrer que —1 n’est pas une valeur propre de Q.

> Dans la sui2te c(lei cette partie on suppose que P est ergodique avec pour tout
u
(4,7) € 1,71, P;j >0, ol u est un entier naturel non nul .

> En ap.pliqua.ut la question précédente i la matrice de transition P" qui est aussi fi-
réversible, on a :

Sp(Q") c] —1,1] et By (Q") = Vect(*1)
14. a) Montrer que E;(Q) = Vect( ‘).

b) En distingnant les cas, u pair et u impair, montrer par I’absurde que —1 n'est pas
une valeur propre de Q.

15. On note Ay, ..., A, les coefficients d’une matrice diagonale semblable & Q, avec Ay = 1,
pour tout 1 € {2,...,7}, =1 < \; < 1 et (u,Y3,...,Y;) une base associée de vecteurs
propres.

On note aussi pour n € N, L, la matrice élément de M) (R) : (P(Xn = 1) ... P(Xn = 7).

a) Etablir que pour tout n € N, L,y = L, P puis que L,, = LoP".
b) Montrer qu'il existe (ay,...,a,) € R" tel que, pour tout n € N : /

3
Ly=ao1pu+ Z ak)‘;:( tYk)
=2

¢) En déduire que pour tout j € [1,7], lim P(X, = j) = o

1N-—400

d) Montrer que a; = 1. En conclure que (X,),en converge en loi vers une variable
aléatoire X a valeurs dans [1,7] telle que, Vj € [1,7], P(X = j) = ;.
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: ibilité
Partie 3 - Un algorithme pour la réversibi

cette partie est indépendante de la

: - slle que
On conserve les notations de la partie 1. On rappelle q
précédente. | P
uf matrices M = (M j)1<iji<r
Soit & €]0,1]. On définit deux opérations slémentaires sur les

appartenant A S7, comme suit :

our tout 7
e On modifie la ligne k de M, ou k € Il,"‘la en remplagant p

My 5 = Qo j et my par myy, =1 — a+ aMik. | Jle en remplagant pour tout

e On modifie la colonne k de M, ou k € [1; r, ct sa dn;gOIL)mi "
i # K, myy par m{, = amyy et mii par my; = M E .

1 1 ]

+ k, mp; par

e Par exemple si M =

S RIS oY

S - W)
W O L

1

3

M’ = et la deuxitme M’ = | §
13

12

D= o= |

Wi O O

D= oS St
WinS Q= Lol
Bl TN Lo

Dans les deux cas on obtient ainsi & partir de M € 8T,, M = (miz)1<44<r) ONE MALTICE qUE
I'on notera dans la suite M’ = (m] Ni<iger QUi appartient & 87 .

On remarquera que I'on ne modifie ainsi tout au plus, pour ce qui est des éléments non diagonaux
de M, que ceux de la ligne k, pour la premiére opération, et ceux de la colonne k pour la

deuxiéme.

16. Ecrire une fonction Python opLigne (M,k,alph) qui réalise I'opération élémentaire sur la
k-iéme ligne de M représentée par la matrice numpy M et a représenté par alph.

On définit de méme une fonction Python opCol (M,k,alph) qui réalise I'opération élé-
mentaire sur la k-iéme colonne et la diagonale de M (cette fonction n'est pas demandée).

17. Soit M € ST, M = (mij)1<ij<r-
a) Montrer que M vérifie la propriété (K) si et seulement si M’ aussi.
b) Montrer que pour tout (2,7) € [l,r]z, si m;; > 0 alors m:.J. > (.

¢) Etablir que si M est ergodique A1’ est aussi.

> Soit I un sous-ensemble non vide de [1,7] et M € ST,, M = (mij)igiger-
On définit le graphe non orienté G'pm(1) dont I'ensemble des sommets est I et tel que
{1,7} est une aréte si i # j, m;j # 0 et mj; = my.
Donc si I est réduit & un seul élément le graphe ne comporte pas d’aréte.
I -3 4

3
Par exemple si M = 2 |, avec I = {1,2,3} les arétes sont {1,2} et {2,3}, et
I
6

o= 3= |
N O w

3
avec ] = {1,3} il n’y a aucune aréte,
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I est to] o . tels que |
ek et my p song non e Gum(T) est connexe et qu'il existe £ € I et k¢ Ite |
on Pose Q= ml"‘

S“m*gﬂmu

coeffici my e ¢t on fait l'opération élémentaire sur la ligne

P —

~ - olonne k
a ¢t on fait 'opération élémentaire sur la col
vee ce coefficiont Me i

)

k avecC

la Matrice obtenue. Montrer que {k, £} est une aréte de Gapr(1 VU {k})

a) En util; sHon que M vérifie (K)
) Videud‘elﬂlal-nt. ]le :'éSlllt.&t de |a question . établir que si I est un sous-ellSCHlblC ;(1)?::
rll. diff o,
3 N ks 1Tl différent de [l,rﬂ, il existe £ € I et k ¢ I tels que ¢k et mMpe

: ithme
composé 1}. Le Braphe G'y(I) est alors connexe. En déduire un a.lgon;(l)l:r; 4;
POSC de r—1 opératjong élémentaires A partir de M et I = {1}, qui la trans

cwn por n‘1 . ergodique, vérifiant (K ) et telle que G- ([1,7]) est CR
En déduire que pg*

: smentalres
la tranaf » Ol Suppose qQu'a partir de M ¢ ST, une suite d’opérations élﬁme'(‘K)
o translorme en une matyice symétrique M*. Montrer que M vérifie 1a propriété :

21. On veut implémenter l'algorithme de 1a question 19.b) en Python.

dices I et J » Feprésentés par les listos I of J, renvoie un couple (i,7) tel que "

' . et
JEJelmi;#0, cest a dire M[i-1] [j-1] est non nul, s'il existe un tel couple
le couple (0, 0) sinon.

b) Compléter 1a fonction suivante pour qu'elle réalise I'implémentation de pa.l.gorithme
de la question 19.b) et renvoie True si M ergodique vérifie (K') et False SOt

def estRev(M):

I=np.shape (M) [0]

I=[1); J=[k for k in range (2,r+1)]
vhile len(I)< . g
ell ,k=NonNul (M,I,J) Yy |
if (ell==0) or M[k-1][ell-1]*M[ell-1][k-1]==0: :
return ...
else:

if M[ell-1][k-1]<=M[k-1][ell-1]:
DpLigne(H,k,H[ell-I][k-ll/H[k-I][811-1])
else:
0pCol (M,k ,M[k-1][el1-1]/M[ell-1] [k-1])
I.append(...)
J.remove (...)
return (np.transpose(M)==M).all ()
# Teste 1l’égalité de deux matrices numpy
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Eases

-
-

AIDD-—MEMOIRE
{] est posﬁble Mt re:
S utiles Bt 0=
Toutes les fonctions et instructions présent.ées ne gont p2

fonctions ou instructions absentes de cet alde-mém"ir‘3

Listes S
(] Créer une liste vide tkmant &
[al#n ou n*[a] Créer une liste avec n fois ‘dil(;:]l ote L
L.append(a) Ajoute I'édlément a A la fin . i
L1 + L2 CODC&tcuC ](’.8 dcux “?uﬁ Lit;: de lﬂ liste “
len(L) Renvoie le nombre d’élémen * o do a dais liste L &
L.count(a) Renvoie le nombre d 'occurey de la valeur 3 de la liste L
L.remove(a) Enléve Ia premicre occurence A€ Lne foiS dans L et False sINOD
a in L Vaut True si a 8¢ trouve all moins .‘
Module mathématique numpy 3
trice numpy &
‘ np.array(L) Transforme la liste L en v;wur on ma b
np.transpose(M) Renvoie la transposée e ¢ rmat de la matrice M
np . shape (M) Renvoie dans un couple le 10 8
a R .‘,‘_
Sous module random de numpy pour la simulation waablhB - o
import numpy.random as rd ;Lj
rd.randint(a,b, [r,s]) Simule une réalisation d'une matrice (7 s) deat " C;’clﬁ &?Z (’l‘:’; iﬂi t-.
aléatoires indépendantes qui suivent la loi uniforme QiS¢ )
, |
l Si le paramatre [r,s] est remplacé par r, cette fonction renvoie 1a réallsaution d’un vecteur d.
ongueur r correspondant a la loi en question, et si ce paramétre est omis, elles renvoient un leul
coefficient suivant les mémes contraintes.
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