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Exercice principal Maths Approfondies 1

Dans toute la suite (2, A, P) désigne un espace probabilisé et Y une variable aléatoire
définie sur (€2, .4) telle que Y(Q2) C Net Y + 1—%(p) ou p €]0,1[. On pose ¢ =1 — p.
Dans toute la suite M désigne un entier naturel et Z la variable aléatoire définie par

Z =min(Y, M).
1. Question de cours : rappeler la loi géométrique ainsi que I’espérance et la variance

associées.

2. Déterminer la loi de Z 7 On considére désormais les polynomes (7,),>0 définis
par la relation de récurrence :

To(X) =1, Ti(X) = X et Thyo(X) = 2XThi1(X) — Tn(X).

3. Montrer que pour tout n > 0, T;, est de degré égal & n et déterminer son
coefficient dominant.
On note dans la suite a,, ;, 0 < k < n, les coefficients du polynéme T;,. Ainsi :

n
To(X) =) aniX".
k=0

On convient désormais que a,, = 0 pour tous n,k € N tels que n < k.

4. Ecrire une fonction Python ayant comme paramétres d’entrée un entier n et
un réel = et qui renvoie T),(z).

5. Montrer que pour tout n € N et tout 8 € R, T;,(cos(f)) = cos(nd).
+o0
6. Soit x € [—1,1]. Montrer que la série Z T, (z)q" converge. Puis établir

n=0

+00 1— gz
To(2)q" =
nz_% L

7. Soit z € [—1,1]. On pose
+oo
Hy(z) =Y E(azx)z".
k=0

Montrer que Hys(x) est bien défini et que

1—qx
li H =p—".
i @) =p



Solution :

1. p23 ECapprol
2. Soit ke N.Sik> M, ona

P(Z=k)=0
Sik< M,ona
P(Z = k) =P(Y = k) = pg"
Sik=M,ona
M-1 M-1
P(Z=M)=B(Y >M)=1- Y P(Y=k)=1- Y p¢* = ¢".
k=0 k=0

3. Par récurrence, on montre facilement que pour tout n > 0, T, est un polynéme
de degré n et de coefficient dominant 271,

def cheb(n, x):

res = 0

if (n == 0):
res =1

elif (n == 1):
res = X

elif (n >= 2):
res = 2xx*xcheb(n—1, x)— cheb(n—2, x)

return res

5. On procéde par récurrence. Pour n = 0 ou 1 laffirmation est vraie. Supposons
qu’elle est vraie jusqu’a un certain n € N. On a alors :

Thi1(cos(f)) = 2cosOT,(cos) — T,_1(cosh)
= 2cos(f) cos(nb) — cos((n —1)0)
cos(#) cos(nf) — sin(f) sin(nh) = cos((n + 1)0).

6. Soit x € [—1,1]. Il existe 6 € [0, 7] tel que x = cos(#). Ainsi
| T ()| = |Th(cos(8))| = | cos(nb)| < 1.
D’ou
Vn e N, |T,(z)q"| < q".

“+o0o +0o0
Comme la série E q" converge, la série g T, (x)q" est absolument convergente.
k=0 n=0



n n n
> T a(x) =22 ¢ P T (z) = D ¢ Ti(x)
k=0 k=0 k=0
D’ou
n+2 n+1

Z " Ty (z) = 22q Z Ty (z) — ¢ Z ¢ Ty (z)
k=2 k=1 k=0

On fait tendre n — 400 (tous les termes convergent) :

+00 +00 +o00
> ¢ Te(w) =204 " Ti(2) — ¢* > ¢* Ti()
k=2 k=0

k=1

En posant

+oo

=2 _d'Ti(a)

k=0

on a
F(z) — qr — 1 = 2zq(F(z) — 1) — ¢*F(z).
D’ou ]
—qx
Fla)= -1
(z) g —2qr +1

8. On pose pour tout k < N, Y, = azy. Puisque Y, = 0 pour & > M, la somme
+oo

ZE(Yk)mk est finie et

k=0
M
Hy(z) =) E(Vy)a
k=0
On a
M Z
Hy(z) = ZE aka ZaZkﬂf E(Zaka
k= k=0
0 M M-1
= E(Iz(x)) =) P(Z=kTi(z) =Y pa"Ti(z) + " Tu(2)
k=0 k=0
M-1
= p Y Ti@)d" +¢""Tu().
k=0
Or
M Ty (z) = 0 car |[¢M Ty (z)] < ¢M.
M-1
Par ailleurs, la somme Z Ti(z)q" converge vers
k=0

+§T (0" = o2
— F q® —2qx+1°

D’ou le résultat.



Exercice sans préparation Maths Approfondies 1

Soit A une matrice de M3 2(R) et B une matrice de My 3(R) vérifiant :
0 0O
AB=| 0 1 0
0 01

Déterminer BA

Solution :

On note f : R? — R? et g : R® — R? les applications canoniquement associées & A et
B respectivement.

On note (e1, es, e3) la base canonique de R3.

L’énoncé donne : f o g(es) = ey et f o g(es) = es. Dou g(f o g(ea)) = g(ea) et
g(fog(es)) = g(es). On montre ensuite que la famille (g(e2), g(es)) est libre.

Soit en effet (a,b) € R?.

aglez) +by(es) = 0 <= af(g(e2)) +bf(gles)) = 0 <= aey + bez = 0.

Ainsi (g(ez), g(e3)) forme une base de R?, dont les vecteurs sont invariants par f o g,
qui est donc l'identité.
Ainsi BA = I».
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Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées. Pour tout n € N*, on note M,, = max(Xy,...,X,)

1. Cours : donner la définition de la convergence en loi.
2. On suppose que X suit la loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que la suite (n(1 — M,)), cn-
converge en loi. Préciser la loi limite.
1
3. (a) Représenter graphiquement la fonction ¢ : x +— arctan <> + arctan(z) sur
x
R*
(b) Montrer que arctan(z) = ———+4o <>

4. On suppose que X7 admet pour densité :

1

fﬂme

(a) Déterminer la loi de arctan(X7).

(b) Ecrire en Python une fonction simulant la réalisation d'une variable aléatoire
de densité f.

Mont 1 it
(c) Montrer que la suite <Mn

> converge en loi. Préciser la loi limite.
neN*

Solution :

1. Cours : cf programme EC maths approfondies page 21.

2. Soit n € N*. La variable aléatoire n(1 — M,,) étant a valeurs dans [0,n], on a
Ve <0, P(n(l —M,)<z)=0.

Soit > 0. Par indépendance de Xi,..., X,, on a :

X X T\
n)xiP(n(l—Mn)gx):]P’<Mn>1——>:1—P<Mn<1——):1—(1——)
n n n

n
Or lim 1-— (1 - E) = 1—e " donc la suite (n(1 — M,)), cn- converge en

n—400o n
loi vers une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre 1.



3. (a) L’étude de la fonction ¢ montre qu’elle est dérivable sur R* de dérivée nulle.

(b)

T
Elle est donc constante sur R et R, respectivement égale a 5 et ——.

La fonction arctan est dérivable en 0 donc :

arctan(u) = arctan(0) + arctan’(0)u + o(u) = u+ o(u).

u—0 u—0

1
Puisque lim — =0, on trouve que :

r—+4oco I
() rned)
arctan | — = —4o|—).
T ) z—+oo I xT

™

2

1
D’apreés la question 3.(a), arctan(z) = g — arctan <> pour tout z > 0
x

donc :
tan(z) T 1 n 1
arctan(z) = ———+4o|—|.
z—+o0 2 T T
™ T ..
Remarquons que arctan(X;) est a valeurs dans ]—5, 5 { Ainsi :

Vit < —g P(arctan(X,) < t) = 0 et V¢ > g P(arctan(X;) < t) = 1.

m™ T
S 'tte}——,—[.
0O1 29

nt o dg t+ 3

P(arctan(X;) < t) = P(X; < tant) = /_oo 210 =
On en déduit que arctan(X7) suit la loi uniforme sur }—g, g [

On utilise le résultat de la question précédente (simulation par inversion) :

import numpy as np

def simule X1 ():
u = np.pi*np.random () — np.pi/2
return np.tan(u)

Soit ¢t < 0.

Soit ¢t > 0.

P(Azn<t>:P(Mn>j)zl—P<Mn<TZ>:1_</_mﬂ(1+xQ

D’aprés la question 3.(b),



On en déduit que :

lim P(ﬁgt) :1—6_%.

n—-+0o n

La suite <) converge donc en loi vers la loi exponentielle de para-
n/ neN*

N 1
metre —.
s
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Soit A € A, (R) une réelle symétrique et P € R[X]| un polynome tel que VA € R,
P'(\) # 0. Montrer qu’il existe une et une seule matrice S € ., (R) symétrique telle
que :

A= P(S).

Solution :

Puisque P’ ne s’annule pas, il est de signe de constant (d’aprés le T.V.L). Il en
résulte que P est strictement monotone. Comme c’est un polyndéme, ses limites en
400 sont infinies. Donc P est une bjiection de R dans R. D’aprés le théoréme spec-
tral, A est diagonalisable : A = QDQ ™! avec D diagonale et @ inversible (on peut
méme choisir @ orthogonale). Il suffit de choisir S = QP~1(D)Q~! ou P7Y(D) =
diag(P~(d11),- -, P (dn.n))-

Soit maintenant S’ une matrice symétrique vérifiant A = P(S’). Il en résulte que tout
vecteur propre de S’ est aussi vecteur propre de A. Soit Ej,--- , E.. les sous-espaces
propres de S’. Chacun de ces sous-espaces propres de S’ est inclus dans un sous-espace
propre de A : Ej C E;. Comme E| & --- & E, = R" on en déduit que E, = F;
pour tout i < m. Donc S’ et A ont les mémes sous-espaces propres. Il en résulte que
Dy = Q7 15'Q est aussi diagonale. Or P(S") = A. Donc QP(Dy)Q ! = A =QDQ ™.
Donc P(Dy) = D. Puisque P est un bijection de R dans R, forcément Dy = P~1(D)
ott P7}(D) est la matrice diagonale ci-dessus. Ainsi, S’ = QDyQ ™! = S.
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On remarque qu’a une station de métro londonien, la durée moyenne entre deux
métros consécutifs est de 10 minutes.

On fixe un instant 0, on note X; la variable aléatoire égale a la durée (en minutes)
entre 'instant 0 et le passage du premier métro et, pour tout entier naturel £ non nul,
X}, la variable aléatoire égale a la durée (en minutes) entre le passage du k-métro et
du suivant. On suppose que (X )ken forme une famille de variables aléatoires indépen-
dantes suivant une méme loi exponentielle.

Pour tout & € N*| on note Sy le temps (en minutes) de passage du k-éme métro
depuis l'instant 0 (on convient que Sy = 0). Pour un instant ¢ > 0, on note Ny la
variable aléatoire égale au nombre de métros qui sont passés entre 'instant 0 et 'instant
t (compris).

1. Cours : loi de somme de n variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle

de paramétre 1.

2. Quel est le parameétre de la loi exponentielle suivies par les variables aléatoires
(Xk)ken?

3. Ecrire le code d’une fonction en Python prenant en argument un flottant ¢ > 0
(inutile de vérifier cette condition) et simulant la variable aléatoire Ny.

4. Soit n € N*. Montrer que S,, est une variable & densité dont on déterminera une
densité.

5. Montrer que la variable aléatoire Ny suit une loi de Poisson dont on déterminera
le paramétre.

6. Un passager arrive & la station a l'instant ¢ > 0 et attend le prochain métro. On
note A; la variable aléatoire égale a son temps d’attente (en minutes).

(a) Soit n € N. Montrer que E(A; | Sy, <t < Spy1) = 10n + 10 — ¢.

(b) En déduire que le temps moyen d’attente du métro est de 10 minutes.

Solution :

1. Cours : cf programme EC maths approfondies page 16.
1 1
2. D’apreés I'énoncé, la loi est d’espérance N 10 ; son paramétre est donc A = 0 :

1
Vk € N, Xk%é’(lo).



import numpy.random as rd
def simule_N(t):
n=20
s =0
while s < t:
s += rd.exponential (10)
n +=1
return n—1

. On trouve immédiatement que S,, = X1 + - - - + X,,. Puisque :
Vk e N, A X — £(1),

la variable aléatoire AS,, est la somme de n variables aléatoires indépendantes
(par le lemme des coalitions) suivant la loi £ (1) = ~(1). La variable aléatoire
AS,, suit donc la loi y(n) par stabilité de la loi v pour la somme. On montre
sans difficulté que la variable aléatoire S, est a densité, de densité donnée par :

A
fonix— (Sz_)l)!e A 00 400 ().

. Soit n € N. Remarquons que [N; = n] = [S,, <t < Spt1] = [Sn <\ [Sn+1 < .
Ainsi :

P(N, = n) = P(S, <t) — P(Sy <t,Sns1 < 1)
=P(Sn ) = P(Snt+1 < 1)

/ fule dx—/ fara (@

:/0 ((:\Ui)l) o gy /0)\(29!0) e Qo

NN

t
t

En intégrant par parties la premiére intégrale (les fonctions u : x +— e et
)\n—lxn
ViT — sont de classe C! sur [0,]), on trouve que :
n!
t Ao n—1 )\nflxn 3 t )\nflxn 2\ t )™
/ i)\e_)‘x dor = e +/ A A e_>‘t+/ g)\e_m dz.
g (n—1)! n! o Jo n! n! o nl
L (A" . . . .
On en déduit que P(Ny = n) = e 7" puis que Ny suit la loi de Poisson de
n!

paramétre At.
6. (a) Sous I'hypothése que I'événement [S, < t < Sp41] est réalisé, Ay = Sp41 —t.
Ainsi :
n+1
E(A; | Sp <t < Spp1) =E(Spy1 —t) = Y E(Xp) —t=10n+10 - ¢.
k=1



(b) Remarquons que ([S, <t < Spi1]),en forme un systéme (quasi-)complet
d’événements. Soit N € N.

N N
D P(Sn <t < Spy)E(Ar | Sn <t < Spyr) = Y P(N; = n)[10n + 10 — {]
n=0

n=0

N
=10—t+10) nP(N; =n)

n=1
N
)\nfltn
ST S SY
_ |
— (n-1)
N—-1 nyn
——t+ 10+t e oo
ne0 —4o0

Puisque A; est une variable aléatoire positive et puisque la série

D P(Sn <t < Spp1)E(Ar | S <t < Sppa)
neN

converge, la variable aléatoire X; admet une espérance, égale & 10.
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Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé et X et Y deux variables aléatoires discrétes a
valeurs dans N indépendantes et non certaines. On pose Z = X +Y et on suppose que
PX=0)<P(Y=0)etque P(Z>4)=0et P(Z=1)=P(Z =3) =0 et que

1 1

P(Z=0)=~ P(Zzz):i, et P(Z=4) =

ZIP k)tk, t € R.

1
5
On définit la fonction

On définit de méme Gy et Gz.
1. Montrer que Gx, Gy et Gz sont des polynoémes en ¢ et que

Gz =GxGy.
2. Trouver les lois de X et de Y.

Solution :

1. Puisque P(Z > 4) = 0 on a forcément P(X > 4) = P(Y > 4) = 0. Ainsi, les
sommes définissant Gx, Gy et Gz sont des sommes finies (uniformément en t)
et les trois fonctions sont polynomiales. On a par indépendance de X et YV :

Gy(t) = iop(x +Y = k)tF

k=0
+oo

= > > P(X =m)NPY = )t

k= 0€>0m>0 et m+i= k
= (Z (X = m)t™)( ZP Y = 0)t%)
0

— Gx(HGy(t)

(on observe que toutes les sommes impliquées ici sont finies, et qu’on peut donc
les permuter).

2. Les fonctions Gx, Gy et Gz sont des polynomes. De plus Gz = GxGy. Ainsi,
Gx et Gy divisent Gz. De plus,

Gz(t) = é(2+3t2+t4) = %(t2+1)(t2+2). (1)

1 1
Donc Gx(t) = §(t2 +1) et Gy(t) = §(t2 +2)car P(X =0) < P(Y =0)
(Gx #1, Gy # 1 car X et Y ne sont pas certaines).
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On considére la matrice :

-4 -3 -3
A=10 2 0
6 3 5

On note f Pendomorphisme de R? représenté dans la base canonique par la matrice

A.

1. Question de cours : caractérisation des endomorphismes diagonalisables a 'aide
des dimensions des sous-espaces propres.

2. (a) Ecrire une fonction Python prenant en arguments deux vecteurs de taille 3
et renvoyant un booléen (True ou False) indiquant s’ils sont colinéaires. On
pourra représenter les vecteurs par des types array.

(b) Ecrire une fonction Python prenant en argument un vecteur de taille 3 et
renvoyant un booléen indiquant s’il est vecteur propre de A.
3. (a) Vérifier que les vecteurs (—1,2,0), (0,1,—1) et (1,0,—1) sont des vecteurs
propres de f.
(b) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
4. (a) Ecrire un programme Python permettant de déterminer le nombre de vec-

teurs propres de A dont les coefficients sont des entiers compris entre —10
et 10 (bornes incluses).

(b) Pour N un entier naturel non nul, calculer le nombre de vecteurs propres
de A dont les coefficients sont des entiers compris entre —N et N (bornes
incluses).

5. Soit N un entier naturel non nul. Une expérience consiste & choisir au hasard
de maniére indépendante N vecteurs a coefficients entiers dans [—N, N|?.

(a) Quelle est la probabilités py d’obtenir au moins un vecteur propre de A
parmi ces N vecteurs ?

(b) Quelle est la limite de py quand N tend vers +occ.

Solution :

1. EC2p8



import numpy as np
def colineaires(U,V):
matrice = np.array([U,V])
return np.linalg.matrix_rank(matrice)<?2

On propose (pas la seule solution).

def vp_A(U):
if U==[0,0,0]:
return False
else:
AU=[—4xU[0]—3*U[1]—3%U[2],2«U[1],6*xU[0]+3xU[1]1+5xU[2]] # ou np.dot (-
return colineaires (AU, U)

On calcule :

-4 -3 -3 -1 -2 -1

° 0o 2 0 2 4 | =2x1[ 2 :lvecteur propre associé a la valeur propre
6 3 5 0 0 0
-4 -3 -3 0 0 0

° 0O 2 0 1 2 | =2x1|1 :lvecteur propre associé a la valeur propre
6 3 5 -1 —2 -1
-4 -3 -3 1 -1 1

° 0o 2 0 0 0 l=(-1)x|o0 :‘Vecteur propre associé a la valeur pro
6 3 5 -1 1 -1

Les deux premiers vecteurs forment une famille libre ; I’'espace propre associé
a la valeur propre 2 est de dimension 2. Donc, en utilisant la question de
f est diagonalisable |.

cours,

def compte_vp_AQ):
compteur = 0
for x in range(—10,11):
for y in range(—10,11):
for z in range(—10,11):
if vp_A([x,y,z]):
compteur +=1
return compteur

k
Pour la valeur propre —1, on compte les vecteurs de la forme [ 0 | avec
—k
ke[-N,N]etk+#0
Ilyena?2N
Q
Pour la valeur propre 2, on compte les vecteurs de la forme | —2a+ (3

avec contraintes :



e Premiére contrainte : —N < a < N.

e Deuxiéme contrainte : — N < 8 < N.

e Troisiéme contrainte : — N < —2a+ 8 < N, c’est-a-dire —N +2a < 8 <
N + 2a.
Pour connaitre la quantité totale, on distingue les cas selon le signe de «.
— Si o < 0, la troisiéme contrainte donne —N < 8 < N + 2a.

Ilyadonc N+2a—(—N)+1=2N +2a+1 valeurs de  possibles.

— Sia=0,il y a 2N valeurs de § possibles.
— Si a > 0, la troisiéme contrainte donne —N +2a < S < Netilya

2N — 2a + 1 valeurs de 5.
-1

N
Autotal il y a: 3 (2N+2a+1)+2N+Z(2N—2a+1> _
a=—N a=1

N
22(2N—2a+1) tON
a=1

AN +2N% = 2N(N +2)]

2N(N +2
5. (a) Pour un vecteur : p, = M .
Par indépendance, la probabilités qu’aucun vecteur ne soit propre est :
2N(N +2)\N
-1- (-0
PN 2N + 1)
2N(N +2 2N? 2N(N +2
(b) M ~ -2 donc lim M:
(2N +1)3 N—+co 8N3 N—+too (2N 41)3
2N(N +2) 1 1

——et| lim py=¢e"

Ains, N (1 2V 2y
sk A (2N +1)3 / Notoo 4 |N-+too
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Un éléve prépare trois concours. Il a une probabilité p € [0,1] de réussite pour
chacun des trois. Il pense que s’il se présente aux trois concours, il a une probabilité
3p d’intégrer. Trouver les valeurs de p pour lesquelles 'erreur que fait cet éléve soit
inférieure a 10%.

Solution :

1. Soit X le nombre de succés de I’éléve au concours. X est une variable aléatoire
de loi binomiale de paramétres 3 et p. L’évenement A considéré est I’évenement
(X >=1).

On calcule P(A) =P(X > 1)=1-P(X =0)=1— (1 —p)>.
Notons E Ierreur commise par I'éléve. On a E = 3p—P(A) = p*(3—p) (I'erreur
est effectivement positive!). De plus, F < 0.1 <= p*(3 —p) <0.1.

Considérons la fonction f définie sur [0,1] par f(p) := p® — 3p® + 0.1. f est
dérivable, et f'(p) = 3p(p — 2) < 0 pour p €]0,1]. On trace le tableau de

variations :

P 0 Do 1

f'p) ] 0 -

0.1
f(p) N
0
N\

-1.9

[, étant strictement décroissante, réalise une bijection de [0, 1] sur [f(1), f(0)] =
[—1.9,0.1]. f et aussi continue, donc par théoréme des valeurs intermédiaires, f
atteint une fois et une seule la valeur 0, en pg. Ainsi, 'ensemble des valeurs p
solution est l'intervalle [0, po.

2. Question subsidiaire : Proposer un programme Python pour déterminer une
valeur approchée de pg. (les examinateurs donneront 1’encadrement une fois le
programme rédigé, puis pourront demander d’interpréter le résultat).

On peut par exemple proposer un algorithme de dichotomie.

def dichotomie(f,a,b,e):
delta =1
while delta > e:
m= (a+ b)) / 2



delta = abs(b — a)

if f(m) ==
return m

elif f(a) = f(m) > O:
a=m

else:
b=m

return a, b

print(dichotomie (lambda p: p*x%3 —3x(p**x2) +0.1, 0, 1, le—3))
>>> (0.1884765625, 0.18896484375)

En conlusion, si I’éléve a entre 0 et 18% de chances de réussir I'un des concours,
il triple ses chances en présentant les 3 concours (avec 10% d’erreur au plus).
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1. Question de cours : énoncer les théorémes de comparaison pour les intégrales
généralisées.

Soit f la fonction donnée par

2. Déterminer I’ensemble de définition de f.
3. (a) Montrer que f est positive et préciser sa monotonie.

(b) En déduire que f admet une limite a droite et a gauche en 0.

™

2
(c) Montrer que 'intégrale / In(sint) dt est convergente et que
0

jus

veeRT 0<T )< —x/2 In(sin(t)) dt
0

(d) En déduire la limite de f & droite en 0 .
4. Former une relation entre f(z + 2) et f(z) pour tout x > —1.
5. On pose pour x >0 :
p(r) = af(z)f(z—1)
Montrer que :
Ve >0 ¢(z+1)=¢(x)
Calculer ¢(n) pour n € N*.

6. Déterminer un équivalent & f en —17.

Solution :

1. Question de cours : p18 EC1 maths approfondies

2. Déterminer ’ensemble de définition de f.
m

_ ]0, —] & RY
Soit ¢ :

¢ —  sint® = F In(sint)



VzeR, peC? GO,%D

3
o(t) ot t*, or / t* dt converge si et seulement si z > —1.
- 0

Bl

Par comparaison, /2 sin®(t) dt converge ssi x > —1.
[ est définie sur ] —01, +o00].
3. (a) Montrer que f est positive et préciser sa monotonie.
va—4,Hme€]Qg},ﬂw>o.
Comme g > 0, par positivité de l'intégrale, f est positive sur | — 1, +o0|.

Soit (z,y) €] — 1, +oc[? tels que x < y

Vt € }O, g} sin”(t) > sin¥(t)

On conclut encore par positivité de l'intégrale que f est décroissante.

(b) En déduire que f admet une limite a droite et a gauche en 0
Conséquence de la monotonie.

™

2
(¢) Montrer que l'intégrale / In(sint) dt est convergente et que
0

Wl

Vz e RT <I_ < —In(sin(t)) d
v e 0<? f(x)<x/0 (sin(t)) dt

™
t — In(sint) est continue et négative sur ]O, 5} et

In(sint) = In(t + o(t)) = In(t) + In(1 + o(1)) = In(t) + o(1) BJln(t)

s s

2 2
Or / In(¢) dt converge donc par comparaison / In(sint) dt est conver-
0

0
gente

s
2

Vr e RY 0< f(0)— f(z) = / (1 — "GNty gt < /2 —zIn(sint) dt
0

0
Vr e Rt 0< g — f(z) < —x/2 In(sin(¢)) dt
0

(d) En déduire la limite de f a droite en 0
Par encadrement, nous obtenons

lim f(z) = 5 = £(0)

z—0t

4. Former une relation entre f(x + 2) et f(z) pour tout x > —1.



% A
= f(z) —/ costsinz(t)@ dt
0 !
B sin**1(¢) 2 2 sin®t(2) :
_f()—[ 1 cost}o-i—/o 1 (—sint) dt
1
= f(g;) — $+1f(33+2)

Dot |(x+2)f(z+2) = (v + 1) f(x)]

. On pose pour x > 0,

Montrer que
Vo >0, o +1) = p(x)

Calculer o(n) pour n € N*.
Soit x € RY. . —1 €] —1,400].

pla+1)=(@+1)f(e+1)f(z)=af(x-1)f(z

VneN' o) =1-ff0) = F [ L7
Donc |Vn € N ¢(n) = g

. Déterminer un équivalent o f en —17.
T T 1 -
Ve >0 o = zf(x)f(z —1). Or f(l‘)(;f(()) = — donc f(z — 1)(;5 d’ou
1
-1+ xz+1

f(z)
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Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que :
1

Vn>1: P([X,=1])=P((X,=-1)) = 3
Pour tout entier non nul n on pose :

W,=3 2F
k

k=1
1. Ecrire un programme Python qui prend en entrée une entier n et retourne une
réalisation de la variable aléatoire W, .

2. Montrer que la suite (E (|W,[)), _, est croissante.

3. En déduire que la suite (E (|Wp]) )n>1 est convergente.

Solution :

1.

import numpy as np
import numpy.random as rd

def simul(n):
W=20
for k in range(l, n+1):
u =2 % rd.binomial (1, 0.5) — 1
W+=u/k
return W

X
2. Wpyr1 =Wy + T:Fi et d’aprés la formule de ’espérance totale :
n

E(Wp|) = E((Whit| | Xn1 = 1) P(Xpp1 = 1) + E(|Whpa] | Xng1 = 1) P (Xpy1 = —1)

1 1 1 1
= E(|Wot——|)+-E(|Wh-——
28 (Wt ]) 2 (-l

n+1
1
par inégalité triangulaire donc la suite (£ (|Wy])),», est croissante.




3.0na:0< E(Wa) < (BEW2)Y? du fait que : V(|W,|) = E(W2) —
(E(IWa])* = 0.

W,, étant centrée on a :

n 1 —+o00 1
EW2) =V (Wy)=>_ =V (Xk) < > =
k=1 k=1

La suite (E (|Whql)),», est donc croissante et majorée et, de ce fait, converge.
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Soit ¢ une fonction de R dans R telle que pour tout s €]0, +o0] les séries

+o0o Sk +o0 QSk
Z@(k)y et Z%O(k’) T
k=0 k=0

sont absolument convergentes. Dans toute la suite, pour tout A €]0, +oo[, X désigne
une variable aléatoire discréte qui suit une loi de Poisson de parameétre A et on pose

Xy - A
=22,

1. Question de cours : rappeler la loi de Poisson, ’espérance et la variance associées.

Yy

2. Montrer que pour tout A € R | la variable aléatoire p(X ) admet une espérance
et une variance.
On pose dans la suite

YA €]0, +00l, H(N) = E(p(Xy)).

3. Soit A € R%.. Montrer que la série
400 k
A
> wolk) :
— (k—1)!

est absolument convergente et en déduire que la variable aléatoire X)p(X))
admet une espérance.

4. Soient A € RY et € €] — 1, 1[. Montrer que pour tout k¥ € N on a
1
(A +e)f = \F — keXFT1) < Sk = De2(A+1)k2,

(on convient que Y = 1 pour tout ¢ €]0, +o0[).
5. En déduire que H est dérivable sur R’ et que

VA e Rj_, H’()\) =E(p(X))Y)).
6. Soit A\ € Ri. En considérant la fonction
Q(t)=E ((‘P(XA) —H(\) + tY,\)Z) pour tout ¢ € R,

montrer que

V(p(Xx)) = M'(V)2.



Solution :

1. Voir programme.
2. Pour tout k € N

B(X = k) = e

D’apreés les hypothéses de 'exercice, la série

+oo
> @(k)P(Xy = k)
k=0

est absolument convergence. En appliquant le théoréme de transfert, on en dé-
duit que (X)) admet une espérance et que

“+oo +oo Ak
H(\) =E(p(X))) =Y p(R)P(Xx=k) =Y o(k) 77
k=0 k=0

De méme ¢(X)? admet une espérance et donc ¢(X,) admet une variance.
3. Soit s > X fixé. On a pour tout k € N* :

Ak FLANDY
etk | = e |
k k
Etant donné que la série Z (k)7 est absolument convergente, la suite (o (k)5 u Vi >

converge vers 0; elle est donc maJoree en valeur absolue par une constante
M >0.0n a alors pour tout k € N* :

' < M(g)kk.

La série a droite est absolument convergente. On conclut par comparaison que

la série
+o0
> (k)
k=0

converge absolument et donc converge. Par théoréme de transfert on en déduit
que la variable aléatoire X (X)) admet une espérance et

+oo
E(Xxp(X))) Z ko(k =k)= e A Z o(k)
k=1

4. L’inégalité est clairement vraie pour kK = 0 et £ = 1. Supposons que k > 2. On
considére sur [—1,1] la fonction

h(z) = A+ 2)k ze[-1,1].



On a h(0) = A* et 1/(0) = kX1, De plus

Vo € [=1,1], 1" (2)] = k(k=1)[A a2 < k(k=1)(IA|+2))" 7% < k(k=1)(IA[+1)*72

En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, on en déduit que pour tout € €]—1, 1]
l 1 k—2_2
|h(e) — h(0) — K (0)e] < Ek(k—l)(P\H—l) e”.

. Posons F(\) = ¢*H(\). On a
+oo k
A
= Z @(k)g
k=0

)\k 1 >\+8 — AP — keFl
F(A+2) - —azso - |Z - |

N

(A + )% — AF — kerk—1|
Z\s@ )l o
2 +<>O

. *ZVP /\+1)

On montre comme dans la question [3] que la série

>\ 1
el G

)

converge. Et on a

k—1

e—0

Donc F' est dérivable en A et

Zs& )\k 1

Il en résulte que H est aussi dérivable en A et
-1
H\) =e '\ —e "F\) =e? Z o(k —H(\)
En comparant avec la formule de E(X,¢(X))) on obtient :

() = A g x,)) = B,

d’ou le résultat.



6. Observons que pour tout ¢t € R :

Q) = ER)E +2E((p(X,) — HO)L+E ((9(X)) = H(V)’)
= V(\)t? + 2E(p(X)Ya)t + V(p(Xy)),
= %tQ + 2H' (M)t + V(p(X))),

ou on a utilisé le fait que E(Y)) = 0. Comme @ est un trinéme qui ne change
pas de signe, son descriminant est négatif, c’est-a-dire

H'(V)? < $V(p(Xn)).

> =
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Soit f :[0,1] — R continue et telle que f(0) = f(1).
1
1. Montrer qu’il existe o dans [0, 2] tel que :

1
flats) = f()

2. Plus généralement, montrer que pour tout n entier non nul il existe «,, dans

1
[0, 1-— } tel que :
n

/ (an+ i) — f(an)

3. Ecrire une fonction Python qui prend en entrée f et n et qui sort une approxi-
mation de a,, a 1072 pres.

Solution :

1. Soit g telle que

1 1
g est continue sur [0, 5] avec g(0) = f(2

—9(0)
du fait que f(0) = f(1)).

. . 1 .
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires g s’annule sur [0, =] et I'existence

|
|
&H
—
=2
@
-t
Ne)
7N
N | —
~_
Il
=
—
S~—
|
~
N
N | —
~_
Il

de o est établie.

1
2. Soit g, définie sur [0,1 — —] par
n

gult) = S(t+ ) = (1)

Supposons par I’absurde que g, ne s’annule pas sur [0,1— %] et supposons alors
gn > 0 par exemple.

On a alors :

g(ﬁ) > 0 pour tout k compris entre 0 et n — 1.

Ainsi : .
-— k
f(1)—f(0) = E g(—) > 0 (somme téléscopique). Contradiction.
n
k=0



3.
def alpha(f,n):

k=1
while (£((k+1)/n)—£(k/n))*(£(1/n)—£(0))>0 :
k+=1
a=(k—1)/n
b=k/n
while b—a>0.01:
c=(a+b)/2
if (f(a+1l/n)—fa))*((£f(c+1/n)—£f(c)))<0:
b=c
else :
a=c
return a
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On considére deux suites (Xp)nen+ €t (Yn)nen+ de variables aléatoires définies sur le
méme espace probabilisé et suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1]. On suppose toutes
ces variables mutuellement indépendantes.

1. Cours : densité de la somme de deux variables aléatoires indépendantes et &
densité.

2. Déterminer, pour tout n € N*, la loi de X?L.

3. Soit x €]0,1]. Montrer la convergence et calculer l'intégrale :

z de
h(z) :/ ——
0 tr —t

On pourra réaliser le changement de variable t = g (sin(u) + 1).

4. En déduire que, pour tout n € N*| Xﬁ + Yn2 admet une densité g. Déterminer
une expression de g(z) pour tout x < 1.

4 n
5. Pour tout n € N¥, on pose Z, = 1 si X7 +Y,;? <1 et 0 sinon et S, = — sz'
n
k=1

On admet que (Z,,)nens« est une suite de variables aléatoires indépendantes.

(a) Ecrire en Python une fonction prenant en argument un entier n non nul et
simulant la variable S,,.

(b) Montrer que la suite (Sy,)nen+ converge en probabilité vers une variable dont
on déterminera la loi.

(¢c) Comment peut-on choisir n pour que S, soit une approximation de 7 &
107 5-prés avec une probabilité supérieure a 90% ?

Solution :

1. Cours : cf programme EC maths approfondies page 16.

2. On trouve sans difficulté la fonction de répartition de X, :

0 sixz <0
VreR, P(X2<2)=<{ vz si0<z<1
1 six > 1.



On en déduit sans difficulté aussi que be est & densité, donnée par :

frx— (x).

1
9 /z o]
x
3. Comme proposé par I’énoncé, on considére la fonction ¢ : u — = (sinu + 1). On

vérifie que ¢ est C! et strictement croissante sur } —g, g { Puisque ¢ G —g, g D =
10, z[, le théoréme du changement de variable assure que l'intégrale h(x) est de
méme nature que l'intégrale :

Wl

2 cos(u) du
X
-z 2\/1—3111 -z

Puisque cette intégrale converge et vaut 7, l'intégrale h(z) converge et vaut m
(toujours en vertu du théoréme de changement de variable).

4. Soit n € N*. Puisque X,, et Y;, sont indépendantes, X,Ql et Yn2 le sont aussi. De

plus, on a montré a la question 2 que X,% et Yn2 sont de densité f,. On en déduit
que leur somme X?L + Yn2 est & densité, donnée par la fonction :

du.

g:xT— +Oof(t)f(:c—t)dt

—00

D’aprés ce qui précede, on trouve que g(z) =0si z <0 et :

1 [* dt T
vz €]0,1], 9(33):4/0 N ik

5.(a) import numpy as np

def simule S(n):

S =0

for k in range(n):
x, y = np.random.random (), np.random.random ()
if xx%x2 4+ y*xx2 <= 1:

S +=1
return 4%S/n

(b) Pour tout k € [1,n], la variable aléatoire Zj suit la loi de Bernoulli de
parametre p ou :

1
T
p=POF i<k = [ g1,
oo 4
Puisque les variables aléatoires (Zy)ren+ admettent la méme espérance et la
méme variance, la loi faible des grands nombres assure que :

sz—ﬁ Z):o,

n—-+o0o

Ve >0, lim P(




c’est-a-dire :
Ve >0, lim P(|S,—n|>¢)=0.
n—-+o00o

La suite (Sy)nen+ converge donc en loi vers une variable presque-sirement
constante égale a .

On cherche n € N* tel que :

P (]S, — 7| <107°) > 90%,
ce qui revient & choisir n tel que :

P (IS, — 7| > 107°) < 10%,

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev, on a :

-5 m(4— )
P (1S =l > 107) < 2= 5w
11 suffit donc de choisir n tel que md—m) <107 ie n > w(4—7) x 10,
n x 10-10 ’
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Pour toute matrice A de M,,(R) onnote: C(A) = {M € M, (R) : M est semblable a A}.

Que dire de A lorsque C(A) = {A}?

Solution :

C(A)={A} &VPcGL,(R) P 'AP=A
& VP eGL,(R) AP =PA (%)

e S'il existe A € R tel que A = AI alors vérifie (*).
ee Réciproquement si A vérifie (*) alors A commute avec toute matrice inversible et
en particulier avec toutes les matrices de la forme :

P:I—l-El]

o : (Eij); e a2 désigne la base canonique de My (R).
On a ainsi, pour tout (i,4) € [1,n]? :

A(I+Ej)=I+E;A

soit
AEZ‘j = E@'j A

En notant A = (a;;) il en résulte que :

1<, j<n
Vi#j aij=0 et Y(,j)€[l,n]* ay=aj
et donc A est de la forme A = \I.
Bilan :

C(A) ={A} < A e Vect(I)
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L’objectif de cet exercice est de démontrer de deux maniéres indépendantes le
résultat suivant :

n
Pour tout entier n > 2 et tous réels z1, ..., x, strictement positifs tels que Z T =
k=1
lona:
n 1\3 1\3
* Tp+— | Znln+—
) k}_j<k =) s (ned)

1. Question de cours : Fonctions convexes .

2. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A4, P) et f une
fonction convexe de classe C! sur un intervalle 1.
On suppose que X () C I et que les variables aléatoires X et f(X) admettent une
espérance.
a) En remarquant que la courbe représentative de la fonction f est au-dessus de toutes
ses tangentes établir I'inégalité :

f(B(X)) < B(f(X))
b) En introduisant une variable aléatoire bien choisie en déduire que :

n n
Vn e N* V(z1,...,2,) € I" V(t1,...,ty) € [0,1]" tel que Ztk =1: f(Zthk) <
k=1 k=1
n
> tef ().
k=1
c¢) En utilisant le résultat précédent établir alors l'inégalité ().

3. Soit F' la fonction & n-variables définie sur 'ouvert U =]0, 1[" par :

n 1 3
F('xh"'axn) :Z <$k+)
k=1 Tk

a) Etablir que le n-uplet (x1,...,x,) € U est un point critique pour F' sous la contrainte
n

linéaire Z xr = 1 si et seulement si il existe A € R tel que :

k=1
Wk € [1,7] PES Y (R B
" T Tk )



b) En déduire que, sous cette contrainte linéaire, F' admet un unique point critique que
I’on précisera.
c¢) A T'aide de ce qui précéde, établir une nouvelle preuve de l'inégalité (*).

Solution :

1. Cours
2.a) Pour tout (z,a) € I? on a :

f@) = fla) + (z = a)f'(a)

et donc : f(x) = f(a) + (z — a)f'(a).
En prenant a = F(X) € I on obtient, par croissance de l'espérance :

E(f(X)) = f(E(X))

du fait que la variable aléatoire Y = X — E(X) est centrée.

b) Siles x1,...,x, sont 2 & 2 distincts on prend X telle que :

X(Q)={z1,...,zpn} et Vk e [1,n] P(X =x) =1t
On a alors :

n n

B(f(X)) =Y trf (zx) at B(X) =) trzy
k=1 k=1

d’ou 'inégalité attendue.

Siles 1, ...,2, ne sont pas 2 a 2 distincts on "regroupe" les ¢; et on a bien le resultat

d’aprés le cas précédent.

¢) On applique le résultat précedant a la fonction convexe f donnée, pour tout

t €]0,1[ par ,
f(t) = <t+ 1)

<f’(t) = (1—t12> (t+1>2 et f”(t):g(t+1>2+6<1—32>2 <t+1> >o>

1 1 1\?
On obtient : f(z,) < — ) f(xx) avec T, = — et donc f(T,) = (n + ) .
n n
k=1
L’inégalité (x) en résulte.
3.a) Posons ¢ (1,...,2,) =21+ ... + xp.
T = (x1,...,2y) € U est un point critique de F sous la contrainte linéaire g(Z) = 1

lorsque :

Ja € R/ VF(¥) = aVyg(T)



Or, pour tout k € [[1,n] on a :
1 1)?
6kF(f) =3 <1 - 2) <1‘k + )
Jfk Tk

6kg(f) =1.

et

a
La propriete attendue en résulte (en posant A = 3 ).

1 1\°
b) La fonction g : t — (1 — t2> (t + t) réalise une bijection croissante de |0, 1]

sur | — oo, 0 du fait que :

g (t)=f"(t) >0 (calcul en 2c.)
Il en résulte que si & = (x1,...,2,) est un point critique de F' sous la contrainte

1+ ...+xz, =1 alors:Vke[l,n] xzr=—.
n

Bilan : Sous cette contrainte 'unique point critique est

r=\—,...,—
n n

3c¢) On remarque que F (x1,...,2,) tend vers +oo lorsque 'un des zj, tend vers 0 .
Il existe donc € > 0 tel que, sous cette contrainte linéaire, F' atteint un minimum global
sur le compact K. = [e,1 —¢]" N {(x1,...,2n) €EUJ/z1+ ... + 2, = 1}.

P D .. . 1 1 . 1 1
D’aprés ce qui précéde ce minimum est atteinten [ —,..., — | et puisque F | —,...,— | =
n n n n

1\3
n <n + > I'inégalité (x) en résulte.
n
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1. Soit P(z) € R[z] un polynéme. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que P définisse une fonction injective, respectivement surjective sur R.

2. On définit une fonction sur Ms(R) par M +— P(M) € M3(R). Montrer que
cette fonction n’est jamais injective si le degré de P est supérieur a 2.

Solution :

1. P: R — R est injective ssi P’ est de signe constant, donc les racines réelles
de P’ sont de multiplicité paire. P : R — R est surjective ssi le degré de P est
impair.

2. On commence par remarquer que si P est injectif sur R, P est injectif sur

les matrice diagonales, donc sur les matrices symétriques. On cherche alors un
x

exemple sur les matrices anti-symétriques M = < z> Quitte & décaler par

une constante, il suffit de trouver deux matrices M, My telles que P(M;) =
P(Ms) = 0. Tout polynéme admet des facteurs de degré 2, il suffit de considérer
P(X) = X%+ aX +b. L’équation P(M) = 0 donne

22—y +ar+b=0, y(2r+a)=0

Si le discriminant de P est < 0, on a alors deux solutions pour x = —a/2 et y
les deux racines de —a?/4 +b. Si P(X) = (X — a)?, on a en plus de la matrice
«
0
P(X)=(X —a)(X =), a# ,on prend M = als et Sls.

diagonale M = als, la matrice M = ;) qui est annulée par P. Enfin si
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Soit f une fonction de [0, 1] dans R continue.

1.
2.

Question de cours : rappeler I'inégalité des accroissements finis.

Ecrire une fonction Python ayant comme paramétres d’entrée deux réels a et
b avec a < b, un entier N > 1 et une fonction h et qui renvoie une valeur

approchée de 'intégrale
b
/ h(t)dt

calculée par la méthode des rectangles a N pas.

. Soit z € [0, 1]. Montrer que l'intégrale

/1 i
z Vt—=x
converge.

On pose désormais pour tout z € [0, 1] :

1
F(x):/ \/J;(ti)xdt,

Montrer que la limite lim F'(x) existe et trouver sa valeur /.
z—1—

On pose désormais F'(1) = ¢.

. Montrer que

Vo € 1[0,1], F(z) = \/1—56/01 f(x—i_sg_ x)s)ds.

. Montrer que

z—1— 1—=x

On suppose que f est de classe C! sur [0, 1]. Montrer que F' dérivable en 1 si et
seulement si f(1) = 0.

Solution :



1. Voir programme.

. import numpy
def F(a, b, h, N):
t = numpy.linspace(a, b, N)
res = 0
for i in range(0, N):
res = res + h(t[i])
return res*(b-a)/N

Q)
Vi—ax

sur l'intervalle fermé borné [0, 1]. Elle est donc bornée. Soit M > 0 tel que
vVt €[0,1], [f(t)] < M. On a

. La fonction t —

est continue sur |z, 1]. De plus, la fonction f est continue

M

o) |
S Vi—z

Vt—x

vt €z, 1],

Or l'intégrale

/] 7‘ r
xT V t — X

converge. Donc l'intégrale

1
[
z Vt—=x
converge absolument.

. Avec les notations de la réponse & la question précédente, on a pour tout x €
[0,1] :

1
M
0 < |F(z)| < / dt =2M[vt —z]l = 2MV1 —z.
x

Vvi—x
Par théoréme des gendarmes, on en déduit que lim F(z) = 0. Donc ¢ = 0.
=1~

. On vérifie facilement que I'identité est vraie quand z = 1. Soit x € [0, 1[. Soit
€ > 0 tel que € < 1 — z. En effectuant le changement de variable affine

t—x

onat=xz+(1—x)set

O G G L (e b D e O D P
/. t_xdt_/iz(l) - Vi / O,

1

On fait tendre ¢ — 07 (les deux intégrales convergent) et on obtient l'identité
demandée.

. Soit € > 0. Puisque f est continue en 1, il existe n > 0 suffisamment petit tel
que



Soit x € [1 —n,1]. On a pour tout s € [0,1], z + (1 — z)s € [1 —n,1] car
r<z+(1—z)s<x+ (1 —x)=1.11en résulte que

Vs € [0,1], [f(z+ (1 —=)s) = f(1)| <e.

/fx—i— (1—2)s d—l—/f ds = 2f(1 /fa:—i— l—x) f(l)ds.

Ainsi, pour tout x € [l —n,1] on a

F(z) [f(z+ (1 )) f) LI
| Vi —2f / dséa/() ﬁds—%.

On en déduit que

lim =2f(1).

z—1— 1—=x
. Si F est dérivable en 1, on a

e Fla)~ F()
11—z rz—1

— 0 quand = — 1.

Donc f(1) = 0 par unicité de la limite. Réciproquement, si f(1) = 0. On a

z+(1—x)s)— f(1 x+( -1
, 1_x‘</0 [+ ﬁ)) I )’dsgti%pl‘f /\ ds — Cp(1-a),
avec
]s
Cy= sup |f'(t

t€(0,1]
D’ou ” (1

lim T@ = FA)

x—1 x—1

On en déduit que F est dérivable a gauche en 1 et F'(1) = 0.
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Soient X1,...,X,, des variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2 définies
sur un méme espace probabilisé. Montrer que la matrice I' = (Cov(X;, X;)) est
diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives.

A quelle condition nécessaire et suffisante sur les variables aléatoires X1, ..., X, les
valeurs propres sont-elles toutes strictement positives 7

1<i,5<n

Solution :
La matrice I' est évidemment symétrique réelle donc diagonalisable.

Aide possible pour la suite : calculer U'TU de deux maniéres différentes.

Soit A une valeur propre de I' et U = (ul e un)T un vecteur propre associé. On
calcule UTTU de deux maniéres. D’abord UTTU = AUTU = \||U||?, mais aussi :

UTFU = Z ZuinCOV(XZ‘, Xj) = Z Z Cov(uiXi, Uij) = V(ule + ... uan)
i=1 j=1 i=1 j=1

V(ui X1+ ... upnXy)
U
Remarquons que A = 0 si, et seulement si V(u1 Xy + ...u,X,) = 0, ie. si, et
seulement si, u1 X7 + ... u, X, est constante presque-stirement.
On en déduit donc que les valeurs propres de I' sont toutes strictement positives
si, et seulement si, toute combinaison linéaire des variables aléatoires X1,..., X, n’est
pas constante presque-stirement.

Ainsi A = > 0.
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Cet exercice traite de certains liens entre une variable aléatoire et des transforma-
tions affines de celle-ci et est composé de questions en grande partie indépendantes.
Dans ’exercice toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace proba-
bilisé (2,4, P).

Dans la suite ¢ désigne un réel non nul et a un réel non-nul différent de 1 et de -1.

1. Question de cours : Théoréme central limite.

2. Soit c € R.
a) Donner un exemple de variable aléatoire X quasi-certaine telle que X et ¢ — X
suivent la méme loi.
b) Donner un exemple de variable aléatoire X bornée et a densité telle que X et ¢ — X
suivent la méme loi.
c¢) Donner un exemple de variable aléatoire X non-bornée et a densité telle que X et
¢ — X suivent la méme loi.
d) Donner un exemple de variable aléatoire X n’admettant pas d’espérance telle que
X et ¢ — X suivent la méme loi.

3. On se propose de montrer dans cette question qu’il n’existe pas de variable aléa-
toire X telle que X et ¢+ X suivent la méme loi.
On suppose par I'absurde qu’une telle variable aléatoire X existe et on note F' sa fonc-
tion de répartition.
a) Etablir, pour tout entier naturel n et tout réel ¢, 'égalité : F'(t) = F(t — nc).
b) En déduire une contradiction et conclure.

4. On suppose dans cette question qu’il existe une variable aléatoire X qui suit la
c
et Y =X —a.
—a
a) Etablir que les variables aléatoire Y et aY suivent la méme loi.

b) Montrer que, pour tout ¢ > 0,on a: P(|Y|>1t) = 0.
¢) Que peut-on en déduire ?

méme loi que la variable aléatoire aX + ¢. On pose o = 1

5. Dans cette question on suppose que la variable aléatoire X est telle que, pour
tout entier n non nul et tout n-échantillon (X7, ..., X,) de X, il existe a,, > 0et b, € R
tels que les variables aléatoires X + - - - + X, et a, X + b, suivent la méme loi.
Etablir que si X admet une variance non nulle alors X suit une loi normale.



Solution :
1. Cours.

2.a) X = g convient.

c
b) Toute v.a. de densité symétrique par rapport a 3 convient. Ainsi, par exemple,
X — U(]0, ¢]) convient.
c
c) X =N (5, 1) convient par exemple .

7r
d) X ayant pour densité f(z) = —— 5 convient (ou tout autre densité symé-

1+ (2 - %)

c
trique par rapport a 3 qui décroit a la vitesse de k x —2)
x

3.a) Pour tout réel ¢ on a :
F(t)=P(X<t)=Plc+ X <t)=P(X<t—c)=F(t—c)
et ainsi, par un raisonnement par récurrence sor n € N :
VneN VteR F(t)=F(t—nc)
b) En faisant tendre n vers +o0o on obtient (du fait que ¢ #0 ) :
F=0sic>0
F=1sic<0

Dans le deux cas F' n’est pas une fonction de répartition et donc :

il n’existe pas de v.a. X telle que X e + X.

loi loi

4. a) X ~aX +cet a =aa+ cdou, en soustrayant : X —a ~ a(X — a).
Bilan :

loi

Y ~aY
b) Soit t > 0. On a :

P([Y|>t)=P(laY| > t) = P <\Y! N Mi\)

et par un raisonnement par recurrence sur l'entier m :

VmeZ P(Y|>1) :P(m > t)

|af™

En faisant tendre n vers +o0o on —oo selon la position de |a| par rapport & 1 on
obtient :
Vi>0 P(Y|>t)=0



¢) On en deduit que Y = 0 p.s et donc :

c

sinrgjaX—l—calorsX:
1—a

P.S.

5. Posons m = F(X) et 0> = V(X) > 0. On a alors :
EXi1+...+ X)) = FE(anX +by) & mm=a,m+ b,.
V(X1+...4+Xn) =V (anX +b,) & no? = a2

D’olt nécessairement : a, = v/n et b, = (n — v/n)m.
Il s’ensuit que :

X1+ + X, —nm . R . X —m
suit la méme loi que ——
ovn o

D’aprés le théoréme central limite on a donc :

X —-m
o

— N(0,1)

D’out en conclusion :
X < N(m,a?)
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Soient n € N* et A € M,,(R) diagonalisable. Montrer que I’endomorphisme :
pa: Mn(R) = Mu(R), ¢a(M) =AM

est diagonalisable.

Solution :

On commence par remarquer que si (v;) est une base de R™ alors (v; ‘v;) est une base
de M,,(R) : c’est clair pour la base canonique (e;) et pour une base quelconque, on a
v; tvj = Peitej tP ou P est la matrice de passage, en notant que M — PM'P est un
isomorphisme de M,,(R). Si on considére une base de vecteurs propres (v;) de A alors
(v; 'vj) est une base de vecteurs propres de ¢ 4.
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Soit D la partie de R?® définie par
D={(a,3,7) €R’[af—7*>0et a+ >0}
Considérons maintenant les parties de R? :
U={(z,y) € R?| |z+y| < 1et |z—y| <1}, B={(z,y) € R?||z+y| < 1et [z—y| <1},
et f : R? — R une fonction de classe C? vérifiant
ad} 1 f(x,y)+b05 o f (€, y)+2c07 o f (2, y)+dOy f (z, y)+eda f (2, y) < 0 pour tout (x,y) € U,

ol a, b, ¢, d et e sont des constantes réelles avec (a,b,c) € D.

1. Question de cours : rappeler les conditions nécessaires d’ordre 1 et 2 pour qu’une
fonction f admette un minimum local en un point zg dans un ouvert de R".

2. Montrer que B est borné.
3. Montrer que a > 0 et b > 0.
4. Soit («, 8,7) € D. Montrer que

aa + b+ 2vec > 0.
5. Justifier pourquoi il existe au moins un point (zg, yo) € B tel que
f(zo,y0) < f(z,y) pour tout (z,y) € B
6. Montrer que si (zo,yo) € U alors nécessairement
(8%.1f (w0, 90), 03 o f (w0, o), 07 o f (w0, o)) € D.

7. En déduire que nécessairement (xo,y0) € U.

Solution :

1. Voir programme.



. Soit (z,y) € B.Onposeu=z+yetv=xz—y. Ona

U+ v
2

|z = |

| < S (lul+vf) <1

U — v
2

lyl = | | < 5 (Jul+]v]) <1

N = N =

Donc B est borné.

. On a ab > ¢®. Donc a et b sont du méme signe. Puisque a + b > 0, on en déduit
quea=0etb>0.

. Sia=0,onaforckment c=0et aa+ Bb+2vc=pb>=0carb>0et 5> 0.
De méme si o = 0. Supposons maintenant que a > 0 et « > 0. On a

2 2
b>S et B> .
a a
D’ou
S P ye Y C
aa+Bb+2vc >z aa+-—.—+2yc=aa(l+—5.5+2—.—) =aa(—.—+1)" > 0.
a’a a?a a‘a a’a

. f est une fonction continue sur le fermé borné B. Elle est donc bornée et atteint
ses bornes.

. Si (zo,y0) € U alors nécessairement V f(xzg,yo) = 0 et les valeurs propres de la

hessienne ) )
< 55,1f(xo, Y0) aa,gf(woj Yo) )
01 2f(wo,90) 932f(0,%0)

sont positives. Or la somme de ces deux valeurs propres est égale a la trace de
cette matrice

0< AL+ A= 8%,1f($0,y0) + (9%,2f(3:0,y0).
De méme leur produit doit étre positif :
2
0 < Aide = 05 1 f(20,50)05 2. (0, y0) — (05 2.f (z0, y0))~ -

D’ou le résultat demandé.

. On raisonne par I'absurde. Si (zg,y0) € U, alors V f(z9,y0) =0 et on a
(821 f (w0, 90), 03 o f (w0, o), 07 o f (w0, o)) € D.
Il résulte d’apres la question || que
ad? 1 f(xzo,y0) + b3 o f (x0,y0) + 2¢07 o f (0, yo) > 0.
Cette inégalité contredit I’hypothése sur f puisque

0 > adi f(zo,y0) + bd3 o f(x0,50) + 2¢07 5 f (0, yo) + dOL f (w0, yo) + €Da f (w0, o)
= adi (w0, yo) + bd5 o f (w0, Yo) + 2¢05 5 f (0, y0)-
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Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant chacune la
méme loi de Bernoulli de paramétre p € [0, 1].
Soit f une fonction continue sur [0, 1].
Pour tout entier non nul n on pose :

1 — k

Etudier la convergence en probabilité de la suite (Y,)n>1.

=

Solution :
1 1
Posons I = / f(x)dz et J= | f*(x)dz. On a

0 0
1 & k 1 — k .

E(Yn):n;f(n)E(Xk):p<n;f<n>> mp I

v - Ly () v =12 (1 "~ o <k>> 0
n 1 n n ’I’Lk:1 n n—4o0o

Montrons alors que : Y, LN pl

Soit £ >0.0n a:
’Yn —p[‘ < ’Yn _E(Yn)’ + ’E(Yn) _p”
et donc :

Y =pI| > €] [V —c (V)| > 5| U [IE (Vo) = pI| > 5] -

Il en résulte que :

) g
0<P(Ya—pl| >) <P (Vo= E(¥a)| > 5)+P (1B (¥a) ~pll > 5)

V¥n) o nul pour m grand

Ste/2)2

Finalement :
lim P(|Y,—pl|>¢)=0

n—-+00

et donc : .
Y, = pl
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Soit (uy,) la suite définie par ug € }0, g} et Vn € Ny up41 = sin(uy,).

1.

Question de cours : Donner les deux premiers termes des développements limités
de sin(x) et (1 + )? lorsque z tend vers 0.

. Montrer que Vn € N, u,, € ]O, g}

3. Montrer que (u,) converge vers une limite finie [, que l'on déterminera.

4. Proposer un programme Python indice(u®,eps), qui prend en paramétre le

. T . R
premier terme ug € ]O, 5} de la suite et un paramétre €. Ce programme retourne

le plus petit entier k tel que |ug — | < e.

1 1
5. Montrer que la suite v, = —5— — — converge, et donner la valeur de sa limite.
un—i—l Un
n—1 Tk
6. Soit (x,) une suite réelle de limite z € R. Montrer que la suite y, = =k=0"%
converge vers . "
7. Déterminer un équivalent de (u, ), lorsque n tend vers +o0o. En déduire la nature
de la série de terme général (uy,).
Solution :
Solution :
3
x
1. p20 EC1. sin(z) = o — — +o(z®) et (1+2)* = 14 2z + o(x).
z—0 6 z—0
2. Montrons le résultat par réccurence sur n.
Initialisation : ug € ]0, g} par hypothése.
T
Hérédité : Supposons le résultat vrai pour n > 1. On a donc que u, € }0, 5]
s
La fonction sinus étant croissante sur } 0, 5} , on en déduit que w1 = sin(uy) €
T
0, f} .
Jo.3
Conclusion : Vn € N, u,, € ]O, g}
T
3. Considérons la fonction f définie sur ]O, 5} par f(x) := sin(x) — z. f est dé-

rivable, et f'(z) = 1 — cos(z) > 0 pour x € }0, g} Ainsi, f est strictement



croissante sur }0, g], donc Vz € }O, g} , f(x) > f(0) = 0. Cela implique que
Va € }O, g} ysin(z) < z, i.e. Vn € Ny up41 < up.

(uy,) étant minorée par 0 et décroissante, donc elle converge vers une limite finie

T
l e [0, 5} En passant & la limite, par continuité de la fonction sinus, on en

déduit que sin(l) = 1. Or, Vx € ]0, g] ,sin(z) # . On a donc necessairement
[=0.

. On propose par exemple le programme suivant :

import numpy
def indice(u0®,eps):
u=ub
k=0
while abs(u) >= eps:
u= numpy.sin(u)
k+=1
return k

print (indice(1,1e—2))
>>> 29992

u? — sin(uy,)?

. On remarque que v, = 3

. Comme lim wu, = 0, on effectue le

u? sin(uy,) n——+o0

developpement limité des sinus, a I'aide de la question 1).

u? — (sin(uy))?

U oo u? sin(uy,)?

3 2
u? — (un s 0(u%))

n—+o0 ut + o(u)

u?L — U?L (1 — % + 0(u%)>2
400 up + o(u)

u —u? (1 - % + 0(u%)>
00 ub + o(ut)

2

Ot l'on a effectué le developpement limité de (14 z)?, avec z = % + o(u2) qui

tend bien vers 0. lorsque n tend vers +o0o. On a donc que
4
q%" +o(u})
vy = S

n—>_+oo ud + O(U4

1
n—too 3
1



Ceci montre que (vy,) converge et que lim v, = -.
n—+o00 3
. Soit € > 0 fixé, on veut montrer que

INeN,Vn > N, |y, —z| <e¢

Puisque que (z,,) converge vers x,

€
dng € N,Vn > ng, |z, —z| < =

2
Or, Vn = ny,
n—1
o
Y — = k=0 TE
n
n—1
_ k=0 Tk — N
n
n—1
_ 2.k=0 (z — )
n
no—1 n—1
. oo (Tk — ) + Zk:no (z) — )
n
n—1
e . 1 1 .
Par inégalité triangulaire, Vn = ng, |y, — 2| < —Kp,+— Z |z — x|, ot Kp, =
n n e
no—1 1
Z |z — x| est une somme finie, indépendante de n. Ainsi, lim —K,, =0,
n—+oo N
k=0
1 € 1 n—mge €
— 1o
donc dn; € N,Vn > nq, ﬁKno < 7 De plus, - Z lop — x| < 3<%
k=ng
Ainsi, en prenant N = max{ng,n;}, on a que
Vn = N, |y, — x| < e
-1 n—1
1y 1 1 1 1/1 1
. On remarque que — ka = — Z — — = — | 5 — — | par télésco-
n n u? w2 n\u2  ul
k=0 k=0 ~k+1 k n 0
. L . 1 /1 1
page. Par les deux questions précédentes, on a que lim —|—&F —— | =
n—+00 N\ Uy, Uy
. 1 1
lim —s = -, donc nu? ~ 3, dou
n——+00 nu% 3 n—+00

3
Unp ~ —
n—-+o00 n

La série de terme général u,, est donc divergente, par critére de comparaison des
séries & termes positifs.
Pour information, un petit programme similaire a celui de la question 4) pour

la suite \/7 renvoie un indice similaire.
n



def indice2(eps):
k=1
u= numpy.sqrt(3)
while abs(u) >= eps:
u= numpy.sqrt(3/k)
k+=1
return k

print(indice2(le—2))
>>> 30002
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Soient 7 un entier positif non nul et (X7i,...,X,) un n-échantillon d’une variable aléa-
toire X de loi & densité uniforme sur 'intervalle [0, 8] ou 6 €]0, +oo[ est un parameétre
inconnu qu’on veut estimer.

1. Proposer un estimateur 7,, de 6 a ’aide de la moyenne empirique. Vérifier qu’il
est sans biais et convergent.
2. On considére un estimateur sans biais M,, de la forme M,, = ¢(n)Max(Xy,...,X,)
ol ¢(n) est une constante qui ne dépend que de n. Que vaut c¢(n)?
3. Comparer la qualité des estimateurs T,, et M,.
Solution :
— 2
1. Comme 0 = 2E(X), on prend 7,, = 2X,, = —(X1...+ X,,). On a E(X) = 0/2
n
donc E(T},) = 6, de plus V(X) = 6?/12 donc V(T,) = 62 /3n, on conclut que Tj,
est un estimateur sans biais convergent.
2. La fonction de répartition de la variable aléatoire Max(X7y,...,X,,) est F(z) =
(/6)" sur [0, 0] donc la densité est donnée par
f(z) = nﬂ_":c”_ll[o’g] ()
et son espérance vaut donc T Pour obtenir un estimateur sans biais, on
1
prend ¢(n) = nt .
n
3. On a:

1\* /¢ 1\* no? 1)26?
B0t = (L) [aorarar = (PE) 2t D
n 0 n n+2  nn+2)
02
n(n+2)
On constate que la vitesse de convergence de M, est en 1/ n? alors que celle de
T, est en 1/n. Donc M,, est plus performant que T,.

dott V(M,) =
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Dans l'exercice toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace
probabilisé (€2, A, P).
On considére une variable aléatoire X de fonction de répartition F' et admettant une
densité f.

Pour tout entier n de N*, on considére n variables aléatoires X7, ..., X, indépen-
dantes et suivant la méme loi que X.

On admet 'existence de variables aléatoires Y7,...,Y, telles que, pour tout w de
Q, les réels Y1 (w), Ya(w),...,Y,(w) constituent un réarrangement par ordre croissant
des réels X;(w),..., Xp(w), de telle sorte que, pour tout w de € :

Yi(w) € Ya(w) < -+ < Ya(w) et {Xl(w),...,Xn(w)}:{Yl(w),...,Yn(w)}

Pour tout réel = et tout entier non nul n,on note S, (z) la variable aléatoire définie
par :

Sp(x) = card{k: el,n]: Xi < x}

1. Question de cours. Lois binomiales : définition, propriétés et allure de la fonction

1
de répartition de la loi binomiale de paramétres n =2 et p = 5

2. Donner, pour tout entier n non nul, la loi de Sy, (z).
3. (a) Comparer les événements : [Yj < z] et [Sp(z) > k.

b) En déduire, pour tout k& de [1,n], une expression de Fy, (x) faisant intervenir
p ) p k
une somme (on ne cherchera pas a calculer cette somme).

(¢) En déduire que, pour tout k de [1,n], la variable aléatoire Y} est a densité

et que la fonction fy;, définie pour tout x réel par :

rele) = k() (P10 = Pl 410
est une densité de Y.

4. Montrer que si X admet une espérance, alors pour tout k de [1,n], Y admet
aussi une espérance.

5. Dans cette question on suppose que n = 2¢ 4+ 1 est un entier impair et que X
suit la loi uniforme sur [0, 1]. On pose W,, = Yy,1.

1
Etablir que E(W,,) = 3 et commenter le résultat obtenu.



Solution :

1. Cours.
2. Sp(z) = B(n, F(x)).
3.(8) [Yi < 2] = [Su(2) > K]

(b) D’apreés I’égalité ci-dessus on a, pour tout z € R :

Fy, (2) = P (Su(2) > k)

B
&

I
NE

— <?> (F(2)) (1 — F(z))"

.

(c) La v.a. Yj est donc a densité puisque sa fonction de répartition a au moins
les mémes régularités que F'. Par derivation une densité de Y est donnée
par :

n

AOEDY (?) (@) (F()l 1 (1~ F(2))™ — (n— j) f(@) (F(2)l (1~ F(z))"]
i=k

—nm )1 — F(x))F n'nx 2NV = F(x)"
() st Feyr e Y 0(0) @y - )

- j=k+1
- n—j " 2)F(2) (1 = F(x))" 71
;f J)<j>f( \E(zy (1 - F())

Sl_llfait que : )

n—j " 2)FI(z)(1—F(z))" 771 = i n A1) (1
2! ‘Q(j)f( )FI (2)(1-F(x)) Py y+1)<j_1>f( JPI 1) (1
F(a)"™

et de I'égalité :
n n
nj+1(. >Zj<.>
( )]_1 ;

+o0o
4. Si X admet une espérance alors l'intégrale / x f(x)dx est absolument conver-
—00

gente. Or.
0 < fafi (@] < k(] ) lns @)



puisque |F(z)] < 1let |1 — F(x)] < 1.
“+o0o

La convergence absolue de l'integrale / z fy, (z)dx en résulte.
—00

Bilan : E(|X]|) < +o0 = Vk € [1,n] E (|Yx]) < +oo.

. D’apreés ce qui précéde une densité de W,, est donnée par

20+1

o) =+ 0 (el - 0@

1 1
On a ainsi : g(z) = g(1 — x) et donc /0 zg(z)dr = /0 (1 —u)g(u)du soit :
E(Wn) =1- E(Wn)

et donc E(W,) = 7
1
Le résultat n’est pas surprenant (hormis la valeur exacte 3 ) du fait que W,

est la médiane de Xy, ..., Xop 1.
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2x
Soit z € Ry. On considére 'application définie par F'(x) = / et dt.
x

1. Proposer un programme Python F(x,...) qui permet de calculer une valeur
approchée de cette intégrale. Ce programme peut prendre plusieurs parameétres,
mais contiendra & minima le paramétre x qui représente le réel x.

2. Déterminer la limite de F' en +oo.

Solution :

1. On propose une méthode de Monte-Carlo, pour rester dans l’esprit du pro-
gramme... Cette fonction renvoie un tuple contenant I'estimation de l'intégrale
et le demi-intervalle de confiance a 95%.

import numpy.random
import math

def F_MC(x,N):
t = x+(x)*numpy.random.random_sample (N)
p 1.0/x
f = numpy.exp(—t*%x2)
moyenne = f.sum()/(Nxp)
g = fxf
variance = g.sum()*1.0/(N*p*p)—moyenne*moyenne
return (moyenne,math.sqrt(variance/N)*1.96)

print (F_MC(2,100))
>>> (0.005036331972694381, 0.0015823957466369176)

On peut aussi proposer par exemple le programme suivant, implémentant la
méthode des rectangles :

import numpy

def F(x,N):
t = numpy.linspace(x,2*x,N)
f = numpy.exp(—t*%x2)
return abs(f.sum()*xx/N)

print (F(2,100))
>>> 0.00428968988573678




On remarque que ’on tend trés vite vers 0.
. On sait que tli+m t2e~* = 0. Par conséquent, 9A > 0,Vt > A,t2e*t2 < 1. Ou
=100

t2<l.

encore, Vt > A,0 < e~ 2

2z R 2z 1 2x 1
Ainsi, en intégrant, Vo > A, 0 < / e dt < / t—2dt. Or, / —dt =
xr x x

t2
1 290_ 1
ot 2

x
Par théoréeme d’encadrement, on en déduit que lim F(z) = 0.
T—+00

. Question subsidiaire : Déterminer la dérivée de F.

2z T
Ve € Ry, F(x) = / e dt —/ e~* dt. Donc, Yz € Ry, F'(z) = 2~ (20)* _
0 0

.2 ) T2
e T = 9e7H _ o7,
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1. Question de cours : Définition et propriétés de la moyenne empirique.

2. Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
de paramétre 1/2.

Notons Z la variable aléatoire égale a n si n est le plus petit entier tel que
X, =0 et Z = 400 sinon.

(a) Pour n > 0, calculer P(Z = n) puis P(Z > n). En déduire que Z est presque
stirement finie i.e. P(Z = 400) = 0.

(b) Calculer E(Z) et V(Z).

3. Soit n € N*. Soit T la variable aléatoire égale a n si n est le plus petit entier tel

que X1 =X, =1et T = +00 sinon.

(a) Calculer P(T=1), P(T'=2), P(T' =3) et P(T =4).

(b) Montrer que P(T" > n) < (3/4)P(T > n — 2) pour tout n > 2. En déduire
que T est presque stirement finie

(c) Montrer que pour tout n > 3 :

P(T:n):%P(T:n—l)%—iP(T:n—Q)

(d) Montrer que E(T') est finie et déterminer E(7) (On ne demande pas de
calculer la loi de T').
4. On suppose le paramétre p de la loi de Bernoulli des variables (X,,) quelconque.
Donner un programme python pour estimer E(7") a partir d’un échantillon de
la variable T'.

Solution :

1. Question de cours : Moyenne empirique. ECG2 p.23. (estimateur sans biais
et convergeant)



P(Z>n)=1-P(Z<n)= 1_2 <;>i+1 _ <;>n+1

On a {Z = +o0} C {Z > n} donc
n+1
P(Z = +00) < P(Z>n) = () :

pour tout n donc P(Z = +o0) = 0.

n—1 1
)

N |

EZ)=Y"n (;)nﬂ —1/43 " n (

n>1

V(Z)=E(Z*)-E(Z)?=) _n’ (;)nﬂ —1=

n=>0

1 2 1
1 ((1 “12¢ (1 1/2>2> —h=2

PT=1)=PXo=X,=1)=1/4
P(T=2)=P(Xog=0,X;=X,=1)=1/8,
P(T=3)=P(X;=0,Xo=X3=1)=1/8

P(T=4)=P(XoX,=0,X2=0,X3=X,=1)=3/4x1/8=3/32

(b) Ona{T >n} C{T >n—2,X,_1X, =0} et les événements {T" > n — 2}
et {X,-1X,, = 0} sont indépendants, donc

P(T > n) < (3/4)P(T >n —2)

Posons u,, = P(T > n), on a uy, < (3/4)u,—2 donc limu,, = 0.
P(T = +00) < uy, pour tout n donc P(T" = +o0) = 0.

(c) Soit n > 3,

1 1
P(T =n)= g P(T=n|Xg=0)+  P(T=n|X; =1,X=1)

1
+ZP(T = n]Xl = O,Xo = 1)

Comme P(T' =n|Xg=0) = P(T =n—1), P(T =n|X; =0) = P(T =n-2)
et P(T=n|X;=1,Xo=1)=0pourn >2,0na
1

P(T:n):§P(T:n—1)+iP(T:n—2)



(d) P(T > n) < (3/4)"% dou P(T = n) < (3/4)" V72 donc la série E(T) =
Z nP(T = n) converge.

n=1

E(T)=) nP(I'=n)= = +> nP(T =n)

n=>1 n=2

B(T) = 1+ Y[~ DP(T =n—1)+ {(n~ 9P =n -2+

n>2

3. import random

def estimer instant deux_ succes(probabilite succes, taille echantillon, nombre simulations):

# Estime 1’instant moyen de deux succes consecutifs dans une suite de variables aleatoires de Bernoulli
instants deux succes = []

for _ in range(nombre_simulations):
bernoulli_variables = [1 if random.random() < probabilite succes else 0 for _ in range(taille_echar
for i in range(1l, taille_echantillon):
if bernoulli_variables[i] == 1 and bernoulli_variables[i — 1] == 1:
instants _deux _succes.append (i)
break
if instants deux succes:
moyenne instants = sum(instants deux succes) / len (instants deux succes)
return r;oyenneiinstants B - B B
else:

return —1 # Retourne —1 si deux succes consecutifs n’ont pas ete trouves dans les simulations

# Parametres

probabilite succes
taille echantillon
nombre _simulations

= 0.5 # Probabilite de succes

= 100 # Taille de l’echantillon

= 1000 # Nombre de simulations

# Estimation de 1’instant moyen de deux succes consecutifs

instant _moyen = estimer_instant_deux_succes(probabilite succes, taille_echantillon, nombre_simulations)

if instant moyen != —1:

print(_f”L’instant moyen de deux succes consecutifs est

estime a environ {instant_ moyen:.2f}.")
else:

print ("Deux succes consecutifs n’ont pas ete observes dans les simulations.")

L’instant moyen de deux succes consecutifs est estime a environ 5.07.
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Soit (x,) une suite réelle qui converge vers le réel m. On pose :

V(p, k) € (N*)27 Upk = max{acp+1, Lp4+2; - - >xp+k}

1. Ecrire un programme Python u(x,p,k) qui renvoie le terme u,, ;.. Ce programme
prend en paramétres la suite (x,,) et les entiers p et k. Pour un entier n, on
accédera au terme x, par I'appel x(n).

2. Pour k fixé, on pose w, = uy, ;. Etudier la suite (wp).

3. Pour p fixé, on pose vi, = u, . Etudier la suite (v;) et montrer qu’elle converge.

Solution :

1. On propose le programme suivant :

def u(x,p,k):
i=2
u=x(p+1)
while i<k+1:
if x(p+i) >u:
u = x(p+i)
return u

2. Ecrivons d’abord que la suite (z,,) converge vers m.

Ve>0,9ng e NVn>ng, m—e<xz, <m-+e

Fixons k € N*. Alors, Vp > ng, p+1,p+2,...,p+ k sont aussi plus grand
que ng. On peut donc appliquer la définition précedente :

Vie{l,...,k},m—e<xp; <m-+e

C’est en particulier le cas du maximum des (zp+i)icq1,....x}- Donc on a que
Ve>0,dng e N,Vp=ng, m—e<w,<m-+e

Ce qui veut exactement dire que (w)) converge vers m.



3. Fixons p € N*. Par définition, vy = max{@p i1, Tpi2, ..., Tprk+1} = MAX{Tpi1, Tpy2, ..., Tptrk) =
vg. La suite (vg) est donc croissante. D’autre part, (x,) est convergente, donc
majorée : AM € R,Vn € N, z,, < M. On a donc en particulier que vy < M.

Puisqu’elle est croissante et majorée, la suite (vg) converge vers une limite dé-
pendant de p, qu’on note my,.

4. Question subsidiaire : Montrer que la suite (m,) converge et donner sa limite.

On réutilise la définition de la convergence de (zy,) :
Vk e N ,Vp > ng, m—e<max{Tpi1,Tpy2,...,Tprk} <M +e€

On peut donc passer a la limite sur k, dans cette inégalité. Lorsque k tend vers
00,

m—e< lim max{xpi1,Tpt2,..., Tprr} <M+e
k—4-o00

On remarquera le passage aux inégalités larges. Ceci nous assure que la limite
de (my) existe et vaut m. En effet,

Ve>0,dng € N,Vp>=ng, m—e<my,<m-+e
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Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 1. On note (E) l'espace vectoriel des
endomorphismes de E. Soit f un endomorphisme tel que Vk < n, f¥ £ 0 et f* = 0. On
appelle commutant de f I’ensemble :

C(f)={ge(E) | fog=gof}

1. Question de cours : Donner la définition d’une famille libre d’un espace vectoriel.
2. Montrer que C(f) est un sous espace vectoriel de (FE).

3. Soit a € E tel que f"!(a) # 0. Montrer que la famille (a, f(a),..., f**(a))
est une base de E.

4. Soit a € E tel que f"(a) # 0. Soit ¢, : C(f) — E définie par ¢,(g) = g(a).
Montrer que ¢, est un isomorphisme.

5. En déduire que C(f) = Vect(Id, f,..., " 1).

Solution :
Solution :

1. EC1, po.

2. Tout d’abord, il est clair que C(f) C (£). Ensuite, I'endomorphisme nul com-
mute bien avec f.

Soient (X, 1) € R?, et (g,h) € C(f)?. Alors, fo(Ag+puh) =X fog)+u(foh) =
Mgo f)+p(hof)=(Ag+ph)o f. Ainsi, C(f) est bien un sous espace vectoriel
de (B).

3. Tout d’abord, on dispose bien de a € F tel que f"_l(a) # 0, puisque f"1 #£0.
Montrons que la famille (a, f(a),..., f""*(a)) est libre. Soient (Ao, ..., An_1)

n—1

tels que Z A\ifi(a) = 0.
=0

Soit j € {0,...,n — 1}. On applique 717 pour obtenir n équations. Ainsi,

n—1
Vi€ {0,...,n—=1}, D XNf" I (a) =0
=0



En remarquant que Vk > n, fk(a) = 0, on obtient successivement que A\,_1 = 0,
puis Ap,_o = 0, jusqu’a Ao = 0. Ainsi, la famille (a, f(a),..., " 1(a)) est libre
dans F.

Cette famille contient n élements, qui est la dimension de E. la famille (a, f(a),..., " (a))
est donc une base de E.

. — Montrons d’abord que ¢, est une application linéaire. Soient (A, u) € R?, et
(9:h) € C(f)*. On a que ¢a(Ag + uh) = Ag(a) + ph(a) = Ada(g) + néa(h),
d’ou la linéarité.

— Soit g € ker(¢,). Par définition, g(a) = 0. Mais on a aussi que g(f(a)) =
f(g(a)) = f(0) = 0. En itérant ce procédé, on montre que Vi € {0,...,n —
1}, 9(f*(a)) = 0. On a donc montré que g est nul sur la base (a, f(a),..., f" (a)).
Ainsi, g est application nulle (i.e. g = O¢(s)). Ceci prouve l'injectivité de
Pa.

— Soit b € E. On considére g € (E) définie telle que

g(a) =b, g(f(a) =f), ..., g(f* '(a))=f"""(b)

L’application g considérée est bien définie, puisqu’elle I’est sur une base de
E. De plus, elle vérifie que go f = fog sur cette base. On a donc que g € C(f)
et que g(a) = b. Ceci prouve la surjectivité de ¢,.

Tout ceci montre que ¢, est une isomorphisme.

. Remarquons tout d’abord que Vect(Id, f,..., f* 1) C C(f). En effet, toute com-
binaison linéaire d’applications de (Id, f,...,f" ') commute avec f. Ensuite,
puisque ¢, est un isomorphisme, dim(C(f)) = dim(E) = n. Par inclusion et
égalité des dimensions, on conclut que C(f) = Vect(Id, f,..., f* ).



Exercice sans préparation Maths Approfondies 15

Soient X et X9 deux variables aléatoires indépendantes et suivant chacune la loi
normale centrée réduite.
Soient @ un réel et A la droite d’équation cartésienne :

A:y=azx
On note Y la variable aléatoire égale au carré de la distance de M = (X1, X2) & A i.e. :
2
Y = <d(M, A))

Déterminer 'espérance de la variable aléatoire Y.

Solution :

Soit
v = (a,—1)

un vecteur normal a A.

En notant p,1 la projection orthogonale sur At ona:

Ed - v aXi—-X2 U
IZ1 7170 vita? 7]

par (M) =< OM,

Il en résulte que :
Y = |pas (M)]?
et ainsi )
E((CLXl — X2) )
1+a?

Or, par indépendance des variables aléatoires X et Xy et par stabilité des lois normales,

E(Y) =

on a :
aXi — Xo = N(0,a® +1)

et ainsi :
E((aX1 — X2)?) =V(aX; — X2) =14 a®

Finalement :

EY)=1



