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Exercice principal Maths Approfondies 1

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P) telles que X () et Y (Q2)
soient des ensembles finis et telles que X ne soit pas une variable constante.
On considere la fonction g : { R* - R
(a,b) — E((Y — (aX +1))?)

1. Question de cours : condition suffisante d’extremum global pour une fonction de classe C? sur une partie de
R™.
2. (a) Montrer que la fonction g est correctement définie et montrer que g est de classe C! sur R2
(b) Montrer que g admet un unique point critique que l'on notera (ag, bo).
On exprimera ag & l'aide de V(X)) et de Cov(X,Y) et by a 'aide de ag, E(X) et E(Y).

(c) g atteint-elle en son point critique un minimum absolu ?

On suppose jusqu’a la fin de I'exercice X et Y construits de la maniére suivante :
e 1 est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
e On suppose connus n points A; = (z1,¥1),...,4n = (Zn,yn) du plan ot les réels zq, ..., z, ne sont pas
tous égaux.
e La variable aléatoire I suit une loi uniforme sur [|1, n|].
e On construit le couple de variables aléatoires (X,Y’) en posant pour tout w € Q, (X(w),Y (w)) = Az,

Autrement dit, on choisit un point au hasard dans {A4;,...4,,} et (X,Y") donne les coordonnées de ce point.
3. On suppose dans cette question seulement que n =3, A; = (1,1), A = (2,1), A3 = (3,4).

(a) Calculer V(X), Cov(X,Y), E(X) et E(Y).

(b) Placer sur un méme graphe la droite d’équations y = agx+bg et les trois points Ay, As et A3. Commentez.

On se place maintenant dans R"™ muni de sa structure euclidienne usuelle et I'on considére les vecteurs
f:(ml’... ,xn% g: (yl’... ’yn) et 2: (1, ’1)

1
4. On admet provisoirement que : V(a,b) € R? g(a,b) = = ||7 — (ai + bZ)||.
n
On pourra poser pour (a,b) € R?, ¥ = af + bZ.
(a) Montrer d’une deuxiéme maniere que g admet un minimum global que l'on interprétera géométriquement.

(b) Montrer que ce minimum global est atteint en un unique point (ag, bo).

(¢) Montrer que < ¢ — (agZ + bo2), @ >= 0 et < ¥ — (aoZ + bpZ),Z >= 0 et retrouver les équation ayant
conduit & la détermination de (ag,bg) & la question 2.

1
5. Montrer que : ¥(a,b) € R? g(a,b) = - |17 — (aZ + b2)|).

Solution :

1. Programme deuxieéme année page 20.
Si 2 est un ouvert convexe de R™ et si z¢ est un point critique de f :
- si pour tout = € Q,Sp (VQf(:c)) C R™, alors f admet un minimum global en zg,
- si pour tout = € Q,Sp (V2f(x)) C R_, alors f admet un maximum global en z.
2. (a) Les variables étant bornées, elles admettent des moments de tout ordre.
Pour a,b € R, g(a,b) = E(Y? + a*>X +b? — 2aXY — 2bY + 2abX)
Par linéarité g(a,b) = E(X?)a® + b* + 2E(X)ab — 2aE(XY) — 2bE(Y) + E(Y?)

g est bien de classe C! sur R? en tant que ‘ fonction polynémiale‘




(b)

La fonction est de classe C* sur un ouvert. On cherche ses points critiques.
[ 2aE(X?) + 2bE(X) — 2E(XY)
Vy((a,b)) = ( 2aE(X) + 2b — 2E(Y)

Vg((a,b)) = ( 8 ) ssi ( E(X?) ]E(iX) ) ( Z > _ ( E}éﬁ};) )
X

= ( o 112:( ) ( b ) - ( ) IE(I}Ef() S )

Qv

| V(X)a = Cov(X,Y)
1Y EX)a +b = E(Y)
Comme X n’est pas constante, V(X) # 0 et le systéme admet une solution unique.

Cov(X,Y)

V(X) et bg = E(Y) — aoE(X)

On a un unique point critique (ag,bg) : | ag =

La fonction est de classe C? sur un ouvert convexe (R?).
V3g((a,b)) = 2 ( IIEE(().?)) E(lX) > = 2M ne dépend pas de (a,b).
E(X?) -\ E(X) )
E(X) 1-X )
A est une valeur propre de M ssi (E(X?) —\)(1 —\) —E*(X) = 0ssi A — (E(X?) + DA+ V(X) =
M étant symétrique, elle est diagonalisable, le polyndéme admet deux racines (éventuellement confondues).

On cherche les valeur propres de M, M — A\ = (

Le produit des deux valeurs propres vaut V(X) > 0, les deux valeurs propres sont de méme signe.
Leur somme vaut E*(X) + 1, elles sont toutes les deux strictement positives.

Les valeurs propres de VZg((a, b)) sont donc strictement positives pour tout (a,b) € R?.

Donc g atteint un minimum global en son unique point critique d’aprées le cours.

‘ g atteint un unique minimum global. ‘

32-1 2
X sui loi unif 3 1,2 E(X)=2 X) = =—|
e X suit une loi uniforme sur {1, 2,3}, donc _, V(X) 3 3
o E(Y)=2
1
¢ B(XY) = 2(14+2+12) =5, Cou(X,Y) =5 — 4=1]
®qg= ;, bp = E(Y) — apE(X) = —1. La droite admet pour équation |y = ;x —1|

On trace le graphe, et 'on remarque que la droite semble "au plus proche" des trois points.

C’est logique. ag et by ont été choisis pour minimiser E((Y — (aX + b))?), donc & rendre "petit" I'écart
entre y; et ax; + b.
On note F =vect(Z, 2)
On note p le projecteur orthogonal sur F'
On a || — p(9)|| = min ||y — |
ueF
Or, p(7) € F, il existe donc ag, by € R tel que p(§) = apZ + bpZ
Vi € F, ||y —p@)|| < ||§ — |,
ie V(a,b) € R?, g((ao,bo)) < g((a,b))

‘g atteint en (ag, bp) un minimum global. ‘




(b) ¥— 17: ¥ =) +pY) -

Or, ¥ ()GFLetp(gj)—ﬁ'EF

Donc d’apres Pythagore

17— 31* = 17 = p@II” + llp(7) — 311°

Ainsi ||§ — 9| = ||y — p(H)]] ssi v = p(¥)

Autrement dit g((a,b)) = g((ao, bo)) ssi aZ + bZ = aoZ + by Z.

Or, les réels ...z, ne sont pas tous égaux, donc I et Z’ ne sont pas colinéaires, et forment une famille
libre.

Ainsi g((a,b)) = g((ag,bp)) ssi a = ag et b = by.

‘Le minimum de g est atteint un unique point ‘

(c) Comme 7,7 € F, i — (aoZ 4+ boZ) = 7 — p(7) € F*, on a bien :
‘ < §—(apZ + bp2), T >=0et < §— (aoZ + boy), Z >:0.‘

n n n
La premiere équation donne E TpYr — Qo E :17,% — by E zp =0
k=1 k=1 k=1

ie 1 (E(XY) — agE(X?) — bE(X)) = 0 ie | E(XY) — agE(X?) — hE(X) =0

La deuxiéme équation donne ‘E(Y) —aE(X)—by=0 ‘

Ce sont bien les équations du premier ordre trouvées lors de I’étude de g.
5. Par théoreme du transfert (avec la fonction h : i — (y; — (az; + b))? et la variable 1.)

b) = Z BT = Z (az; +b))?

n

9(a,) = =S (s — (s +0) = 7~ (a5 + )|

i=1
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On consideére la suite (F;,) définie par Fy = 0, F; = 1 et par la relation de récurrence

Fn+2:Fn+l+Fn

converge et calculer sa somme. On pourra exprimer
271, 277
sous la forme u,, — u,41 OU u, est une suite a déterminer.

Calculer Fj,. Montrer que la série de terme général

Solution :

. Avec les conditions

—r—1=0sont r =

2

Les racines de 1’équation caractéristiques r
initiales, on trouve

1
By = <=7 =13)
V5
La convergence de la série est assurée car V5, ~ 7.
puis pour n > 1,
1 1 r?

- n n - 41
VEFym 13 —r3 r2 1

car r1ro = —1, soit :
1 r?" 41 1 1 1

- n+1 T Tonti = n T Ton+1
VoFp o3 =1 -1 -1 2

Par une somme en cascade, on trouve finalement que

+oo

1 1 7T—+5
I
nZOFQn Tl_l
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1. Définition de la divergence d’une suite vers 4oc.

2. On considére l'ensemble des suites (u,)nen données par leurs deux premiers termes ug = a et u; = b dans
R puis par la relation de récurrence :

VneN, Upio =Upp1 + ——uy, (1)
n

+ 2

On suppose dans un premier temps que a > 0 et b > 0.
Montrer que pour tout n > 1,

Up < Up41
et pour tout n > 2,
Un+1 Ul
(n+1)2 " n?

u

En déduire que la suite (u,) admet une limite finie ou égale & +00 et que la suite (—) admet une limite
n

finie.

3. Montrer que pour tout n > 1,

puis que
"1
> 2 T
Upt2 = U + U + U1;k+2

En déduire que lim wu, = +oc.
n—-+oo

4. On suppose a présent que a et b ne sont plus forcément positifs mais sont quelconques dans R. On note ufl’b

la suite vérifiant la relation de récurrence (1) telle que ug = a et u; = b.

(a) Montrer qu’il existe des réels \ et p tels que

(a,0) = A(L,1) + (1,2)

I - b ool 1,2
(b) En déduire en relation entre u®’, u, = et u,“.
ua,b
(c) Montrer que la suite u®’ admet une limite (éventuellement infinie) et que la suite ( *o-) admet une
n

limite finie.

Solution :

1. p9 EC1

2. On observe tout d’abord que u, > 0 pour tout n € N, ce qui permet de montrer aisément la premiere
inégalité. Pour la 2éme, on remarque que pour tout n > 1,

n—+4

n—+ 2

)

< Uit (14 —s) =t
Un = Unp — =) = Un
42 +1 s +1
puis
Up 12 n+4 Un+1
T U - <
(n+2?2 " " nt2?  (n+1)?




car (n+4)(n+1)2=n>+6n>+9n+4et (n+2)°=n®+6n>+12n+8.
U

La suite (up), croissante, admet donc une limite finie ou égale & +oo et la suite (—Z) , décroissante et
n

minorée par 0, admet une limite finie.

3. La premiere relation s’obtient par une sommation en cascade a partir de la relation

2
u
n+2 "

Up+2 — Up+1 =

La deuxieme relation s’en déduit en utilisant u; < ug pour k£ > 1.
n

Comme lim kz_l i +00 (série harmonique), on a donc a fortiori ll)r_{loo Uy, = +00.

n—-+oo n

4. (a) A et p vérifient exactement a = A+ et b= XA+ 2u, c’est A dire py=b—a et A =2a —b.
(b) La relation de récurrence étant linéaire, on démontre par récurrence que
u®t = Mubt 4+ pul? = (2a — b)ult + (b — a)ul?

(c) Tmmédiat en utilisant les résultats des questions 2 et 3 pour les suites u’! et ul? et la relation linéaire
de 4b).



Exercice sans préparation Maths Approfondies 2

Soient X; et X5 des variables aléatoires indépendantes de méme loi.
Soit Y une variable aléatoire indépendante des deux autres telle que Y (Q) = {—1,1} et P(Y = 1) = p €]0,1]. On

pose
(X1 Xy
M‘(YXQ Xl)'

1
1. On suppose pour cette question que X7 + 1 suit une loi géométrique de raison 3"
Quelle est la probabilité que M soit inversible ?

2. On suppose pour cette question que X; suit une loi de Poisson de parameétre .
Quelle est la probabilité que M soit diagonalisable ?

Solution :

1. Notons I I’événement M est inversible.
M est non inversible ssi det(M) = 0 ssi X7 =Y X2

PX?=YX)=P([X: =X]N[Y =1) +P([X; = Xo =0]N[Y = —1])

indépendance = 1
= pZIP’([Xl:k}ﬂ[Xzik])Jr(l—p)g
k=0

) ) 1 +o00 9 2k
PXT = YX3) = ¢ <p;(3> v <1—p>>

P(I) =1~ (p; +(1 —p);)

2. Soit A € R
M —\I; non inverssible ssi (A—X;)?~Y X2 =0ssiY =let A—X1)* = Xs0uY = —let A\—X;) =X =0
SiY =1 alors Sp(M) = {X1 £ X5} et M est diagonalisable (dans le cas ot Xo = 0, M est déja diagonale!).
Si on note D I’événement M est diagonalisable alors

P(D)=P(DN[Y =1))+P(DN[Y = -1)) =P([Y = 1)) +P([X2 = 0] N[V = =1]) =|[p+ (1 — p)e >
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On définit deux suites (x)r>0 €t (Yr)k>0 par

Try1 = 3Tk + 4yi

{xozl et pour tout k € N {yk — %4 + 3uk
1=

yo=0
1. Question de cours : somme des n premiers entiers.
2. (a) Prouver que, pour tout k € N : z > yp > k.
(b) En déduire les limites des suites (zx)r>0 €t (Yx)r>0-
3. Montrer que, pour tout k£ € N, xi — 2y,% =1.

x
4. Pour k > 1, on pose 1 = =k
Yk

Justifier que la suite (rx)x>1 est bien définie et que c’est une suite convergente de limite V2.

5. (a) Prouver que, pour tout k € N* :
1
|Tk - \/§| < 5.3
2y;

(b) Ecrire le code d’'une fonction Python approx2(n) qui prend en entrée un entier n et renvoie un terme
de la suite (ry)r>1 qui soit une approximation de V24107 pres.
6. Montrer qu’il existe une infinité d’entiers n tels que 142+ ...+ n soit un carré parfait, c’est-a-dire tels que
1+2+...+n=p*avecpeN.

Solution :

1. Programme ECG1 Maths approfondies p. 6.

2. (a) On procede par récurrence sur k.
Pour k£ = 0, le résultat est immédiat.
Soit donc k > 0 avec x > yr = k.
Alors, d'une part xx11 = 3z + dyr > 22k + 3yr = yra1 car xp > 0 et yr > 0. D’autre part, yp11 =
2z + 3yr = xr > k par 'hypothese de récurrence, d’ou yr11 = k + 1. Cela prouve donc la propriété
voulue par récurrence.

(b) Par théoréme de comparaison, on obtient immédiatement que lim z,, = limy,, = 4+oc.
n n

3. On procede encore par récurrence sur k. Le résultat est évident pour k = 0.
On suppose le résultat vrai au rang k& > 0. On calcule alors :

Thor =2k = (e +4ye)® — 22wk + k)
= 92?4 24wy, + 16y7 — 2(422 + 122y5 + 9y7)
= ;- 2u;
=1

Cela prouve la propriété au rang k + 1. Cela achéve le pas de la récurrence et prouve le résultat demandé
par récurrence.

4. La question 2.(a) prouve que pour k > 1, yi # 0. Ainsi 7 est bien défini.

2

T 1

—}2“ = 2+ —. De plus, comme limy;, = +o00, on obtient que

Yk Yk k

(r}) est convergente avec lién 77 = 2 et comme par ailleurs 7 > 0 pour tout k > 1, on en déduit finalement

De plus, pour k > 1, 27 — 2y = 1 don r} =

que (ry,) est convergente de limite v/2.



5. (a) De la relation z7 — 2y7 = 1, on déduit en divisant par y7 (qui est non nul) :

:i soit (7‘]€-|-\/§)(7”k—\/§):i

2 2
k 2 2

En passant aux valeurs absolues, on obtient alors

Irk 4+ V2| x |ri — V2| =

=

TN

)

Remarquons que 1, = z5/yk > 1 par la question 2.(a) d’ott |ry + V2| = rp + V2 > 2 car V2 > 1

également. Alors
1 1 1

e — V2| = —— x = < —
e V2 oyl 2y}

ce qui est le résultat demandé.

(b) Une solution est le code suivant :

def appro2(n):
x,y=1,0
while (2xy*%2)<10x*x*n:
X,y=3%X+4%y,2%X+3%y
return x/y

6. On remarque tout d’abord que :

nin+1)

5 =ple=(2n+1)2-2x(2p)? =1

1+2+...+n=p? <
Autrement dit, le couple (2n + 1,2p) est solution de ’équation 22 —2y% =1.
L’application (n,p) — (2n+1,2p) étant injective, il suffit donc de montrer qu’il existe une infinité de couples
(2n + 1,2p), avec n et p entiers naturels, solutions de 1’équation 2 — 2% =1.
Or les points (xg, yx) fournissent de telles solutions en nombre infini car les suites divergent vers +oo, et il
s’agit de solutions dans N par une récurrence immédiate.
Il reste & voir que si (z,y) € N? vérifie 22 — 2% = 1, alors nécessairement z est impair et y pair. Or
z? = 2y* + 1 donc 2? est impair et donc z également. Alors x = 2k + 1 et 2% = 2(2k* + 2k) + 1 d’ont
2y = 2(2k* + 2k) et finalement 3? = 2k? + 2k = 2(k* + k). Donc %2 est pair et donc y également.
Ainsi zp, = 2ng + 1 et yp = 2pi. Comme zy et y, prennent une infinité de valeurs distinctes, il en est de
méme pour les valeurs de ny et pi et, pour tout k e Nyonal+2+4...+n, = pi.
On a bien une infinité de solutions au probléme posé.
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Alice et Bob jouent au jeu suivant : Bob choisit deux nombres réels distincts comme il veut (il peut les choisir au
hasard mais il n’est pas obligé). Ensuite Bob tire & pile ou face avec une piéce équilibrée. Si la piéce tombe sur
pile, il communique & Alice la valeur du plus petit des deux nombres; si elle tombe sur face, il lui communique le
plus grand des deux nombres. Bob demande alors a Alice si le nombre restant est plus grand ou plus petit que le
nombre communiqué. Elle gagne si elle donne la bonne réponse.

Alice utilise alors la méthode suivante pour répondre. Elle choisit un nombre X suivant une loi normale centrée
réduite. Si le nombre communiqué par Bob est plus petit que Xg, elle répond que le nombre restant est le plus
grand ; si le nombre communiqué par Bob est plus grand que Xj, elle répond que le nombre restant est le plus
petit.

1. Proposer le code d’une fonction Python simulant le jeu entre Alice et Bob.

2. Quel est 'intérét de la méthode utilisée par Alice pour répondre ?

Solution :

1. On note z1 et zo les deux nombres choisis par Bob. Le programme ci-dessous répond a la question. Il renvoie
True quand Alice répond correctement, False sinon.

import numpy.random as rd

def jeu(x1,x2):

p=rd.randint (0,2)
if p==0: # Pile

x=min(x1,x2)
else: # Face

x=max(x1l,x2)
x0=rd.normal ()
if x<x0:

return p==0
else:

return p==

2. Alors que 'on pourrait s’attendre & ce que 'on ne puisse faire mieux que répondre avec une probabilité de

gagner égale a 3 car le choix du nombre communiqué se décide & pile ou face — avec sa stratégie, Alice a

1
une probabilité de gagner strictement supérieure a 5

Notons x1 et x2 les deux nombres choisis par Bob, avec z1 < xo. Soit alors x le nombre communiqué a Alice
par Bob.

Comme Alice choisit le nombre X suivant une loi normale centrée réduite, en notant p = P(z; < Xy < z2),
alors p > 0. C’est le point important ici : X a une probabilité non nulle d’étre dans un intervalle non réduit
a un point (on pourrait ainsi choisir une autre loi que la loi normale centrée réduite, pourvue qu’elle ait
encore cette propriété).

Notons G I'événement « Alice a gagné ». Alors, par la formule des probabilités totales :

P(G) P(G\ml <Xy < 31‘2)]?(371 <Xy < 372) + P(G‘{XO < 371} U {X() > xg})]P({Xo < .’131} U {Xo > 112})

= pP(G|(E1 < XO < .’EQ) + (1 — p)P(GHXO < 1'1} U {Xo > .’EQ})

Or, compte-tenu de la méthode choisie par Alice, si 1 < X < 2, alors elle donne forcément la réponse
correcte, ce qui signifie exactement que P(Glz1 < Xo < x2) = 1.
Par ailleurs, quand Xy < z1, nécessairement Xg < x, tandis que si Xg > xo, nécessairement Xy > x. Dans

1
tous les cas, elle a une chance sur deux d’avoir bien répondu, et donc : P(G{X1 < 2o} U{X3 > z2}) = 3

10



Finalement :

1 1
_ltp 1

P(G)=p+ %(1 —p) soit |P(G) 5

car p >0

1
On peut remarquer que la borne que ’on obtient par rapport a 3 dépend, sans surprise, de x1 et de x5 :

plus x1 et x5 sont proches, plus p est petit.

Question supplémentaire : on peut demander de compléter le programme Python de la question 1 par une
estimation de la probabilité de gagner pour Alice.
Un code qui convient est alors le suivant :

def test(n,x1,x2):
s=0
for i in range(n):
if jeu(x1,x2):
s=s+1
return s/n

11
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On dispose d’un stock infini d’ampoules. A Uinstant 0, on allume une ampoule. Dés qu’elle s’éteint, on la
remplace en allumant une nouvelle ampoule. On note 73, T5,...le temps de vie des ampoules successives. On
définit ainsi une famille de variables aléatoires réelles (T},)n>1.

On suppose que la famille (7},),>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées qui suivent toutes une loi exponentielle de parameétre 1.

Onnote S, =Ty +15+ ...+ T, pour n > 1.

On pose Sy = 0.

1. Question de cours : théoréme de la limite monotone pour des probabilités.

2. Déterminer la loi de S,,.

3. Soit t € R4. On définit N; par la formule :
Ny =sup{n € N| S,, <t}

(a) Montrer que, presque stirement, N; est bien défini et & valeurs dans N.

(b) Justifier 'agsertion suivante : « Ny est le nombre d’ampoules consommées entre U'instant 0 et linstant
t».

4. (a) Justifier que {5, <t} = {N; > n}.
(b) En déduire que Ny suit une loi de Poisson de paramétre ¢.
5. On admet plus généralement que :

k

Vi>0 Vs>0 VkeN P(NtJrs_Nt:k):e—s%

Dit autrement : le nombre d’ampoules qui s’éteignent dans un intervalle de temps de longueur s quelconque
suit une loi de Poisson de parameétre s.
On observe le temps de vie de 'ampoule allumée a l'instant ¢. Cela revient donc a s’intéresser a la variable
aléatoire Ty, 1.
(a) Justifier que t € [Sn,, SN, +1]-

On pose alors T" = Sy, 11 — t.

(b) Déterminer la loi de T7’. Commenter le résultat obtenu.

Solution :

1. Question de cours : programme Maths approfondies ECG1 p. 21.

2. La variable S,, est la somme de n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées suivant toutes

une loi exponentielle de paramétre 1. Elle suit donc une loi v de paramétre n : |S,, < y(n)|.

3. (a) L’ensemble {n|S, < t} est non vide car il contient 0. Pour montrer que NV, est, presque siirement, bien
défini et & valeurs dans N, il suffit donc de montrer que presque siirement I'ensemble {n|S,, < t} est
majoré, ce qui assurera l’existence du sup. Le sup sera alors un maximum et bien a valeurs dans N. De
plus, comme les variables aléatoires T} sont a valeurs positives, de maniere immédiate : S,, < S,41 et
donc {n|S,, < t} est majoré si et seulement si il n’est pas égal & N, c’est-a-dire si et seulement il existe
n € N tel que S, > t.

Soit A I’événement :
A:«dIneN S, >t»

12



On veut donc montrer que P(A) = 1, soit encore, en passant a I’événement contraire : P(A) = 0. Or :

A= ({S. <t}

n>=1

et comme S, < Spi1, {Snt+1 <t} C{S, < t}. Ainsi, par limite monotone des probabilités :

PA) =P ({Sn<t}] = limP(S,, < 1)

n>1

Or, par définition des lois v :

1 t
I[D(Sn g t) = (/]’L—l)'/o 67:617“71 dx

Soit n > 2. Par intégration par parties, en dérivant la fonction polynomiale sous l'intégrale, on obtient,
toutes les fonctions étant C* :

‘,L.nfl t 1 t tn—l
P(S,<t)=| e *—— —_— T2y = —et——— 4+ P(S,,_; <t
Sn )= | ey | ¢ [ = e gy RS <0
carn—12>1.

Ainsi, pour n > 2 :
tnfl

(n—1)!

Remarquons que la relation reste valable pour n = 1 car Sy = 0, d’ott P(Sy < ¢) = 1 et que S; = T} suit

une loi exponentielle de parametre 1, d’ou P(S; <t) =1—e "

P(S, <t) —P(S,_1 <t)=—¢"

tk}—l
Alors, en sommant I'égalité P(Sy <t) —P(Sk—1 <t) = —e‘ti(k oy Pow k variant de 1 & n, on obtient
par téléscopage :
. n tk_l tn—l tk
(S <) S <0 =Y gy =~ Y
Ainsi :
n—1 tk n—1 tk
P(S) <) =B(So<t) et Y =1ty
k=0 k=0

n—1 tk
Or : h,ranH =e! dou :
k=0
ImP(S, <t)=0

et donc P(A) = 0. Ainsi Ny est presque slirement bien défini et a valeurs dans N.

Par définition de Ny, Sy, <t et Sn,+1 > t. La premiere inégalité signifie qu’au moins N; ampoules ont
été remplacées entre l'instant 0 et l'instant ¢. La deuxieme signifie qu’a 'instant ¢, 'ampoule Ny + 1
est toujours en fonction. Ainsi, entre 'instant 0 et 'instant ¢, le nombre d’ampoules consommeées est
exactement Vy.

Si S, < t, alors, il est immédiat par définition de N; que Ny < n d’ou {5, <t} C {N; > n}. De méme,
si Ny > n, par croissance de la suite (S,) : S, < Sy, <t et donc {N; > n} C {S, < t} et donc par
double inclusion : ‘ {S, <t} ={Ny = n}

Soit n € N. Par la question précédente :

Or, on a calculé a la question précédente :
P(S,<t)=1-¢") —
Alors :

nol g n sk n
t t t
P(Nt :n) :]P)(Nt 2”)_P(Nt 271—1—1) = <1_€_t E k') - (1_6_t E k') :e_tﬁ

et donc NV, suit bien une loi de Poisson de parametre ¢.

13



5. (a)

(b)

On a déja remarqué que, par définition de V¢, Sy, < t tandis que Sy, 1 > ¢t et donc : ‘t € SNy SNy |

En ce qui concerne, I'introduction de la variable T, il est fortement conseillé de représenter la situation
sur 'axe du temps : T’ est le temps de vie résiduel de I'ampoule en fonctionnement & I'instant t.

La variable T" est a valeurs dans [0, +oc[. De plus, pour s > 0, par définition de 77 : P(T" > s) =
P(Sn,+1 > s+ t) = P(Ngys — Ny = 0) puisque 'événement Sy, +1 > s+t signifie qu’aucune ampoule ne
s’éteint entre l'instant ¢, ou exactement N; ampoules ont déja été consommées et 'instant ¢ + s, ou la
(N¢ + 1)¢ ampoule fonctionne encore. D’apres le résultat admis, on a donc :

P(T">s)=e® soit P(I'"<s)=1—¢"*

et donc : | T < £(1) |

Il peut sembler étonnant que 7" suive la méme loi que T} car T” est par définition plus court que le
temps s’écoulant entre deux changements d’ampoules. Cela peut se voir comme traduisant ’absence de
mémoire de la loi exponentielle.

Une autre remarque : si on raisonne en moyenne, autrement dit au niveau des espérances, le temps de
vie moyen restant & 'ampoule fonctionnant & U'instant ¢ est égal au temps de vie moyen d’une ampoule
quelconque, ce qui peut sembler la encore contre-intuitif : entre deux ampoules qui s’éteignent le temps
moyen est E(7T}) = 1, mais le calcul de E(T") = 1 laisse penser que la longueur de I'intervalle moyen
autour d’un instant ¢ quelconque donné est sans doute strictement plus grande (on peut effectivement
le prouver mais cela fait intervenir une loi exponentielle tronquée, non absolument continue). On peut
comprendre ce phénomeéne de la maniere suivante : si on divise un intervalle borné donné en un nombre
fini d’intervalles, la longueur moyenne d’un intervalle n’est pas la méme chose que la longueur moyenne
de lintervalle dans lequel se trouve un point aléatoire (pour s’en convaincre, il suffit de penser a un
cas limite ou il y a deux intervalles, un tres grand et 'autre tres petit : un point aléatoire a beaucoup
plus de chances de se trouver dans le grand intervalle que dans le petit et donc la longueur moyenne de
Pintervalle ol se trouve le point aléatoire est plus grande que la la longueur moyenne des intervalles).
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 4

On considére la fonction Python suivante, ot n est un entier naturel non nul et p un réel de |0, 1].

def simul(n,p):

X=rd.geometric(p,n);

M=min (X);

C=0;

for i in range(n):
if X[i]==M

C=C+1;
return C

Déterminer la loi de la variable N simulée par cette fonction simul.

Solution :

1. e On considére n variables Xi,...,X,, n variables indépendantes suivant chacune une loi géométrique de
parameétre p.
On note Z la valeur de leur minimum, N désigne alors le nombre de variables X7, ..., X;, prenant la valeur
de ce minimum.
On a déja N(Q) = [|1,n]].
e A ce stade (si I’éléve est perdu), on peut « raconter » I'histoire suivante : n joueurs ont & chaque manche
une probabilité p de gagner a un jeu. Le premier joueur a gagner interrompt le jeu. IV désigne le nombre
d’ex-aequo.
Avec la formule des probabilités totales :

+o0
P(N =k)=> P{Z=j}n{N =k}).

j=1

P{Z =} {N =k}) =P({Z >} " {Z =N N =k}) =P({Z > }}Fz>;(Z = NN =F)
B(Z2j)=(1-p)"Y (car {Z2j}= 0 {Xi>j})

ePron({Z=7NN=k})?

sachant Z > j, on a sait que chacune des variables X; est supérieure ou égal j.

Et P(X; = j|X; > j) = p selon le protocole de la loi géométrique [probabilité que le joueur ¢ gagne a la
j-iéme manche 'l la joue.]

Sachant X; > j, pour avoir Z = j etN = k, il faut et il suffit que k variables valent exactement j (ie k
joueurs gagnent la j-iéme manche)

Les variables X; étant indépendantes, on reconnait un protocole de binomiale.

Ainsi Py>;(Z =jNN =k) = ( Z )p’“(l —p)" "

AlnsiP(N = k) = f(((l—m”)j’l < L )p’“(l—p)”’“) = ( ) )p’“(l—p)”‘“f((l_p)n)i _ ( fﬂ )pk(l -
j=1 F n =0 1—(1-p)"
< . )p’“(l —p)"F
vk € [1n], POV = 1) = 2
2. Question Bonus : espérance de N ?
E(N) = ;k Ty B ];)kIP’(Y = k) avec Y < B(n, p). Ainsi|E(N) = i
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SUJET Maths Approfondies 5

Exercice principal Maths Approfondies 5

1. Question de cours : Donner la définition de la convergence en probabilité et énoncer la loi faible des grands
nombres.

Soient (€2,.4, P) un espace probabilisé et (X,,) une suite de variables aléatoires réelles sur (£2,.4) admettant
des moments d’ordre 2 et X une variable aléatoire réelle sur (2,.4) admettant aussi un moment d’ordre 2.
— On dit que (X,,) converge Ly vers X ssi liIJ1r1 E(X,—-X|)=0

n——+0o0

— On dit que (X,,) converge Ly vers X ssi lif}rl E(|X,-X*) =0
n—-+0o0
— On dit que (X,,) converge vers X ps (ou pp) ssi

P({wen

Le but de I'exercice est d’établir des liens entre les différentes convergences.

lim X, (w) = X(@}) =1

n—-+o0o

2. Montrer que si (X,,) converge Ly vers X alors (X,,) converge en probabilité vers X.
3. Montrer que si (X,,) converge Lo vers X alors (X,,) converge Ly vers X.
4. Un exemple : soit X une v.a.r. suivant une loi uniforme sur [0, 1] et, pour n € N :

X, :\/n—I_l]lXe[O, 1 ]

n+1

(a) Montrer que (X,,) converge L; vers 0.

(b) Qu’en est-il de la convergence Lo ? Conclure.

5. Supposons que (X,,) converge vers X ps, notons C = {w €N EI—E Xn(w) = X(w)}

(a) Soit € > 0. Montrer que
+oo
Cc U m [\Xn—X|<£}
k=0n>k

(b) En déduire que (X,,) converge vers X en probabilité.

6. Un autre exemple : X une variable aléatoire réelle suivant une loi uniforme sur [0, 1].

X1 = 1x¢o,15
2= ]IXE}&%}? X3 = ﬂXe]%,l}v
X4 = ﬂXE}O,%}? X5 = IlXE %7% B X6 = ]IXE}%J}
X7 =1xejo4)s Xs = Lxeyy,3) Xo = Ixe)z.9), X0 = Ixe)z

(a) Donner I'univers image des X,, et montrer que

1
%_,_1 P(X), =0) > n

vk >

(b) En déduire que X,, converge en probabilité vers 0

(¢) Montrer que (X,,) ne converge pas ps vers 0.

Solution :
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1. p21 EC2

2. Montrer que si (X,) converge Ly vers X alors (X,,) converge en proba vers X.

Les variables admettent un moment d’ordre 2 donc d’ordre 1 (] X,,| < 1+ X2). Supposons que (X,,) converge
Ly vers X :

Soit € > 0, d’apres I'inégalité de Markov

0< P(X, — X| > ) < B(IX,, — X])

Par encadrement on obtient hIil P(|X, — X|>¢€) =0, dou ‘ (X,) converge en proba vers X.
n—-+0o0

. Montrer que si (X,,) converge Lo vers X alors (X,,) converge Ly vers X.
Supposons que (X,,) converge Lo vers X. Comme la variance est positive, nous avons

0 < B(X, - X|)* < B(X, — X

Par encadrement on obtient hrf_l E(|X, — X|) =0, dou ‘ (X,) converge Ly vers X.
n—-+0o0

. Un ezemple : X une v.a.r. suivant une loi uniforme sur [0,1] et

Xn:\/’n—l—l]lXE[O N ]

‘m+1

(a) Montrer que si (X,) converge Ly vers 0.
X, est positive donc

E(|Xn|):E(Xn):\/mP(X6 {O,nilb = \/%—m

liIJIrl E(|X,|) =0, dou ‘ (Xy) converge Ly vers 0. ‘
n—-+0o0o

(b) Qu’en est-il de la convergence Lo ? Conclure

E(X%) =(n+1)P (Xe [0,1D =vn+1— +oo

n+1

‘ (X,,) ne converge pas Lo vers 0. Nous n’avons pas équivalence entre les deux convergences.

. Soit (X,,) converge vers X ps, notons C ={w € Q| lim X, (w)=X(w)}

n—-+o0o

(a) Soit € > 0. Montrer que

Cctjﬂ {|Xn—X|}<e

k=0n>k

C’est la définition de la limite!
Soit w € C hr—? Xn(w) = X(w) donc 3k € N tel que Vn > k | X, — X| < e
n—+00

+oo
donc w € U ﬂ [| X7 — X| < €] d’ont I'inclusion demandée.
k=0n>k
(b) En déduire que (X,) converge vers X en proba.

+oo

Comme P(C) =1, alors P U ﬂ X, —X| <€ | =1
k=0n>k

Comme 'union est croissante, nous avons

lim P () [X,—X|<e]|=1

k—
Foo n<k

Pl IXn—X|<d | <P(IX, - X| <€) <1

n>k

Par encadrement on obtient lir_irrl P(|X,—X|<e) =1,doun ‘ (X,,) converge en proba vers X.
n—-+00
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6. Un autre exemple : X une var suivant une uniforme sur [0, 1].
X1 = 1x¢o,1s

Xo = Ixc 0,

X3 =Lyeypap

]
Xy =1yeo 1), X5 =1xq1 2), X6 = Lxq2 g
]

X7:]1Xeo

()

= Wl Nl

1 X8 = Lxqta Xo = Ixez g X10 = Ixqgy -

)

Donner l'univers image des X,, et montrer que

wn+1) n

VneN  X,(Q) ={0,1}

. 1
Nous avons a chaque fois ¢ intervalles de longueur -.
i

n
1 1
Zz’ = 771(”;_ ) donc pour k > 7n(n 2+ ) + 1 l'intervalle associé a Xy, est de longueur inférieure a yE
n
i=1

n

dou P(X; =1) <
ou P(Xj ) i

et donc | P(X, =0) >

n+1

En déduire que X,, converge en probabilité

lim P(X,, =0)=1dou (X,) converge en probabilité vers 0

n—-+oo

Montrer que (X,,) ne converge pas ps vers 0.

Yw € Q (X, (w)) admet une sous-suite constante égale a 0 et une autre constante égale a 1. (X,,(w)) ne
converge pas vers 0.

P ({w € Q| ngr-lr-loo Xn(w) = 0}) =0 et donc ‘ (X,) ne converge pas ps vers 0
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 5

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie.
Soient f et g dans L(F) tels que : Ja € R* fog—go f=af.
1. Soit n € N. Simplifier ’expression de f"og—go f™.
2. En déduire qu'il existe n € N tel que f™ = 0.

Solution :

1. On va montrer par récurrence sur n que :
ffeog—gof"=anf"

Le résultat est vrai pour n = 0 de maniere triviale. Par ailleurs I’hypothése de ’énoncé est exactement le
résultat annoncé pour n = 1.
Soit donc n > 0 tel que le résultat est vrai au rang n. On peut alors calculer :

["Tlog = ffofoyg
= flo(af+gof)
afttt 4 frogof
af™™ 4 anf " 4+ go f7T! par hypothese de récurrence
= a(n+ 1) 4 go it

et le résultat est prouvé au rang n + 1. On en déduit par récurrence que :

‘VnEN f"og—QOf":anf”‘

2. On introduit 'application ¢ : L(E) — L(E), h + hog — go h. Le résultat de la question précédente se
réécrit alors :
YneN ¢(f") =anf"

Ainsi, si f* # 0, f™ est vecteur propre de ¢, associé a la valeur propre an. Or ¢ n’a qu'un nombre
fini de valeurs propres car E est de dimension finie, et an # am pour n # m. Donc nécessairement :

[IneN " =0]

Question supplémentaire : montrer que f¢ =0 ot d = dim E.
Soit ng = min{n|f" = 0}. Alors f™ ! £ 0d’ottz € Etel que f™ *(z) # 0. Alors la famille (z, f(z),..., f" ! (x))
est libre et donc nécessairement ng < d d’ou fd =0.
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SUJET Maths Approfondies 6

Exercice principal Maths Approfondies 6

Soit n € N* et £ = R"™ muni du produit scalaire canonique noté <, >.

Soit u un endomorphisme symétrique de E dont on note Ay, Ag, ..., A, les valeurs propres (éventuellement répétées)

et rangées dans 'ordre croissant :
A< A< <A,

Soit A = (a;;)1<i,j<n la matrice de u dans la base canonique de E.
Pour tout x € E on pose
4(z) =< u(z),z >

et on note
S={x € FEtelsque <z,z>= 1}

Dans la suite de I’exercice on considére une base orthonormée de E, notée (e, ea,...,e,), telle que :
Vie[l,n] wu(e) = N\e;

et on pose, pour tout k € [1,n]
Fy, = Vect(eq, ..., ex)

1. Question de cours : réduction des endomorphismes symétriques.

2. (a) Montrer que pour tout z € S on a :

(b) En déduire que, pour tout k € [1,n] on a :

(c) Justifier que si z élément de S vérifie I’égalité g(z) = A, alors x est un vecteur propre de u.
3. (a) Soit k € [1,n]. Etablir que ¢ atteint un maximum sur Fj N S.

(b) Montrer que, pour tout k € [1,n], on a :

=\
Igg}(gsq(w) k

(¢) Montrer que, pour tout k € [2,n], on a :

min  g(z) = Mg
zGF,jﬁlﬂS

4. Pour tout k € [1,n] on note Vi I'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension k.
(a) Etablir que si F' est dans Vj, alors F N F-, n’est pas réduit au vecteur nul.

(b) En déduire que :

A = min ( max x)
FeEVy mEFﬂSq()

5. Soient a et b deux endomorphismes symétriques de E dont on note A\ (a) < -+ < Ap(a) (resp. A1(b) < ---

An(b) pour I'endomorphisme b) les valeurs propres rangées dans 1’ordre croissant.
On suppose que pour tout z € F on a :

<a(x),r > < <bx),x >

Comparer, pour tout k € [1,n], A\x(a) et Ag(b).
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Solution :

1. EC2 p17
2. (a) Posons z = kaek.
k=1

n
On a alors : ¢(x) = Z )\kxi et, par définition de A1 et \,, 'encadrement :

k=1
n

A ixi <qla) < A Yo}
k=1

k=1
Soit : A1 < g(x) < A\, du fait que x appartient a S.
(b) Si on note (€1, ...,€,) la base canonique de F on a, pour tout k € [1,n] :

akr = < u(eg), €x > = q(eg)

L’encadrement : A\; < agr < A\, résulte alors du résultat de la question précédente.
(¢) D’apres ce qui précede si x € S vérifie égalité q(x) = A, alors on a :

n
> k—An) 27 =0
k=1 N
<0 si Ap#EAn

On a donc : z; = 0 dés que A\, # Ay, et donc = € Ej, (u).
3.(a) Fr NS est un fermé borné de F et donc Papplication continue ¢ y admet un maximum.
N.B. : Pour voir que F}, est un fermé on peut écrire Fj = {x €EFE: xpp1 ==z, = O}.

(b) En procédant comme en 1l.a) on obtient, pour tout € F, NS : g(z) < A; et puisque g(ex) = A et
er € F, NS on a bien :
ma; =A
:L’EFk)f%Sq(x) k
(c) On remarque que Fj- ; = Vect(eg,...,e,) et donc, par le méme raisonnement qu’en 1.a) on obtient,
pour tout x € Fi- ;NS : q(x) = A\ et puisque g(ex) = \g et e € Fi-; NS on a bien :

min )=\
:ceF,cilmsq( ) g

4.(a) Ona:

dim (F N F=,) = dim(F) + dim(F;-,) —dim (F + Fj- ) > 1

k+(n—k+1)=n+1

Il en résulte que le sous-espace vectoriel F' N F; ,ﬁ;l n’est pas réduit au vecteur nul.

(b) Soit z € F N Fi-; de norme égale & 1.
On a:

q(z) =2  min_ q(y) = Ak
yeFt NS
et donc : mgxsq(x) > A\ puisque pour F' = F} on a I’égalité finalement on a bien :
zeFN

= mia )
K FI%%I};C mrenf?%gsq(x)

5. D’apre ce qui précede pour tout k € [1,n] on a

Ak(a) < Ak(b)
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 6

1. Soit N € N*. Le code Python ci-dessous simule une variable aléatoire Tyy. Décrire une expérience aléatoire
correspondant a cette simulation.

import numpy.random as rd

def T(N):
X1,X2,X3=N+1,N+1,N+1
t=0
while X1xX2xX3>0:

x=rd.rand ()
if x<1/3:
X1=X1-1
elif x<2/3:
X2=X2-1
else:
X3=X3-1
t=t+1
return t

2. Déterminer la loi de T .

Solution :

1. Le code ci-dessus simule 'expérience aléatoire suivante : on dispose de trois urnes, chacune remplie de N + 1
boules indiscernables au toucher. On fait des tirages successifs sans remise : & chaque tirage, on choisit une
urne au hasard parmi les trois et on retire une boule. Le processus s’arréte quand une urne se retrouve vide
pour la premiere fois. Ainsi Ty est le numéro du premier tirage a l'issue duquel une urne est vide.

Une autre expérience possible, si on préfere trois urnes remplie de N boules, est de considérer que la condition
d’arrét de I’expérience n’est pas de vider une urne, mais de rencontrer pour la premiere fois une urne vide :
on n’est alors plus en mesure de tirer une boule dans 'urne choisit et le processus s’arréte.

2. La variable Ty est clairement & valeurs dans [N +1,3N + 1].

On numérote les urnes de 1 & 3 et, pour ¢ € [1,3] et r € [1,2N + 1], on note A, , I'événement « I'urne n°i
est la premiere vidée, et cela au (N + r)-éme tirage ».

On a bien alors, par incompatibilité, puis par symétrie des urnes entre elles : P(Iy = N + 1) = P(A;,) +
P(As,) + P(As,) = 3P(A1,).

On peut décrire I'événement A; , a I'aide d’'un schéma de Bernoulli. Un succes est obtenu avec probabilité
1/3 quand on tire une boule dans 'urne 1, un échec avec probabilité 2/3 quand on tire une boule dans une
des deux autres urnes. L’événement A; ,. est réalisé quand le (N + 1)-éme succes est obtenu lors du tirage
n° N + r. Cela signifie que lors des N + r — 1 premiers tirages, on a exactement N succes et r — 1 échecs

d’ou : N1 )
N+r—1 1 2\
= () 0 )

d’ou finalement, comme P(Ty = N + 1) = 3P(Ay,,) :

Vr € [1,2N + 1] p(TN:N+T):3(N+r—1> (1>N+1 <2>r_1

N 3 3
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SUJET Maths Approfondies 7

Exercice principal Maths Approfondies 7

On note G I’ensemble des densités f de classe C2 sur R, strictement positives et telles que :

n n

V0 eR Vn € N* V(xy,...,2,) € R": Hf(xi—fn)>Hf($i—9)

i=1 i=1

n
N 1
ou Ty = — E Z;.
n -
=1

Pour toute fonction f appartenant & G on pose ® = In(f) et ¢ = &’.

1. Question de cours : dérivée et extrema des fonctions d’une variable réelle .

n
2. Soit f € G. Etablir que : ¥n € N* V(x1,...,2,) € R" ng(mi —Tn)=0 (%)
i=1
3. Etablir que si g est une densité de classe C> d’une loi normale d’espérance nulle alors ¢ appartient a G.

4. En écrivant (%) lorsque n = 2, établir que pour tout f € G la fonction ¢ est impaire.

21 — x9 — T3 2m2—$1—x3)
3 ’ 3 '

5. Soit h 'application linéaire de R?* dans R? telle que : V(z1, z2,23) € R®  h(x1, 22, 23) = (
Déterminer le noyau et I'image de h.

6. (a) En écrivant (%) lorsque n = 3, établir que pour tout f € G : V(u,v) € R*  o(u) + ¢(v) = p(u + v).
Montrer alors que ¢’ est une fonction constante.

(b) En déduire lexpression générale des fonctions f appartenant a G.

Solution :

1. EClpl1
2. Pour (x1,...,2,) € R™ fixé, soit L la fonction définie par L(0) = H fla; —6).
i=1

L’appartenance de f a G est équivalente a ce que la fonction L admette un maximim global en 6 = Z,, ce qui, par
croissance stricte de la fonction logarithme, équivaut & ce que la fonction In(L) admette un maximum global en
0=17,.

1l s'ensuit que (In(L))'(Fn) = > ¢(z; — Tn) = 0.
i=1
3. Il existe o > 0 telle que Vo € R g(x) =

L(0) = (270°) F exp(~ g D (s — 0)%).
=1

In(L(6)) = " In(2r0) ~ % S (@i — 0) et (n(1))(0) = — 3 (i — 0) = 2 (T — ).

i=1 i=1
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Il en résulte que le trindéme In(L(#)) est bien maximal lorsque 8 = T,,.

T2 — 1

4. Lorsque n = 2 la condition (x) devient : p(z1 — Ta2) + @(r2 — T2) = 0 soit gp(xl ; $2) + ¢( 5 )=0.
En posant ¢t = % on obtient : V&t € R ¢(t) + ¢(—t) =0
et la fonction ¢ est impaire.

5. Ker(h) = Vect((1,1,1)) et ITm(h) = R?.

6.a) Lorsque n = 3 la condition (x) devient : p(x1 — T3) + ¢(x2 — T3) + p(x3 — T3) =0
soit, :

921 — Tg — 9Ty — Ty — 25 — T1 —
o( o gQ JU?’) + ¢( 2 ;1 x?’) + o( i A x2) = 0 et par imparité de ¢ :

201 —x9 — T3 209 — X1 — T3 T+ x9 — 213
¢l )+l ) = ¢( )

3 3 3
%1 — To — g — 1 — )

En posant u = w etv= w onau+v= W et la surjectivité de h garantit

que :

Y(u,v) €R?  @(u) +p(v) = p(u +v).

En dérivant I’égalité ci-dessus par rapport & la variable u on obtient : V(u,v) € R?  ¢'(u) = ¢'(u + v)
et donc :
Vo e R ¢'(v) = ¢'(0) = constante.

6.b) D’aprés ce qui précede si f est dans G alors il existe ¢ € R tel que ¢’ = ¢ et ¢ étant impaire on a :
Vr € R o(x) = cx.
1l s’ensuit quil existe des constantes ¢ et d telles que : Vo € R ®(x) = ca® + d.

+oo
f étant une densité on a nécessairement ¢ < 0 et f(z) = kexp(cx?) o k est tel que / f(z)dz =1.
—00

En utilisant le résultat de la question 3 il en résulte finalment que ’ensemble G est exactement ’ensemble des

densités de classe C? d’une loi normale d’espérance nulle.
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 7

Soit N une matrice carrée réelle telle que N¥ = 0 pour un certain entier naturel k > 1 (on dit que N est
nilpotente). On suppose de plus que N et ‘N commutent. Montrer que N = 0.
Indication : on pourra considérer la matrice M = N +!N.

Solution :

On pose M = N +!N. Puisque N et !N commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton & M.
Ainsi, pour tout entier n > 2k on a

M" = zn: (Z) NNt = ki (Z) NNt = 0.

£=0

Donc M est nilpotente également. Or M est symétrique, donc diagonalisable : M = PDP~! avec D une matrice
diagonale et P une matrice inversible. Donc D™ = P~'M"P = 0 ce qui implique D = 0 et M = 0. Ainsi, N est
antisymétrique et N2 est symétrique et nilpotente. Donc N? est nulle par le méme argument que pour M. D’ou
N!N = 0. En prenant la trace on en déduit que N = 0.

remarque : on peut également utiliser une récurrence sur la dimension en observant que ker(N)* = Im(‘N) est
stable par N car N et !N commutent.
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SUJET Maths Approfondies 8

Exercice principal Maths Approfondies 8

Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).

1.

Question de cours : calcul des fonctions de répartition et de densité de Z2 ot Z est une variable aléatoire &
densité.

2. Donner 'exemple d’une variable aléatoire réelle X telle que X et —X ont la méme loi.

3. Soit X une variable aléatoire réelle ayant une densité fx. Donner une condition suffisante sur fx pour que

X et —X aient la méme loi. On justifiera la réponse.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles vérifiant P(X # Y) = 0. Montrer qu’elles ont la méme loi.

5. Est-ce que la réciproque est vraie dans le cas général 7

6. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles telles que

1 1

1
Déterminer les lois de X® et de Y et interpréter le résultat. On admettra que I'( 5) = /7.

Donner un exemple de trois variables aléatoires réelles X, Y et Z telles que X et Y ont la méme loi mais
XZ et YZ n’ont pas la méme loi.

Solution :

1. Voie EC, mathématiques approfondies de seconde année p13

2. Tl suffit de choisir une variable aléatoire vérifiant P(X = 0) =

3. Il suffit de choisir X a densité fx paire. En effet, dans ce cas on a pour tout x € R

+oo
P(-X<2)=P(X > -1) = / f(t)dt.

—T

Par changement de variable, on obtient

0=[

Ainsi, —X est une variable aléatoire ayant comme densité la fonction définie par f_x(t) = fx(—t) pour tout

t € R. Pour que X et —X aient la méme loi, il suffit que f_x = fx, c’est-a-dire il suffit que .

Par exemple, X < N(0,1).
Supposons P(X #Y) =0 et soit z € R. On a

PY<z) = zetY=X)U(Y <zetY #X)
Y<xetY X)+ (Y<xetY7éX)
)

Py
P(
PY<zetY=X)car PY <zetY #X)<PY #X)=0,
B(
P(

X<zetX=Y)
X < x).

. La réciproque est fausse en général. Il suffit de choisir une variable aléatoire réelle X a densité paire. On a

alors X et —X qui ont la méme loi et P(X # —X) =P(X #0) = 1.

. La fonction ¢t — t> est une fonction de classe C! strictement croissante. C’est une bijection de R dans R

Notons g sa fonction réciproque. On a
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— siz <0, alors P(Y? <) < P(Y?<0)=P(Y <0)=0. Donc P(Y? <) =0.
— six >0,
1/,1/3 1 11/3
1
P(Y]<z)=P(Y <2'/3) = / fy (t)dt = / t~ze tdt.
0 I'(3) Jo

N

En effectuant le changement de variable u = t* on obtient

P(Y? <z) = ! / w8’ dy,
0

3r(3)
Ainsi Y3 est une variable aléatoire & densité
0 six <0
— 1
fys(@) = 31_‘7(1)]}75/667951/3 siz > 0.
2

Par ailleurs, on a

e_tz pour tout ¢t € R.

1

t—i

fX() ﬁ

— siz <0, P(X®<2) <P(X®<0)=P(X =0)=0. Donc P(X® < z)=0.
— si z > 0, alors

21/6 1/6

P(X®<a)= P(—x1/6 <X K xl/ﬁ) = / fx(@)dt = 2/ fx(t)dt car fx est paire.
0

_41/6

En effectuant le changement de variable u = t° on obtient

1 * 1/3
P(X6 <z)= 7/ w0 du.
3V Jo

On en déduit que X° et Y2 ont la méme loi. En effet, X2 et Y ont la méme loi (observation pouvant simplifier
le calcul).

7. on peut choisir X une variable aléatoire a densité paireet Y = Z = —X. On a X et Y qui ont la méme loi,
et XZ = —X? tandis que YZ = X2. Elles n’ont clairement pas la méme loi.

27



Exercice sans préparation Maths Approfondies 8

Soit o une injection de N* dans N*.

o(n) ,

1. Proposer 3 exemples de telles injection . Dans chacun de vos exemples, quelle est la nature de Z 5
n

n>1
. i o(n)
2. Dans le cas générale, donner la nature de la série g — 7
n
n>1

Solution :

l.n—n;n—2n;n—2n+1

2. (Indication : On pourra s’intéresser a la quantité Sa,, — S, ou S,, est la somme partielle d’ordre n associée
a la série.)

Soit
— o(k)
Sn = Z k2
k=1
On a
2n (7(]{3) 1 2n
S2n_Sn: Z ?/W Z O'(k)
k=n-+1 k=n-+1

L’ensemble {U(k), ken+1, 2n]]} étant formé de n entiers distincts on a :

2n n
1
Y ok) =Y k= zn(n+1)
k=n-+1 k=1
Il en résulte que :

n+1l 1

Son — Sn 2 > =

? sn 8

. s a\n
Il s’ensuit que la série E ( 2)
n
n>1

n’est pas convergente (et donc diverge vers +oo puisque a termes positifs).
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SUJET Maths Approfondies 9

Exercice principal Maths Approfondies 9

A toute fonction f, continue sur [0,1], on associe la suite (ay(f)) wen définie par

1
Vk € N, ak(f):/ a* f(x) dx.
0

1. Propriété des fonctions continues sur un intervalle.
2. Montrer que pour toute fonction f, lim a(f)=0.
k—+o00
On admet provisoirement la propriété :
(*) si f est une application continue sur [0, 1] telle que pour tout k € N, ax(f) = 0, alors f = 0.

3. Soit f une application continue sur [0, 1].
1
(a) Calculer ai(F) ot F : z — —/ f(®)dt.

(b) On suppose qu’il existe un entier p € N tel que pour tout k& > p on ait ax(f) = 0. Montrer que f = 0.
On va maintenant démontrer la propriété (* )
4. (a) Soient «v et 5 deux réels vérifiant 0 < v < < 1
Construire un polynéme P du second degré satisfaisant aux conditions suivantes :
(i) Vz €]a, 8] P(x) < 0;
(i) Vz € [0,0] U [8,1], 0< P(z) < 1.
Tracer un graphe illustrant la construction du polynéme P avec « et 8 quelconques.
(b) Un tel polynéme P étant choisi, on choisit a,b vérifiant « < a < b < S.

b

Déterminer alors lim (1= P(x))" da.
n—-+oo a

5. (a) Soit f une application continue sur [0, 1]. On suppose qu’il existe trois constantes €, a, 3, avec € > 0 et
0 <a<p <1, telles que 'on ait :
Ve e o, B], flz)>e.

Soit alors P un polynoéme satisfaisant aux conditions imposées dans la question précédente. Calculer
1
im_ / f(@)(1 - P(2))" da.
(b) Démontrer alors la propriété (*)

6. On suppose que f(1) # 0. Montrer que Z (f) diverge.

Solution :

1. Programme premiere année page 16.
L’image d’un intervalle (respectivement un segment) par une fonction continue est un intervalle (respecti-
vement un segment).

2. f est continue sur le segment [0;1], il existe donc M tel que Va € [0;1], |f(z)] < M
Donc par positivité de I'intégrale :

lax(f /|f ) 2k da < /M:E dx—ki

Donc par encadrement | lim ax(f) =0
k—+o00
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3. (a) F est la primitive de f qui s’annule en 1. u(z) = F(z), v/(x) = ¥, u,v € C*([0;1])

1 r k+1 1 :Ek+1 1
L 0
ap(F) = — kilak+1(f)

(b) Montrons la propriété par récurrence sur p.
C’est vrai au rang 0 (C’est *).
Si la propriété est vraie au rang p,
Soit f telle que Yk > p+ 1, ar(f) = 0. Donc Vj > p aj1(f) = 0 donc a;(F) = 0.
On applique 'hypothése de récurrence a F. Donc F est nulle. En dérivant f est nulle aussi.
L’hypothese est héréditaire.

‘Sl il existe p tel que Vk > p, ar(f) = 0 alors f = 0. ‘

4.(a) On pose | P(X) = (X — a)(X - B). |
On a bien P(x )<OS1:B€]04,B[.
Etsize[0;a]U[B;1], P(x) 2 0et|P(x)|=|z—a|.]Jz— B8] <1x1.

(b) x +— 1—P(x) est continue sur le segment [0;1]. Il existe ¢ € [a;b] tel que Va € [a;b], 1—P(x) > 1—P(c).

b b
Ainsi par positivité de l'intégrale, / (1-P(z))"dz > / (1=P(e))"dx = (b—a)(1 — P(c))".

a

b
Or, 1 — P(c) > 1, donc par encadrement / (1— P(z)"dz == +oc.
a

) Avec Chasles :
/f (1 — P(z))"dx = f das—|—/f 1 -P d:c—|—/f Y1 — P(x))" dx +

0

/b ~ P() +/B (1 - P(2))" f() da.

oV € [a;b], f(x)((1 P(x))"b > e((1— P(x))". )
Par positivité de 'intégrale, [ f(x)(1 — P(z))"dz > 5/ (1 - P(x))" da.

—

b
Donc d’aprés 4-b, / f(z)(1 = P(z))" dz =2 4.

eVrelasal, (1—-P(x)"f(z) >1xe >0, donc /a f(z)(1 = P(z))"dz > 0.
C’est la méme chose sur [b; 5].
o, Vo € [0;al|f(z)(1 = P(2))"] = [f(2)][1 = P(x)|" < |f(x)] x 1.

/f )1 - (z))”dx‘g/oau(:c»dx.

Donc ( / f(z)(1 = P(x))"™ dax) est une suite minorée.

Ainsi

Ainsi / f(@)(1 = P(x))" dz est la somme d’une suite divergent vers +oco et de 4 suites minorées.

1
/Of(x)(l— )" dr =2 4o,
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(b) +— (1 — P(x))" est un polyndme, il existe donc des coefficients by, ..ba,, tels que :

Vo € [0:1] (1- P@)" =" byt

1 m 1 k
On a donc / f(@)(1 = P(z))"de = Zk obk/ f(z)z"dx = 0.
0 = 0
Il n’existe donc pas d’intervalle [« ; 8] ni de € > 0 tel que f(x) > € sur 'intervalle.

Mais si il existe zg tel que f(xg) > 0, en posant € = f(x()/2, on aurait f(x) > € au voisinage de xg.
C’est absurde!

En appliquant le méme raisonnement a — f, il n’existe pas non plus de zg tel que f(zg) < 0.
Donc f est nulle sur [0;1]. ‘

1
6. De la méme maniere. Si f(1) # 0, par exemple f(1) > 0, il existe a tel que Yz € [1 — «;1], f(z) > %

On écrit alors ax(f) = bi(f) + cx(f) ot bi(f) = /1_a ¥ f(z)da et cp(f) = /1 2" f(z) da.
0 e}
e’

-«
[br(f)] < / 2| f(x)] do < (1—a)” / |f(z)| da. La série de terme général by (f) converge absolument.
0 0

1 k+1
f(0) fFO)I = (1 —a)*) f(0)
> k > >
Et Ck(f)//l_a” y 4= 20k + 1) Z ok +1)
Ainsi la série de terme général c(f) diverge.

‘La série de terme général ay(f) diverge ‘
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 9

Soient X7i,..., X,, n variables aléatoires, indépendantes, de méme loi et admettant une variance finie. Trouver
Pestimateur sans biais de la moyenne § = FE(X;) qui soit de variance minimale dans la classe des estimateurs

n
linéaires 6,, = E a; X;.
i=1

Solution :

n
Comme 'estimateur est sans biais, on a E a; = 1. De plus, par indépendance des variables
i=1

V(6,) = Z aiV(Xy)

Par I'inégalité de Cauchy Schwarz, on a

L= (3 a)? < (Qa)3_ 1) =n(d_a)

avec cas d’égalité si et seulement si tous les a; sont égaux. Ainsi, I’estimateur sans biais de variance minimale est

n
~ 1
la moyenne empirique 6,, = E —X;.
n
i=1
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SUJET Maths Approfondies 10

Exercice principal Maths Approfondies 10

Soit € I’ensemble des densités f continues sur R, nulles sur | — 00,0], de classe C* sur [0, 4o0[ et telles que
+oo
I'intégrale / f2(t) dt converge.
0

1. Question de cours : produit de convolution.
2. Montrer que pour tout A € [0,1] et tout (f1, fo) € E2 ona: A\fy + (1 —\)fy €E.

+oo
t
3. Soit f € £. Montrer que pour tout réel x > 0 l'intégrale / y dt converge.
Dans la suite de l’exercice on fize f € € et on pose :

0 siz <0
T) = +oo £t

9(x) / & dt siz>0
= t

4. Montrer que g est dérivable sur |0, +oo[ et, pour tout x > 0, exprimer ¢'(z) a 'aide de f(z).

5. Etablir que la fonction g est une densité de probabilité.

6. Soit X une variable aléatoire de densité f et Y une variable aléatoire de densité g. Montrer que si X admet
une espérance, alors Y aussi et qu’on a alors ’égalité :

1
EY)= §E(X )
7. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme & densité sur [0, 1], indépendante de X.
(a) Montrer que la variable aléatoire UX admet g comme densité.

(b) Retrouver ainsi le résultat de la question 6.

Solution :

1. Cours p16 mathématiques approfondies de seconde année
2.0n a:

e La fonction Af; + (1 — A) f2 est positive par positivité de fi et fo, nulle sur | — 0o, 0] et possede les mémes
régularités que f1 et fs.
—+o0 —+o0 +oo
. / M) + (1= \) fo(t)dt = )\/ Rt + (1 —/\)/ Fa(t)dt = Ax 14+ (1—A) x1=1.

— 00 — 00

+oo
Reste & montrer que / (Af1(8) + (1 = A) f2(t))? dt converge ce qui, compte-tenu des hypothéses, revient a
0

+o0
montrer que / f1(t) f2(t)dt converge et cela résulte de I'inégalité :
0

(fE) + f2(1)

DN | =

fit) fa(t) <

+oo
t
3. Il suffit de montrer que / il )dt converge.

ot
OEnO:lim&:hmM

= f'(0) et I'intégrale est donc faussement impropre en 0.
t—0 ¢ t—0 t

33



t 1 1
e En +o00: ’fi)’ < 5 (fQ(t) + t2> et la convergence de 'intégrale impropre en +oco en résulte.

f@t)

4. Soit H une primitive de ¢ — - sur 10, +o0[ . On a :

+o00 T +o0
g(x):/o fit)dt/() fff)dt/o @dtf(H(x)fH(O))

Il en résulte que g est dérivable sur ]0, +oo[ et on a

—f(z)

Ve >0 ¢'(z)=-H'(z)= "

5. g est continue sur R* et positive et pour tout A > 0 une intégration par parties donne :

A A A A
_ _ A / _
| o= [ rgwan = o) - [ = aga)+ [ o
En remarquant que :

0 < Ag(A) :A/;w @dtg /Amf(t)dtmO

on obtient :

A “+o00
| g(t)dt:/o Ft)ydt =1

et finalement g est bien une densité.

6. On procéde comme a la question 5 :

A 20t e 1, A
/0 tg(t)dt = [Qg(t)]o —/0 S (0t = 5 A g(A)+§/() tf(t)dt

“+oo “+o0
0< A%9(A) < A2/ @dt < / tf(t)dt 2212 ¢
A A

du fait que X admet une espérance.

Il s’ensuit que :

et finalement on a bien :

7.a) On a (UX)(9Q) = [0, +o00[ et pour tout réel z > 0 :
PUX <z)=P(In(U) 4+ In(X) < In(z))

On va donc chercher une densité de In(U) + In(X) en utilisant la formule de convolution.
On a:
1 sit>0
e Pour tout réel t : P(In(U) <t) =P(U <€) =3, ST .
e sit <0
Une densité de la variable aléatoire In(U) est ainsi donnée par

0 sit>0
n t) =
fl (U)() {et sit <0

e Pour tout réel ¢t : P(In(X) <t) = P(X <e') = Fx(eh).
Une densité de la variable aléatoire In(X) est ainsi donnée par

Sin(x) (@) = €' f(e")
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Par indépendance une densité de In(U) + In(X) est donnée par :

+oo —+oo

Jin@)+mx) (x) = / Jin(x) () finwy (x — t)dt = / e’ feh)e" tdt = em/ f(eh)dt

— 00 x x

Une densité de la variable aléatoire UX est ainsi donnée par :

In(z) +oo +oo
fox(z) = 1fln(U)+1n(X)(ln(x)) S / fleh)dt = / feh)dt
1 1

x z n(z) n(z)

et le changement de variable u = e donne

+oo
fux(x) = / 11— )

1
b) On a ainsi E(Y)=E({UX)=EU)E(X) = §E(X) du fait de I'indépendance de X et U.
On retrouve bien le résultat de la question 6.
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 10

Soit une suite réelle (u,)nen telle que
2) — O

lim (u, —u;,

n—-4o0o
On suppose que (u,)nen ne tend pas vers 0.

A-t-on lim wu, =17 La suite (uy)nen est-elle bornée ?
n—-+oo

Solution :
non pour la question 1, prendre u,, = 0 si n pair et 1 sinon. Oui pour la question 2 : comme il existe M > 0

tel que pour n assez grand —M < u,, — ui, soit qu —u, — M <0, la suite (u,)nen se situe entre les 2 racines du
polynome X2 — X — M et est donc forcément bornée.
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SUJET Maths Approfondies 11

Exercice principal Maths Approfondies 11

On admettra, pour cet exercice, I’équivalent suivant : n! o (7> 27n.
o \e

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n, avec n > 1. On procéde a une suite de tirages avec remise et
on note X le numéro du tirage ou I'on obtient pour la premiere fois une boule déja tirée.

1. Question de cours : théoreme central limite.

2. (a) Justifier que la variable aléatoire X est & valeurs dans [2,n + 1].
(b) Calculer P(X = 2) et P(X =n+1).

3. (a) Soit k € [1,n]. Déterminer P(X > k).
(b) La formule précédente est-elle encore valable pour k=07

n
4. (a) Montrer que E(X) = Z]P’(X > k).
k=0
(b) En déduire que :
n! = nk
k=0
5. Soient (X,,)n>1 une suite de variable aléatoires indépendantes identiquement distribuées, suivant toutes une

n
loi de Poisson de parametre 1. On pose, pour n > 1, S, = Z X5
k=1

S, —n 1
(a) Montrer que nhrll P ( Jn S 0) 5"

P . n "Lk 1
(b) En déduire que ngrfw e Z ikt
k=0
(¢) Conclure que E(X) ~ 1/@
+o0 2
Solution :

1. Programme Maths approfondies ECG2 p. 22.

2. (a) Pour obtenir deux fois le méme résultat, il faut effectuer au moins deux lancers d’ott X > 2. Par ailleurs,
en au plus n+1 tirages on est assuré d’obtenir deux boules identiques car il y a n boules dans 'urne — c’est
le principe des tiroirs de Dirichlet. Ainsi X < n+ 1. Finalement, X est bien & valeurs dans [2,n + 1].

(b) L’événement X = 2 est réalisé si et seulement si on obtient deux fois la méme boule au cours des deux
premiers tirages. Comme il y a n boules dans 'urne, choisir un tel tirage revient & choisir une boule et
il y a donc n tirages possibles. Par ailleurs, quand on effectue deux tirages successifs avec remise, il y a
n? tirages possibles et donc par équiprobabilité :

P(X=2)= 2 soit |P(X=2)=

Si X =n+ 1, cela signifie que l'on tire n boules distinctes lors des n premiers tirages. Cela revient donc
a se donner une permutation des n boules et il y a donc n! possibilités. Au dernier tirage, il faut choisir
la boule qui est obtenue une seconde fois, d’ou n possibilités. Il y a donc n x n! tirages favorables. Par
ailleurs, il y a ™! tirages possibles. La encore par équiprobabilité :

n x n! . n!
P(X:n—l—l):w soit P(X:n—i—l)zﬁ
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3. (a)

Comme X est & valeurs dans [2,n 4 1], on peut se limiter & étudier n + 1 tirages successifs avec remise,
ce qui revient & travailler dans I'univers Q = [1, n]]”'H. Il y a donc en tout n"*! tirages possibles.
L’événement {X > k} est réalisé si et seulement si on obtient k boules distinctes lors des k premiers

tirages. Pour se donner un tel tirage, on choisit k boules parmi les n de I'urne, il y a donc <Z) possibilités.
On a alors k! manieres de permuter ces k boules pour déterminer les & premiers. Il reste alors a choisir
les n+ 1 — k tirées apres les k premiéres, il y a alors n" =% possibilités. On obtient ainsi k! (Z) pnti=k
tirages favorables et donc, par équiprobabilité :

Kl ()t 1=k 1 nl
RERTTE P(X > k) = 1

P(X > k) =

nntl nk (n—k)!
1 n!
La formule est encore valable pour k=0 car P(X >0)=1= i
Par définition de ’espérance :
n+1 n+1
E(X) =) kP(X =k) =) kP(X =
k=2 k=0

car P(X =0) =P(X =1)=0. Alors, pour k > 0, {X > k} ={X =k} U{X > k + 1} et Punion écrite
étant disjointe, par additivité des probabilités :

P(X>k)=P(X =k)+P(X > k+1) soit P(X=k) =P(X >k) —P(X>k+1)

On calcule ainsi :
n+1

E(X) = > kMPX>k) —P(X >k+1))

n+1
= Z E(P(X >k —1)—P(X > k)) car X est a valeurs dans N

n+1 n
= Y KP(X>k—1)=> kP(X >k)car P(X >n+1)=0et 0-P(X >—-1)=0
k=1 k=0

= Z(k‘ +1DHP(X > k) Z kP(X > k) par décalage d’indice
k=0

k=0
n

= ) P(X>k)

k=0
Les deux questions précédentes prouvent alors que :

"1 nl
)= o

k=0

En inversant ’ordre de sommation, ce qui revient a remplacer I'indice k par n — k, on obtient :

n

1 n! . n! <= nk
k=0

k=0

— 1
On note X,, = —5,, la moyenne empirique des (X,,). Alors :
n

S —n_ —1 - nyn_E(Xl)
7 e a X0)

Alors, comme les (X,,) sont indépendantes et identiquement distribuées, en vertu du théoréme limite

-—n . . . . . p
converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée

N

central, la variable aléatoire

réduite. En particulier :

Sn—n 1 0 22 1
1. P n g 0] = — -2 d = —
n_lﬂ_loo ( \/ﬁ ) V 27 /—oo ¢ v 2




(b) On remarque que :

VLD
Or S, est la somme de n variables de Poisson indépendantes toutes de parameétre 1. Donc S, suit une
loi de Poisson de parametre n. On en déduit que :

P(S”_n<0>:]P’(Sn<n)

n n k
P(S, <n)=Y P(S, =k) = e_"z%
k=0 k=0

Alors d’apres la question précédente :

" pk 1
. n nt_ 1
ngr-iI-looe kZ—O k! 2

(¢) D’apres la question 4.(b) :
n! < nk e\" e
EX)= 25 — (&) enS L
<0 nnkz:%k! n () e ’;k!

Ainsi, d’aprés la question précédente :

|~

E(X) ~ n! (E)"

+oo n
Enfin, d’aprés ’équivalent de n! donné dans 1’énoncé :
e n
n! (7) ~ \V2mn
n +oo

d’ou finalement :
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 11

On cherche les extrema de la fonction (1,29, 23) € R® = 27 + 23 + 623 sous les contraintes
T+ T2+ 23 =>5€et 2x1 +4xo 4+ 623 = 1.

Ecrire la condition nécessaire du premier ordre pour ce systéme et trouver I’ensemble des points réalisant cette
condition.

Solution : 1 L
On pose f(r1,72,73) = 5(55% + 225 4 623), g1(21, T2, 03) = T1 + T2 + 23 — 5 et go(w1, 2, w3) = @1 + 222 + 303 — 3
pour (x1,x9,x3) € R®. La condition s’écrit : il existe deux nombres réels A; et g tels que
Vf(x1, w2, 23) = MiVg1 (21, T2, 23) + A2V ga(r1, 22, 73).
Soit
T = A1+ Az,
29 = A1+ 2,
6x3 = A +3A,
i 28 23 5 11
En tenant compte des contraintes on trouve A\; = 17, Ay = 3 T = 3 Ty = ~ 5 Ty = 5 On peut de plus

montrer que c’est un minimum global sous ces contraintes.
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SUJET Maths Approfondies 12

Exercice principal Maths Approfondies 12

Toutes les variables aléatoires présentées dans cet exercice sont définies dans un espace probabilisé (€2, A, P).

On cherche a mesurer I'indice de perméabilité 8 d’un bouclier antiradiation de la maniére suivante :

On expose des bactéries protégées par ce bouclier & une radiation.

Si une bactérie protégée par le bouclier est exposée a une radiation, elle subira Y bombardements de neutrons,
ou Y suit une loi de Poisson de parametre 6 € R’ .

On observe alors la durée de survie T de la bactérie, qui, si elle a été bombardée par k neutrons, suivra une loi
exponentielle de parametre k + 1.

Cette expérience est répétée n fois, ot n est un entier supérieur ou égal a 2, et ’on suppose que 711, ...,T;, les
durées de survie observées sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi que T

—T

On considére la fonction g définie sur R par g : x — Te. On admet que Yz € RY, ¢'(z) < 0 et g"(z) > 0.

1. Question de cours : formule de ’espérance totale.
On admet que cette formule se généralise aux variables a densité.

2. (a) Montrer que T admet une espérance que ’on exprimera en fonction de 6.
(b) Montrer que T' admet un moment d’ordre 2 et que V(7T') < 2.

3. Déterminer la fonction de répartition de 7.

1 n
4. On note alors, pour n € N*, X,, = — ZTk. Montrer qu’il est possible, a partir de (X,,)nen+ de construire
n
k=1
une variable aléatoire (Z,)nen qui converge en probabilité vers 6.

5. (a) Soit @ € ]0;1[. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchébytchev, construire un intervalle de confiance
pour g(f) au niveau de confiance 1 — « & l'aide de X,.

(b) Proposer alors un intervalle de confiance pour # au niveau de confiance 1 — .

2 2
(¢) On suppose que l'on a observé que ¢g(2) < X,, — \/m <X, + \/% <g(1)

Majorez la largeur de I'intervalle de confiance par une grandeur ne dépendant que de n et de .

Solution :

1. Programme deuxieme année page 12.
Soit X une variable aléatoire discréte, soit (A,) un systéme complet d’événements tels que, pour tout n
dans N, P (4,,) # 0. Alors X admet une espérance pour P si et seulement si :
- pour tout n € N I'espérance conditionnelle E (X/A,) existe;
- la série Z E (|X]|/A,) P (A,,) converge.
neN
Dans ce cas, E(X) = Z E(X/A,) P(A,).
neN
2. (a) On consideére le systéme complet d’événements (Y = n)pen.

1

E(|T||Y =n) =E(T|]Y =n) = ——.

(7Y =n) =E(T]Y =n) = ———
Z+OZIE(|T| |V = n)P(Y = n) converge car E(|T||Y = n)P(Y =n) 11 (Y =n) <P(Y =n)

n= n
+o0 o too @=L =0 1—e"

De plus, E(T) = -0 =e? = b _y=_—""" |= _

e plus, E(T) anoe =S Zj L] 7 — (e ) 0 9(9)
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2
(b) Pour Z suivant une loi exponentielle de paramétre a, E(Z*) = V(Z) +E*(Z) = = < 2.

a2
2
On utilise encore la formule des espérances totales, avec ]E(|T2| Y =n)= ——.
(n +1)2
2
Ainsi E(|T?||Y = n)P(Y =n) = m1P>(Y =n) < 2P(Y =n) et doncz E(|72||Y = n)P(Y =n)

converge.

—+o0
et B(T%) <> 2PV =n)<2.

Ainsi , | V/(T) = E(T?) - EX(T) < 2|

3. Sans probléme, si z < 0, |P(T' < x) = 0.
. +oo +oo e~ 0gk (k4 1)z o _ax—toe (fem )k
Etsiz > 0,P(T < z) = Zk:O]P’({Y =k}n{T <z}) = ZH o (1=e (kD) — 1 ¢~ ZH( o )
‘V:c >0, Fr(z) =1—exp(—0 —z +60e"). ‘

4. (T,,)nen+ est une suite de VAR identiques et indépendantes admettant une espérance et une variance. D’apres
la loi des grands nombres, (X, )nen converge en probabilité vers E(T') = g(6).

g étant continue et strictement décroissante, elle réalise une bijection de R’ dans g(R%).

1—(1—x+0($)):1+0(1), lim g(z) =1, lim g(z) =0.

x x—0 r—r+00

Au voisinage de 0, g(x) =

T 0 400 Y 0 1

1 ot +00

g(x) N 9 () A
0 0

On souhaite appliquer la fonction g~* qui est continue sur ] 0; 1 [, mais n’est pas définie sur R% (or le support
de T est bien R ).

g ' y) siyelo;1]

On construit donc | h : y — ]
0 siy>1

On a bien h(g(0)) = g~ (g(#)) car g(d) €]0;1].
h est bien continue sur R , ainsi comme X, converge en probabilités vers g(#), h(X,) converge en probabilité
vers h(g(0)).

‘ h(X,) converge en probabilités vers 6. ‘

) X,

5. (a) A laide de Bienaymé-Tchébytchev, on a Ve > 0, P(|X,, — E(X,,)| > ¢) < V(gz )
V(X
Ainsi P(|1 X, —E(X,)| <e) > 1— (52 )
o v _2 :
Or, E(X,,) = g(0) (linéarité) et V(X,,) = < — (indépendance des variables)
n n
2
Ainsi P(|X,, — E(X,, 1— =2
insi P(| (Xn)| <e) > st

On cherche ¢ vérifiant l —qassie= \/ 2
AinsiﬂP( ] 1/ U D}l—a.

Comme on sait que g(# 1[, on peut proposer comme intervalle de confiance pour g(#) au niveau
de confiance 1 — « :

Jous (122, O) (Xﬁ 2

(b) On redonne le tableau de variation de g.
0 +00
1

g(x) pN

0

e g(8) > 0 ou g(f) < 1 ne donne aucune information ne donne aucune information sur 6.

42




2 2
oQuananf\/—>0,g(9)>an\/—ssit9<g*1 (Xn )
no no
2 2
e Quand X, +4/— < 1,9(0) < Xp+ 4/ —ssif >g~ (Xn—l—
no no
max(Xn— 2,0>;min<X + )[SSlGG}h( + 4/ 2>;h<Xn— 2
no no no
1

avec la convention h(y) = +oo si y <0, h(y) = )siy €] [et h(y)=0siy >

Ainsi g(0) €

Ainsi on peut proposer comme intervalle de conﬁance pour 6

BN

2 2
On suppose 0 < ¢g(2) < X, —{/ — < X, +1/— <g(1) <1
no no
Avec les hypotheses données, h(t) = g~*(t) pour tout t € ] \/ \/ [

P (s Z) - ﬁ).

On souhaite appliquer I'inégalité des accroissements finis & ¢! sur cet intervalle.

est dérivable sur |0;1[, et (¢7')" =

On cherche donc a majorer

1
g'og”
Or, g~ ! est une fonction strictement décroissante sur ]0;1], ¢’ est une fonction strictement croissante
sur R, donc g o g’1 est strictement décroissante et (g71)’ est strictement croissante.

Mais (g7 )| = "car (g71) <.

Donc ‘( | est strlctement décroissante.

Alnmvte]X —\/ X—i-\/ [ > g(2

done |(g7)'(1)] <

-1

g étant dérivable et ¢’ ne s’annulant pas sur R* g T

g,(gl(g@))\ S g'<2> -

Ainsi avec I'TAF :

[ 2 2 2 | 2
no nao nao no
2
La largeur de 'intervalle de confiance est majorée par 6
na’
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 12

Le déterminant d’une matrice 2 x 2, M =

M et N, det(MN) = det(M) det(N).
Soit M3 (R) 'espace vectoriel des matrices carrées 2 x 2 et on considere x : Mo(R) — R? Iapplication qui & une
matrice M associe (Tr(M), det(M)).

1. Montrer que x est surjective. Est-elle injective ?

Z) est par définition det(M) = ad — bc. On a pour deux matrices

2. On suppose que M est diagonalisable, exprimer y (M) a I'aide de ses valeurs propres.
3. Déterminer x (0, 0).

Solution :

1. Si (t,0) € R?, la matrice i _0 a pour image (t,0).
, C 1 0 11 a
X n'est pas injective, par exemple 0 1 et 0 1 ont méme image.
2. On a x(M) = (A1 + A2, A1 )9).
3. En remarquant que les vecteurs colonnes doivent étre colinéaires, on trouve que

coo-f(! ) wser
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SUJET Maths Approfondies 13

Exercice principal Maths Approfondies 13

On se place dans I'espace vectoriel E = R[z].

pollcs!

On note d 'application dérivation d : { : g,
1. Question de cours : théoréme du rang.
2. (a) Déterminer Ker (d’) pour j € N*.
(b) On note pour n € N, d,, la restriction de d & R,,[z]. Pour quelle valeur de n d,, est-il un endomorphisme
diagonalisable 7
Soit f un endomorphisme de E, k et m deux entiers de N* vérifiant f* = d™.
3. (a) Montrer que f est un endomorphisme surjectif de E.
(b) f est-il injectif ?
4. Soit p € [1,k]
(a) Montrer que Ker (f?) est de dimension finie.
On note f, la restriction de f & Ker (fP).
(b) Montrer que Im (f,) = Ker (fP71).
(¢) Montrer que dim( Ker (f?)) = dim( Ker (f)) + dim( Ker (fP~1)).
5. Exprimer dim( Ker (f)) a laide de k et de m.
6. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur k et m pour qu’il existe un endomorphisme de F
vérifiant f* = d™.
7. On suppose dans cette question que F est un espace vectoriel de dimension finie et g est un endomorphisme
diagonalisable. Soient &k et m deux entiers naturels de N* fixés.

Montrer que si pour tout endomorphisme f de E, f* # g™ alors k est pair et m est impair.

Solution :

1. Programme premiere année page 16.

2. (a) d est sans probléme un endomorphisme de R, [x].

Et pour P € E, d(P) =0 ssi PY) =0 ssi P € R;_y[z].
Ker (¢/) = Rj_1[x].

(b) Soit P € R,[z], P € Ker (d,, — \Id) ssi P' = \P.
Si A et P sont non nuls, on aurait deg(P) = deg(P’) ce qui est exclu.
Donc la seule valeur propre de P possible est 0.
Donc d est diagonalisable ssi d est une homothétie ssi VP € R, [X], P’ = 0.

C’est vrai pour n = 0, ‘ d, est diagonalisable ssi n = 0. ‘

Remarque : on peut aussi donner la matrice de d,, dans la base canonique.

x
3. (a) d est bien surjective : VP € E, si 'on note Q : z — / P(t)dt un primitive de P, d(Q) = Q" = P, donc
d est surjective. ’
Donc d™ est elle aussi surjective (on peut le montrer par récurrence)
Donc f* est surjective.
Or, si P € Im (f*), 3Q € E tel que P = f*(Q) = f(f*1(Q)) € Im (f), donc Im (f*) C Im (f).
Donc Im (f) = FE et ‘ f est surjective‘
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(b) Attention, on ne peut pas utiliser le théoréme du rang ici, car la dimension de E n’est pas finie.
Si f était injective, on aurait f¥ qui serait aussi injective.
En effet, si 'on suppose f injective :
si Q € Ker (f%), f¥(Q) =0 donc f*71(Q) =0, donc ....Q = 0.
Ainsi f*¥ = d™ est injective. Or, Ker (d™) = R,,_;[z]. C’est absurde.
‘ f n’est pas injective. ‘
.(a) Comme p <k, Ker (fF) C Ker (f*) = Ker (d™) = R,,_1[z].

‘ Ker (f?) est un espace de dimension finie. ‘

(b) On va procéder par double inclusion :
e Siye Im (fp), il existe z € Ker (fP) tel que fp(z) = f(z) =y
Mais alors, f7~!(y) = fP(z) =0 et Im (f,) C Ker (f71).
e Siyec Ker (fP71), comme f est surjective, il existe z € E tel que y = f().
Mais, fP~'(y) = fP(z) =0, donc = € Ker (f?) et y € Im (f,).
Im (f,) = Ker (f*71)

(c) On va appliquer le théoreme du rang a f,

e Son espace de départ est Ker (f7)

o Ker (f,) ={xz € Ker (f?) tel que f,(x ) 0} = {x € Ker (f?) tel que f(x) =0}
Ainsi Ker (fp) = Ker (fP)N Ker (f) = Ker (f).

On obtient bien | dim( Ker (7)) = dim(ker(f)) + dim( Ker (f71)

. Ainsi par récurrence limitée immédiate, dim( Ker (f?)) = pdim( Ker (f)) pour tout p € [|1, k||
Donc dim( Ker (f*)) = kdim( Ker (f)). Or, dim( Ker (f*)) = dim( Ker (d™)) =m
m

dim( Ker (f)) = T

m
. D’aprés 5., si il existe un endomorphisme f de E vérifiant f* = d™ alors T est un entier (ie k divise m)

Mais réciproquement, si k divise m, il suffit de poser f = d*, cet endomorphisme de E vérifie f* = d™.

‘Il existe un endomorphisme f de E vérifiant f* = d™ ssi k divise m. ‘

. Par contraposée. On suppose que m est pair ou k est impair.

1l existe une base B de vecteurs propres ol g est représenté par diag(Aq, ..., Ap).

g™ est représenté dans cette base par diag(A7", ..., Al").

e Si m est paire Vj € [|1,n[], A]* > 0.

On pose alors f I'endomorphisme représenté dans B par diag(pi1, ..., in) o0 pj = /AT = ()\;n)l/k.

e si k et m sont impairs, on a de méme poser :

(le programme ne définissant pas vraiment {/, on peut proposer ji; = — ¢ —A;” dans le cas ou \; < 0)

Il existe donc un endomorphisme f de E tel que f* = ¢™.

‘ Si pour tout endomorphisme f de E f¥ % ¢™, alors m est impair et & est pair‘
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 13

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On considere la matrice

Ao X+Y+1 X-Y -1
“lX-Y+41 X4V -1

On suppose que P(« A diagonalisable ») = 0. Montrer que X est Y ont la méme loi.

Solution :
Les valeurs propres de A sont 2X et 2Y. Si X # Y, A est diagonalisable car ces deux valeurs propres sont simples.
Donc {X # Y} C {A diagonalisable}. Il en résulte que

P(X#£Y)=0.
On a alors :

PY<zeaaY=X)U{Y <zetY #£X)

P(Y<zetY X)+ (Y<xetY7éX)
PY<zetY=X)car PY <zetY #X)<PY #X)=0,
P X<zet X=Y)

P(X < z).

On conclut que X et Y ont la méme loi.
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SUJET Maths Approfondies 14

Exercice principal Maths Approfondies 14

1. Donner la définition d’un estimateur.

2. On souhaite effectuer un sondage sur le taux d’abstention p dans une population de N individus. On a :

1 N
:N;yz

ou chaque y; désigne le choix de I'individu 4 (y; = 0 : vote, y; = 1 : abstention).
On choisit n individus au hasard parmi les N et on note (Y7, ..., Y,,) I’échantillon de leurs réponses obtenues.
On supposera que les Y; suivent des loi de Bernoulli indépendantes de parametre p.

(a) Montrer que
N

1
o? =V(¥) =p(l—p) =5 > (v —p)°
i=1
(b) On note S, = — Z Y;. Montrer que pour tout « €]0, 1], il existe une constante ¢, a déterminer telle
n
i=1
=]
N

p € [Sn Sn + ca

o
Ca >

Vn
avec une probabilité supérieure a 1 — « pour n assez grand.

3. Pour améliorer le sondage, on répartit la population en H groupes homogenes (par exemple suivant la classe
sociale des individus). On note N, le cardinal du groupe h € {1,..., H}. On effectue a lintérieur de chaque
groupe le sondage aupres de my, personnes (estimateur noté S,, du taux d’abstention exact pp). On note

0,21 =pr(l—pp) et

H
SE=3" %SM
h=1
Calculer V(S/) en fonction des données.
4. Calculer la quantité
H N, H N, 2
PR RAPYE
en fonction des données.
5. On note Y
U TN

n
En supposant le rapport Fh constant, exprimer V(S,I;I ) en fonction de o2, n et 1.
h

Montrer que V(SH) est trés petit devant V(S,,) lorsque py, est proche de 0 ou de 1. Commenter.

Solution :

1. cours p22 EC2 appo

2. (a) La relation demandée s’obtient aisément en développant la somme et en remarquant que yf = y;.
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S
(b) Le théoréme central limite assure que /n— P converge en loi vers A'(0,1). Ainsi, on trouve aisément

o
qu’il suffit de choisir ¢, tel que cq > ®7H(1— 5) ou ¢ désigne la fonction de répartition de la loi normale
centrée réduite.

3. On trouve que

vt =3 (%)zws"h) - i (vavh>2 "

h=1 h=1
4. On a . . .

Nu o N 2 No (o o 2
Zwah‘FZW(Ph—P) ZZW(—Phﬁ-ph-&-(]ﬂh—P))
h=1 h=1 h=1

soit " " "

N 2 N 2 _ Ny, 2 _ .2 _ 2
ZWU}L_FZW(ph_p) —Zﬁ(p +pn(1=2p))=p +p(l-2p)=0
h=1 h=1 h=1

5. On a

Ainsi V(SH) est tres petit devant V(S,,) lorsque 7 est proche de 1, c’est & dire lorsque le terme o, est petit,
soit encore p, proche de 0 ou de 1 (ie les groupes sont homogenes).
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 14

Soit F': R — R définie par :

Ve eR F(x)=

N N |

1. Tracer la courbe représentative de F sur [—1,2]. .
2. On définit une suite réelle (x,,),>0 par o = a € R et z,41 = F(zy).
(a) Que dire de la suite (x,) si elle est convergente ?

(b) Que dire de la suite (z,,) si elle est bornée ?

Solution :

1. La fonction F' est affine par morceaux :

X

-0.50 -025 000 035 050 475 100 135 150

2. (a) Comme la fonction F est continue, si (x,) converge vers £ € R, par passage a la limite F(¢) = ¢.

Pour £ < =, F(€) = 3¢ d’ott £ = 0.

N| =N =

Pour £ > -, F(¢) =3(1 —¥¢) dou l = Z

- , . . 3
Ainsi, sous réserve de convergence, les limites possibles pour (z,,) sont 0 et 1

On va montrer que si la suite (z,) converge, elle est nécessairement stationnaire.
On suppose d’abord que (z,,) est convergente de limite nulle. Alors, nécessairement :
1

dng € N Vn > ng xn<§

Alors, pour n > ng, ¥, = F(xp_1) = 3x,-1 et par une récurrence descendante immédiate : x, =
3T g, Or im 3" = 400 donc nécessairement : z,, = 0 et donc : Vn > ny z, = 0.
n

Si (x,) est convergente de limite 3/4, le méme raisonnement s’applique de maniére symétrique. Par
définition de la limite :

1
dngeN Vn>ng x,> =

2
Alors, pour n > ng :
3 3 3
Tn =4 = (1 —xp_q) — 1= -3 (xn_l — 4)
. P 3 nen 3
Par une récurrence descendante, on en déduit que, pour n = ng : |z, — 1= 3T T, — 1l Comme

précédemment, lirrln 377" = 400 donc nécessairement : x,, = 1 et donc z,, = 1 pour n > ng.

Dans tous les cas, la suite (x,,) est stationnaire.
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(b) La réponse attendue est que nécessairement : Vn € Nz, € [0, 1].
Pour montrer cela, il suffit de remarquer que F(R*) C R*.
Par une récurrence immeédiate, on en déduit que s’il existe ng € N tel que z,, < 0, alors, pour tout
n = ng, r, < 0 d’ou finalement z,, = 3" "z, et donc li7rln 2, = —oo. La suite (x,) n’est donc pas
bornée.

De méme, on remarque que F([1,4o00[) C R* et donc 8l existe ng € N tel que x,, > 1, alors ,,41 =
F(x0) < 0 et on est donc ramené au cas précédent : la suite n’est pas bornée.
Ainsi, la suite est bornée si et seulement si elle est & valeurs dans [0, 1].

Question supplémentaire : On pourra demander au candidat si 'intervalle [0, 1] est stable par F. La réponse
est non, et il est donc naturel de se poser ensuite la question des valeurs de g pour lesquelles la suite (z,,) est
effectivement bornée.

Ce sont exactement les zy qui sont dans l’ensemble de Cantor et on ne s’attend bien siir pas a ce qu'un
candidat donne cette réponse. Mais on peut tenter de repérer ceux qui comprennent ce qui se passe sur le dessin
et commencent a construire I’ensemble des valeurs possibles sur le dessin de la courbe de F.

On a bien siir g € [0, 1] par la question précédente.

Pour le terme suivant, 1 = F(x¢) € [0,1] si et seulement si zo € K; = F~([0,1]) = [0,1/3] U [2/3, 1] comme
on le voit sur le dessin.

Ensuite x2 = F(z1) € [0,1] si et seulement si 21 = F(zg) € K; par ce qui précede et donc si et seulement
xo € Ko ou Ko = F_l(Kl). En regardant le dessin, a défaut de faire le calcul, on peut se convaincre que :

Ky =1[0,1/9]U[2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1]

On définit ainsi une suite décroissante (K, ),>0 de parties de [0, 1] avec K1 = F~*(K,) et I'ensemble cherché

est exactement ﬂ K,,.
n=0
On peut espérer qu'un candidat ayant fait le dessin et la construction pour K; et K soit en mesure d’expliquer
ensuite le processus général sans formalisation excessive.
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SUJET Maths Approfondies 15

Exercice principal Maths Approfondies 15

Dans tout I'exercice n désigne un entier non nul et S une matrice symétrique réelle a coefficients strictement
positifs.
On note Aq,..., A\, les valeurs propres de S rangées dans I'ordre décroissant i.e. Ay = Ay = -+ = \,.
Pour toute valeur propre A de S on note E(S) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A et on pose

p= maX{|)\|, Ae sp(S)}

L’objectif principal de lexercice est d’établir que p est une valeur propre de S, que E,(S) est de dimension
égale a 1 et est engendré par un vecteur propre a composantes toutes strictement positives.

1. Question de cours : réduction des endomorphismes symétriques.

2. Vérifier le résultat principal annoncé ci-dessus dans le cas particulier ou n = 2 et :
a b
5= 1)

3. Soit X € M,, 1(R) un vecteur colonne tel que ‘XX =1 (ol X désigne la transposée de X).

avec (a, b) €]0, +oo[?.

(a) Etablir que : 'XSX < \; et montrer 'équivalence : ‘XSX =\, <= X € E,,(9).

(b) On note | X]| le vecteur colonne dont les composantes sont les valeurs absolues de celles de X.
Montrer Dinégalité |*XSX| < '|X[S|X] puis Pégalité p = A;.

4. Montrer que si V est un vecteur propre associé a la valeur propre p alors il en est de méme de |V| et que
toutes ses composantes sont strictement positives.

5. Conclure.

Solution :

1. Cours EC2 pl7
2.818 = (Z Z) alors Sp(S) = {a+b,a —b} et E,4(S) = Vect (})
Les réels a et b étant strictement positifs on a p = a + b et on obtient le résultat attendu.

3. a)La matrice S étant symétrique il existe une base orthonormée (F1, ..., E,) de vecteurs colonnes propres

de S assomes aux valeurs propres /\1, ey An-
Si X = ZxkEk alors 'XSX = ZAM MDY ap=MXX =X dufait que ‘XX =1.
k=1 k=1 k=1
Bilan :

EXSX <)\
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Montrons I'équivalence : ‘X SX = \; «= X € E,,(9).

e Si X € Ey,(S)alors 'XSX =" X\ X =\ ‘XX = )\;.

n n
e Si "X SX = )\ alors avec les notations ci-dessus on a : Z /\kxi =\ Z a:i et cette égalité n’est possible que
k=1 k=1
si &; = 0 pour tout entier ¢ tel que A\; #Z A1 du fait que Ay = Ao = - > A,

Bilan :
EXSX =)\ <= X ecE,(S)
b) D’apres I'inégalité triangulaire et du fait de la positivité des coefficients de la matrice .S on a :
"XSX| < ['X[S|X| < M

La derniére inégalité découle de la question précédente en remarquant que |X| est encore un vecteur colonne de
norme 1.
En prenant pour X un vecteur unitaire associé a la valeur propre A on obtient

Al <M
et donc

p=A

4. Soit V' un vecteur propre associé a la valeur propre p.
D’apres ce qui précede, si V' est unitaire on a
ol < 'VISIVI < p
et donc
"VISIVI=p

D’apres le résultat de la question 3a) il apparait ainsi que si V est vecteur propre associé a la valeur propre p alors
|V| aussi.

Montrons alors que toutes ses composantes sont non nulles.

Supposons par Pabsurde que la composante |v;| soit nulle. L’égalité S|V| = p|V| conduit & :

Zsik\vﬂ =0
k#i

et implique |vx| = 0 pour tout k du fait de la positivité stricte des coeflicients de S.
On aurait ainsi V' = 0 ce qui est absurde.
Le résultat attendu en résulte.

5. Soient V et V' deux vecteurs propres associés a la valeur propre p.
D’apres ce qui précede toutes les composantes de ces vecteurs sont non nulles et si on pose

-
U1
alors V' — kV € E,(S) et posséde une composante nulle. Il s’agit donc du vecteur nul et on a ainsi finalement
I’égalité :
V' =kV

Il s’ensuit que :

dim(E,(S)) = 1
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 15

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres n et p.

1. Montrer que pour tout k compris entre 0 et n,
PX=k-1)<PX=k) < k<np+p
2. On dit que m € {0,...,n} est un mode de X si P(X = m) est maximal. Montrer que m = |np + p| est un

mode de X (ou |z]) désigne la partie entiére de x).

3. Apres une alerte incendie, les 60 éleves d’une école se répartissent au hasard dans 5 salles de classe C'1 a
C5. Combien d’éleves a t-on le plus de chance de trouver dans la salle C57

Solution :

a)Onasil<k<n:
PX=k-1)= ( kf ) )pkl(l — p)n Tk
et
Px =t = )ta-pr
La condition P(X =k — 1) < P(X = k) est alors équivalente aprés simplifications &

1—
P P
n—k+17" k
soit exactement k < np + p.

b) Par contraposition, on a
PX=k-1)>PX=k)<k>np+p

ou, si on raisonne dans la premiere inégalité avec des inégalités strictes,
PX=k—-1)>PX=k)<=k>np+p

Or, mg = [np+ p] est tel que mg < np+p et mo+1 > np+ p, ce qui indique que P(X = my) correspond bien
a une valeur maximale,
¢) Iei n =60, p = 3 On a donc un unique mode m = np. Le nombre le plus probable d’éléves par classe sera

donc de 12.
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SUJET Maths Approfondies 16

Exercice principal Maths Approfondies 16

On suppose que f € C([0,1],R) est telle que :
Ja 6]07 1]7 1K = 07 V(y,z) € [07 1]27 ‘f(y) - f(2)| < K|y - Z|a'

Pour tout n € N*, on définit le polynéme :

Bnf(X) = éf (S) <Z)X’“(1 — x)nk

1. Enoncer le théoréme de transfert

2. Soit x €]0,1[ et n € N*. On considére X, -, X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et
suivant toutes la méme loi de Bernoulli de parametre z. On pose
Xi+ -+ X
g, = Xt t X
n

Exprimer E(S,), V(S,) et E(f(S,)) en fonction de x, n et du polyndéme B,, f.
3. En déduire les inégalités :

n

D

k=0

k
r— =
n

1
< ——.
NG

4. Soit a € [0,1]. Montrer que A* < 14 X pour tout réel A > 0 et en déduire I'inégalité :

k k
<no/? <1+\/ﬁ z—D
n

Nl

(Z) 2F(1 — )"k < V(S,)

[e3

T — —

pour tous z €]0,1[, n € N* et k € {0, ...,n}.
5. Soit n € N*. Montrer que pour tout x € [0, 1], on a

Solution :

n
1. La somme E X} suit une loi binomiale de parametres n et x.
k=1

k
P(Sy = =) = (Z) (1 —z)"k,
Puisque les variables ont la méme loi, on a
E(S,) = E(Xy) = .

Puisque les variables sont deux a deux indépendantes, on a aussi :

VO Xk) =Y V(Xi) =na(l - x).
k=1 k=1
Dot
V(s =10,

Par le théoréme de transfert on a aussi :



n

>k = 21} )at - o = Bl Sul) < VETG - 5,07 -

k=0

w\»—\

z(1—z) o 1
Voo T2y’

3. On sépare le cas A < 1 (trivial) du cas A > 1 (pour lequel A > \%). En choisissant A\ = y/n

V(Sa))? =

k
T — ’ dans
n

I’inégalité précédente, on obtient 'inégalité :

x—§a<n*a/2 <1+\/ﬁ zzD
4. .
@)= Buf@)] = 1@~ [ =130 = £ () a1 =2
k=0
- k. (n
< 11 - (1) -y,
1o (;)
- x_ﬁa n k —r n—=k
< KD ()t
< Kn Q/Z[me:n() K1 - 2
k=0
< Kn 1+ vy e — (7 )ak (- a)nh
25l
< gKn_O‘/Q.
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 16

Déterminer toutes les fonctions continues f : [0, +00[— [0, +o0[ telles que fo f =1d.

Solution :

1. Demander un dessin

4.

. Soit f une fonction solution. Puisque f o f =1d, la fonction f réalise une bijection entre [0,4+oco[ et Im f;

elle est méme sa propre réciproque, assurant que ’ Im f = [0, +o0[ ‘

. Puisqu’elle est continue, elle est nécessairement ‘ strictement monotone ‘ sur [0, +oo|. En effet si par exemple

il existe a,b,c tels que a < b < ¢, f(a) < f(b) et f(c) > f(b), tout a élément de |max(f(a), f(c)), f(b)]
aurait au moins deux antécédent par le TVI, c’est absurde.

Si f était strictement décroissante sur [0, 4o00[, elle ne pourrait étre surjective sur [0, +oo[. Elle est donc

\ strictement croissante. \

. Soit z € [0, +o0.

Supposons que f(x) < x. Par stricte croissance de f, on a : x = f(f(z)) < f(z) < x, ce qui est absurde.
On obtient une absurdité similaire en supposant f(z) > x. On en déduit que f(z) = x pour tout = € [0, +o0],

. Puisque ‘l’application Id convient‘ (elle est continue et vérifie ’équation fonctionnelle f o f = Id) c'est la

seule fonction solution.
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SUJET Maths Approfondies 17

Exercice principal Maths Approfondies 17

Soit A une constante réelle strictement positive. On cherche une densité f (d’une variable aléatoire réelle)
vérifiant : f est de classe C' sur R et

L s

V(z,y) €R?  f(@)f(y) = M (Va2 +y?)

Question de cours : rappeler la définition d’une variable aléatoirea densité.
Montrer que f(0) = .
Montrer que f est paire.

Montrer que pour tous z,y € R on a

xf(x)f'(y) —yf' (x) f(y) = 0.

. Soit h la fonction définie sur [0, +oo[ par h(z) = f(y/r) pour tout = > 0. Montrer que h est solution de

I’équation
h(z) + ah’(x) = 0 pour tout z > 0,

ou « est une constante réelle.

. Trouver I’expression de f.

Solution :

1. p12 mathématiques approfondies de seconde année

. Montrons d’abord que f(0) # 0. Par 'absurde, si f(0) = 0, on a alors Vz € R, f(|z]) = 0 (en prenant

z quelconque et y = 0 dans I'identité). Donc f(t) = 0 pour tout ¢ > 0. Donc pour tout =z € R, f(z)? =
Af(V2z2) = 0. On en déduit que f(x) = 0 pour tout z € R. Ce qui est une contradiction car f est une
densité.

Ensuite, en prenant z = y = 0, on en déduit que f(0)* = A\f(0). Donc f(0) = \.

En choisissant y = 0, on a Vz € R, f(x)f(0) = Af(|z]). D’ou Vx € R, f(z) = f(|=|). Ainsi, f est paire.

. En dérivant 'identité par rapport a x et y en (z,y) # (0,0) on obtient

/ T 2 2 z)f! — Y 2 2).
f(x)f(y)—A\/Wf(\/ +92), f(@)f'(y) A\/mf(\/ +9?)

Dot zf'(z)f(y) — yf(z)f (y) = 0. Par continuité, cette égalité reste vraie quand (z,y) = (0,0).

. Puisque f est de classe C', h est de classe C' sur |0, +0o[. De plus, on a f(z) = h(x?) pour tout z > 0.

Donc, f'(z) = 2zh(z?) et en remplacant dans I’équation précédente on obtient :
Vo > 0,Yy >0, h(x®)h'(y*) — b’ (z*)h(y?) = 0.

ou encore
Vo > 0,Yy > 0, h(z)h'(y) — I'(z)h(y) = 0.

Etant donné que f est une densité et qu’elle est paire, elle ne peut étre constante sur |0, +o00[. Il existe donc
to > 0 tel que f(to) # 0. En choisissant yo = t3, on a h'(yo) # 0 et

Vo >0, h(z) + ah/(z) =0,

h(yo)
h/(yo)'

ou on a posé a = —
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6. En résolvant ’équation précédente, on obtient
h(x) = Ae™** pour = > 0.

Ainsi, f est de la forme f(z) = Ae—o” pour x > 0. Par continuité en 0 et par parité de f cette expression
reste vraie pour tout = € R. Il reste a déterminer la constante A qui est forcément non nulle et la constante
«. Pour ce faire, on remplace dans I’équation de départ. On a alors

A A=V = \Ae~ =" Hv7),

Donc A = A. Pour déterminer «, on utilise le fait que f est une densité de probabilité. Ainsi, on a doit

+oo

avoir / f(t)dt = 1. Forcément a > 0 (sinon l'intégrale diverge). Ainsi f est la densité d’une loi normale
—0o0

centrée. De plus, en effectuant le changement de variable v = v/2at, alors u? /2= at® et 'on a :

+o0 Y +oo s )\ﬁ
= — w /2 = —
/,OO J(tyde = m/, e du= T

a =2

Il en résulte que

Ainsi,

flx) = Ae™™ 7 pour tout 7 € R |,
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 17

Soit X une variable aléatoire centrée admettant une variance notée o~.

1. Montrer que

2 2
+0b
V(a,b) € (RY*)?2,  P(X>a)<Z .
(a,b) € ( )%, ( a) (a+ D)2
2. Montrer que
2
+* a

Solution :

1. Soit a et b deux réels strictement positifs. Par croissance de la fonction = — 22 sur RT, on a Iinclusion

(X >a] C (X +b)% > (a+D)?.

Par croissance de la probabilité,
P(X >a)<P((X+b)? > (a+b)?).
Par I'inégalité de Markov appliquée & la variable (X + b)?,

B((X b))

P2 a) <P ((X 4> (a+)°) < =mmm

Par linéarité de ’espérance,
E((X +0)* = B(X?) +2bB(X) +b* = 0% + b*

puisque E(X) = 0.

2 2 2
o°+b o
ﬁ. Une étude de la fonction f sur RT™ montre qu’elle atteint son minimum en b = —.
a a
En appliquant le résultat de la premiere question en ce point, on trouve l'inégalité demandée.

2. Soit f: b+

60
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Exercice principal Maths Approfondies 18

Soient a un réel strictement positif et x1, ..., z,, une famille de n réels strictement positifs tels que

n
OIS
k=1
On veut montrer que

En: (mk + 1>a >ntT(n? +1)" (1)

k=1 Tk
1. Donner la condition nécessaire d’existence d’un extremum pour une fonction de classe C* sur un ouvert de
R™ sous contraintes d’égalités linéaires.
2. Montrer I'inégalité (1) lorsque n = 1.
3. Soit n > 2. On note U =0, 1[* et F application de U dans R telle que

n 1 a
F(ty,otn) = (tk + tk)
k=

1

n
Montrer que si (21, ..., ) € U est un extremum pour F sous la contrainte linéaire E xp = 1, alors il existe

k=1
A € R tel que

1\*! 1
Yk e {1, ... - 1= )=
€ Ll <xk+xk) ( +f€i>

4. On considere la fonction f définie sur ]0, 1] telle que

v el fo)=(o+ i)l (1+)

Montrer que f établit une bijection strictement décroissante de |0, 1[ sur R .
n

5. En déduire que F posséde au plus un extremum sur U sous la contrainte E z = 1 qu’on déterminera.

k=1

6. Montrer I'inégalité (1) dans le cas général.

Solution :

1. p20 EC2

2. Lorsque n =1, on a 2% > 2°.

3. On calcule tout d’abord ) 1
OF (31, .y 1) = —) 1 - =

(@1, a) = ale )= )

puis on écrit la condition d’optimalité sous contrainte linéaire pour aboutir au résultat.
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4. On calcule la dérivée de f :

F@) = ~(a= Dt )T ) e o)
= @+ a1+ ) o - 2]
= @2 (~a-na- S+ -5 %)
. %)G_Q (_ (a—1)z* - Q(Gzz 2)z? + (a + 1))

Sia=1, f'(z) <0 de mani¢re immédiate.

Sinon, le discriminant réduit du trinéme (a —1)X? —2(a—2)X +a+1est A = (a—2)? — (a* —1) = —4a +5.
Ainsi A < 0 ssi a > 5/4. En ce cas le trindme est toujours positif et f'(z) < 0 pour z € [0, 1] en s’annulant
au plus une fois.

Sil<a<5/4,le trindme a deux racines distinctes. Le produit des racines est alors positif, les racines sont
donc de méme signe et comme la somme des racines est alors négative car a < 2, on a deux racines négatives
strictement et donc (a — 1)z — 2(a — 2)2? + (a + 1) > 0 pour tout z réel. Ainis f'(x) < 0 pour z €]0, 1] en
ce cas.

Reste le cas 0 < a < 1. Le trindme a deux racines de signes distincts. La racine positive est X; =

a—2—\/5—4a_1 1—|—\/5—4a>1
a—1 B a—1
et comme on est entre les racines du trindme, on a nécessairement f’(z) < 0 pour x €0, 1].

(a —1 < 0). Donc sur Uintervalle ]0,1[, f'(x) ne s’annule pas,

Dans tous les cas f est strictement décroissante sur ]0, 1.
Les limites de f en 0 et en 1 (respectivement 0o et 0) permettent alors de conclure.

5. Avec le résultat précédent, il existe un unique r €]0,1[ tel que f(r) = A. On en déduit que nécessairement
r1 =T =..=x, = — et F possede au plus un extrémum sur U sous la contrainte choisie.
n
6. On remarque que la limite de F(z1,...,x,) lorsque I'un des x; tend vers 0 ou 1 (et les autres quelconques
tels que (x1,...,x,) € U) tend vers +oo. Cela permet d’affirmer que F atteint un minimum sur ]0, 1[" sous

la contrainte d’égalité en se restreignant & un ensemble du type [e, 1 — €]™ avec la contrainte d’égalité qui est
fermé borné de R™ sur lequel F' atteint bien un minimum et un maximum. Ce minimum vérifie la condition

1 1
d’optimalité sous contrainte précédente. Il s’agit donc du point (—, ..., —) pour lequel
n n

1
F(——) = n'~*(n® + 1)

1
n
L’inégalité (1) s’en déduit.
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 18

Soient X et € deux variables aléatoires indépendantes, telles que X suit une loi normale N'(0,1) et € une loi &
1
support dans {—1,1} telle que P(e = —1) = P(e = 1) = 3 On note Y =¢eX.
Calculer Cov(X,Y). X et Y sont-elles indépendantes ?

Solution :

Ona Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y) = E(eX?) = E(e)E(X?) =0
Soit u € R. On calcule la loi de Y :

P(Y < u) = P(X < u)P(e = 1)+ P(X = —u)P(e = —1) = =(6(u) + 1 — 6(~u)) = ¢(u)

Y suit donc aussi une loi normale N (0, 1).
On peut montrer de deux manieres que X et Y ne sont pas indépendantes :
1. En calculant B(X?Y?) = B(¢2X*) = E(X*) = 3 tandis que F(X?)E(Y?)
2. En considérant S = X + Y, on constate que P(S =0) = P(X = —eX) =

une loi normale contrairement au cas ou X et Y sont indépendantes.

1

ol —

, ce qui indique que S n’est pas
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Exercice principal Maths Approfondies 19

1. Question de cours : convergence en probabilité et convergence en loi.

2. Soient (my,)n>1 une suite de réels convergent vers le réel m, (0,,)n>1 une suite de réels strictement positifs
et convergent vers le réel o > 0 et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires telle que X, suit la loi normale
N(my,, Ui).

Montrer que la suite (X,,),>1 converge en loi vers une variable aléatoire X suivant la loi N'(m, o?).
3. Montrer 'existence d'une constante réelle 7 telle que :

> -

k=1

n)+ v+ o(1)

w\H

Dans la suite de l'exercice (Y},)n,>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi,
d’espérance m et d’écart-type o. Pour tout entier n, on note :

n
Ys.
Hn_ n—l—l 2::?

4. Etablir que la suite (Hy),>1 convergence en probabilité vers une variable certaine égale a m.

5. On suppose dans cette question que la loi commune des variables aléatoires Y,, est une loi normale.
Etudier la convergence en loi de la suite (ln(n) (H, — m))
n>=1

= 1 w2
On donne : ;ﬁ = ra

Solution :

1. p21 EC2
2. Pour tout n on a :

et il en résulte que pour tout réel t on a :

Fx. () = P(Xo <t) = P <X"_m” < t_m") Y <t—mn)
o

On On

en notant ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Il s’ensuit que :

lim Fy, ():@(t_m> = Fx_(t)

n——+0oo o

Xoo = N(m, 0?)
Bilan :

(X,)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire X, suivant la loi N'(m, o?).
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3. Soit

On étudie la série (téléscopique) de terme général v, = w11 — Up,.

Ona: ) )
- (1 - — -
o =27~ 5
La série de terme général v,, est donc convergente et, par téléscopage, la suite (u,)n>1 converge vers un réel noté
.
Bilan :
n
. 1
1l existe une constante v telle que Z 7= In(n) + v+ o(1)
k=1
4. Pour tout entier non nul n on a : N
1
m -
k=1 k
E(H,) = =
(Hn) In(n+1)

~In(n) on a :

T =

et comme In(n + 1) ~ In(n) et Z
k=1
lim FE(H,)=m

n—-+oo

De plus, par indépendance des variables aléatoires Y, on a :

1
UZZﬁ
k=1

V(Hn) = m

1
et puisque la série de Riemann de terme général 72 converge il en résulte que :

lim V(H,) =0

n—-+o0o

Soit alors € > 0 fixé.
D’apres l'inégalité de Markov on a :

E(|H,, — m|?
P(|H, —m|>¢) < M
€
Or :
E(|H, —m|?) = V(H,) + (E(H,) —m)® =0
Bilan :
Ve>0 lim P(|H,—m|>¢) =0
n—-4o0o
Finalement :

la suite (H,,)n>1 convergence en probabilité vers m

5. Posons : T, = In(n)(H,, —m).
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et donc :

n—-+oo
De plus :
n 1
2
> s
V(T,) = In*(n k=1
(T) (n) 2+ 1)
et donc :
= 1 o
. 2 o

D’apres le résultat de la question 2. et du fait que les variables en jeu suivent des lois normales, il en résulte

finalement que :

la suite (1n(n)(Hn - m))

n>
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Exercice sans préparation Maths Approfondies 19

Soient b, c et d des constantes réelles et considérons I’équation f(z) = 0 avec f(x) = 2® 4+ ba?® + cx +d pour z € R.
1. Justifier brievement pourquoi il existe un entier naturel m tel que f(m)f(—m) < 0.

2. Compléter en Python les endroits soulignés de la fonction trouver_chg_signe ci-dessous afin qu’elle renvoie
le plus petit entier naturel m vérifiant f(m)f(—m) < 0.

def trouver_chg_signe(b, c, d):
def pol3(x):
return x**3 + b*xx*x2 + c*xx + d

return m

3. On utilise une méthode de dichotomie pour trouver une solution de ’équation dans [—m,m] : on considére
les suites (ay,,) et (b,) définies comme suit : ag = —m, by = m et pour tout n > 0

(@ns1,bng1) = { (an,cn)  si f(en)f(an) <0,

(¢n,byn)  sinon,

ol on a posé ¢, = (an +b,)/2 pour n > 0. Si on se donne un réel e > 0 définissant la précision souhaitée, on
considérera que la solution est atteinte quand |b, — a,| < €. Dans ce cas, on peut choisir ¢, = (an + by )/2
comme solution.

Compléter en Python les endroits soulignés de la fonction madichotomie ci-dessous afin qu’elle renvoie une
solution de 'équation f(x) = 0 obtenue par cette méthode de dichotomie avec une précision epsilon. Cette
fonction peut faire appel a la fonction trouver_chg_signe

def madichotomie(b, c, d, epsilon):
def pol3(x):
return x**3 + b*xx*2 + c*x + d

m= ____
an = _______
bn = _______
while (_____________ __ _ __ _ ____ _________ )
cn = (an + bn)/2
if (o __ )
_______ = cn
else
_______ = cn
res =

return res

Solution :

1. On a tligl f(t) = o0 et , ligl f(t) = —oo. Il existe donc A > 0 et B > 0 tels que f(t) < 0 pourt < —A
—400 —+oo
et f(t) > 0 pour ¢t > B. On peut choisir m tel que m > max(A, B).

z def find_sign_change(b, c, d):
def pol3(x):
return x*x3 + bxxxx2 + c*xx + d
m =0
while pol3(m)x*pol3(—m)>=0:
m=m+ 1
return m
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" def madichotomie(b, c, d, epsilon):
def pol3(x):

return xx*3 + b*xx*x2 + c*xx + d

m = find_sign_change(b, c, d)

an = —m

bn = m

while (abs(an—-bn) >= epsilon):
cn = (an + bn)/2
if (pol3(an)*pol3(cn) <= 0.0):

bn = c¢cn
else:
an = cn
res = (an + bn)/2

return res
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