SUJET S1

Exercice principal S1

On considére une suite de variables aléatoires (X,,)nen définies sur un méme espace probabilisé (2,4, P),
indépendantes et de méme loi et vérifiant :

1
VneN, PX,=-1)=PX,=1)= 5
54
On pose pour tout n € N*, S, = X1 +... + X, et U, = —Z.
n
1. Enoncer l'inégalité de Markov
2. Calculer E(S?) pour tout n € N*.
3. Montrer que pour tout n € N* E(S%) = 3n? — 2n.
4. Montrer que pour tout n € N* on a
1 3
P(U, > —) < >
( - \/’77,) - n%
1
5. Montrer que Z, ={w € Q, Fk>n, Uglw)> —k} € Aet que:
lim_P(Z,) =0.
6. En déduire qu'il existe Z € A tel que P(Z) =0 et
Vwen\z, lim oo _g
n—-+o0o n
Solution :
1. Cours. Programme ECS1 page 24.
2. Comme E(X}) =0, on a E(S,,) = 0. Ainsi E(S2) = V(S,) = V(X%). (indépendance des variables)

k=1
Or, V(Xy) = 1, ainsi | E(S?) = n

. On développe Si. Les termes du type X on une espérance égal & 1, ceux en X? X7 ont une espérance égale

a E(X?)E(X?) = 1 par indépendance et tous les autres ont une espérance nulle.
* 1y a n termes du type E(X])
* Pour une paire d’indices {i, k}, on peut compter le nombre de termes X? X7 avec i et k fixés, on choisi

4
) = 6 choix.

deux facteurs qui vaudront X, les deux autres valant X ,f, <2

-1
*Mais il y a (n) = nin=1) paires d’indices {i, k}

2 2
Au final,
E(S4) = n+3n(n — 1) =|3n2 — 20

C’est une application directe de Markov avec la majoration 3n? — 2n < 3n?.

n(3n? —2n
P (Un > < VIE(U,) < %

1 3
Up>—F)< —
\/ﬁ) n

)

Pour tout n € N* on a P(

e




Zo= lwen Uiw)z Zed

k>n

5. On a
et donc
— 3
P(Zn) < Z e
k2
k=n
C’est le reste d’une série convergente, lir}rl P(Z,)=0
n—-+0oo
Z =) Zn
n=1

6. On prend
On a Z € Aet P(Z) =0 avec la question précédente et le théoréme de la limite monotone

(pour K,, = ﬂ Zy).
k=1
Soit ensuite w ¢ Z. 1l existe donc n € N tel que pour tout k£ > n, on a
Sk(w 1
2 = vy <
T A C
k——+oo k

et donc



Exercice sans préparation S1

Soient n € N* et A € M, (R) fixée.
On note £4 = {M € M, (R) telles que AMA = 04, (r) }-
Déterminer la dimension de € 4.

Solution :
E4 est bien un sev de M, (R).

Soit M € M, (R). On note f et g les endomorphismes de R" induit par respectivement M et A dans la base
canonique et

Me&Eyssigofog=Opmn ssiVe €R", (go fog)(x)=0ssiVyec Im (g), f(y) € Ker (9)

On construit une deux bases (e, ....,e,) et (€],...,e),) de R™ telle que (eq,...e,) soit une base de Im (g) et
(€}, ...e;,_,,1) une base de Ker (g)

"Wy € Im (g), f(y) € Ker (g)" ssi la matrice de f a pour allure : ( B g ) ,

Onm,.,.
ot Be M,,_,,(R),C e Mp_pp—r(R) et D€ My_,,_(R).
Donc €4 est isomorphe (par un isomorphisme de changement de base) a G,

A | B

ou G = aAeMnfrr(R)y BEMnfrnfr(R% CEMrnfr(R) .
OMr,r C ) ) )

Cet espace est lui méme isomorphe & M,,_, (R) X My p—r(R) X M, . (R).

Il est donc de dimension (n — )2 4 2r(n —r) = n? + 72 — 2nr 4+ 2nr — 22 = n? — 12,

’ dim(E4) = n? —r?. ‘




SUJET S2

Exercice principal S2

Dans tout ’exercice, n désigne un entier supérieur ou égal & 1.
* On dira qu'une matrice A = (a;,5), ¢; <, de Mn(R) est a diagonale propre si et seulement si elle est semblable
ala matrice D = (d; ;) ¢, <, diagonale de My, (R) formée & partir des propres coefficients diagonaux de A.
Autrement dit, vérifiant :

Vi € [|1,n]], di;i = ai; et ¥(i, ) € [|1,n[]?, sii # j alors d; ; = 0.

* On note &, ’ensemble des matrices de M,,(R) a diagonale propre.

1. Question de cours : propriétés de la trace.

2. On suppose dans cette question seulement que n > 2. Donner un exemple de matrice de M, (R) non
diagonale & diagonale propre.

3. Soit A = (ai,j),; j<, une matrice symétrique de M, (R).
(a) Exprimer la trace de A? a l'aide des coefficients (a;;), ., i<t
(b) A quelle condition A est-elle a diagonale propre ?

4. (a) Que renvoie la fonction Scilab K suivante, si on rentre x un réel, n un entier naturel non nul et B une
matrice colonne de M, 1(R)?

function K(x,n,B)
S =0;
for i=1:n
if x==B(i,1) then S = S+1
end
K =8S;
endfunction

(b) Compléter la fonction Scilab suivante, qui si on lui donne n un entier naturel non nul et A une matrice
de M,,(R) renvoie 1 si la matrice A est & diagonale propre et 0 sinon.

On pourra utiliser la fonction K ainsi que la fonction rank.

function diagpropre(n,A);
C=1;
I = eye(n,n);
for i=1:n

diagpropre=C
endfunction
5. &, est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?

6. Déterminer le plus grand entier p € N tel qu'il existe un sous-espace vectoriel F' de M,,(R) de dimension p
vérifiant F' C &,,.

Solution :

1. Programme ECS 2 page 5



2. Les valeurs propres d’une matrice triangulaire supérieure se lisent sur sa diagonale. Si ces valeurs sont toutes
distinctes, la matrice est diagonalisable et est semblable & une matrice diagonale dont les valeurs sont égales
a ses propres coefficients diagonaux. Il suffit de choisir une telle matrice.

‘Toute matrice triangulaire supérieure non diagonale avec des coefficients diagonaux distincts convient.

3. (a) Sil'on note A? = (b; ;)

1<i,g<n’

n n
On obtient pour tout i € [|1,n|]. b;; = Zai,ja]‘,i = Zaij.
j=1 j=1

Ainsi | Tr(A?) = i iaij.
i=1 j=1

(b) Soit A une matrice & diagonale propre, elle est donc semblable & une matrice D diagonale dont les
coefficients valent a; ;.

Mais alors A? est semblable 4 D?, donc tr(A?) =tr(D?).

n n n
.. 2 2 2 _
Ainsi E E ai; = E a; ;, donc E a; ; = 0.

i=1 j=1 i=1 i£]
Comme tous les coefficients sont positifs, ils sont tous nuls.

Vi,j € [|1,n]], si i # j, a;; = 0. Autrement dit A est diagonale.
Réciproquement, si A est diagonale, elle est semblable A elle méme et elle est & diagonale propre.

‘Une matrice symétrique est & diagonale propre si et seulement si elle est diagonale.

4. (a) K renvoie ‘ le nombre de fois ou I’élément = apparait dans la matrice B.

(b) function diagpropre(n,A);

C=1;

I = eye(n,n);

for i=1:n

if rank(A-A(i,1)*I)<>n-K(A(i,i),n,A) then C = 0
end

diagpropre = C
Remarque : Cette fonction utilise "rank" qui fait du calcul approché et peut parfois proposer une valeur
inférieure au rang réel. On peut poser la question au candidat, mais on n’insiste pas si cela ne lui dit
rien.

5. Sin =1, la réponse est oui. (&, = M;1(R))
Si n = 2, il suffit de considérer A = < 1l > et B = < -0 )

0 0 0 0
Ces deux matrices sont & diagonale propre d’aprés 3.
Mais A+ B = 8 (1) ) n’est pas diagonalisable (une seule valeur propre 0 et A + B n’est pas la matrice

nulle), donc encore moins a diagonale propre.

Ainsi & ne peut pas étre un sous-espace vectoriel

Si n > 2, il suffit de considérer des matrices A’ et B’ construites avec les coefficients de A et de B sur leurs
deux premiéres lignes et colonnes et complétées avec des 0 pour voir que &, n’est pas non plus un sous-espace
vectoriel de M, (R).

‘En (R) n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (R) sauf si n = 1.

6. L’ensemble D,, des matrices diagonales est inclus dans &, .
1l existe donc un sous-espace vectoriel F' de dimension n tel que F C &,.
En notant (E; ;)i<i,j<n la base canonique de M, (R).
Dy=vect(E; ;,1 < i< n) et ces vecteurs, issus de la base canonique forment une famille libre.

Et si 'on note G,, =vect((E; ;))1<i j<n,i%j, ¢'est un sous-espace de dimension n? — n. Mais toute matrice de

G, a ses coefficients diagonaux nuls, donc toute matrice de G,, N &, est semblable & la matrice nulle.
Donc G, N &, = {0}.

Donc si F est un sous-espace vectoriel de M,,(R) inclus dans &,, G, N F' = {0}.

Donc dim(G,)+dim(F) < n?, donc dim(F) < n* — (n? —n) = n.

‘La dimension maximale pour un sous-espace vectoriel de M,,(R) inclus dans &, est n. ‘




Exercice sans préparation S2

Pour toute variable aléatoire Z & valeurs dans N, on appelle fonction génératrice de Z la fonction

+oo
Gzt Y t"P(Z =n).

n=0

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N. définies sur un méme espace probabilisé
(Q,A,P)
1. Montrer que Gx4y (t) = Gx (t)Gy (t) pour tout réel ¢ pour lequel cette égalité a un sens.

2. Montrer que si X + Y suit une loi binomiale, alors X et Y suivent aussi des lois binomiales (pas nécessaire-
ment de méme paramétre).

Solution :

1. Soit t un réel appartenant simultanément aux ensembles de définition de Gx, Gy et Gx,y. Puisque X et
Y sont indépendantes, tX et ¢¥ le sont aussi par le lemme des coalitions. D’apreés le théoréme du transfert,
on a:

Gxiy(t) =E () =E (t¥) E (1) | = Gx ()G (1),

2. Supposons que Z suive la loi binomiale de paramétres n et p. Puisque Z est finie, tZ admet une espérance
pour tout réel t. D’aprés le théoréme du transfert,

i n
VtER, Gxyy(t) =Y t* (k)p'“(l —p)" = (tp+1-p)".
k=0

La fonction G'x 1y est donc polynomiale. Puisque Z est & valeurs dans [0,n], X et Y le sont aussi, assurant
alors que Gx et Gy sont des fonctions polynomiales. Il existe donc a € R et £ € [0,n] tel que :

VteR, Gx(t) =a(tp+1—p)-.

Puisque Gx (1) =1, a = 1.

l
Or, pour t € R, et k € [|0, £]], Gg];) (t) = Mpk(tp+ 1—p)*.

On en déduit alors la loi de X en appliquant la formule de Taylor au polynéme Gx (Taylor pour les
polynémes n’est pas explicitement au programme, on peut utiliser Taylor-Lagrange ou identifier les DL.)

(k)
Vk € [0,/], P(X = k) = Gﬁd(O) = k!(ﬁ k)!pk(l —p) k.

Si k > ¢, la méme formule donne P(X = k) = 0.
La variable aléatoire X suit donc la loi binomiale de paramétre £ et p. On conclut de méme pour Y.

Si X 4+ Y suit une loi binomiale, alors X et Y suivent aussi des lois binomiales. ‘




SUJET S3

Exercice principal S3

Soient n € N*, z € [0,1] et .S,, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres n et x.

S.
On pose X,, = ==,
n

1. Question de cours : inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
2. Montrer que

1
Va >0, P(\Xn—x\Qa)gm

3. Soit f :[0,1] — R une fonction continue. On introduit Y,, = f(X,,) et on pose alors B, (f)(z)
définit ainsi une fonction B, (f): [0,1] — R.
(a) Justifier que pour tout n € N, B, (f) est une fonction polynomiale en x.
(b) Onpose Py:a s 1, P :axrs xet Py:xs
Déterminer, pour n € N*, B, (Py), Bn(P1) et B, (Py).
4. Justifier qu'il existe M € R tel que, pour tout = € [0,1], |f(x)] < M.
5. Soit maintenant € > 0 fixé. On admet le résultat suivant :

Ja>0 Y(z,y) €[0,1° |z—yl<a=|f(x) - fy)|<e

(a) Avec les notations précédentes, montrer que :

P (7 (£) - s (%= 5) < 2

k
;*I|>O{

F, 00 (- <

et que :

(b) Conclure qu’il existe un entier ng > 1 tel que, pour tout n > ng :
Ve € [0,1] |Bn(f)(z) — f(z)] < 2e.

Commenter le résultat obtenu et illustrer par un dessin.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2014 p. 22.
1—
2. De maniére immédiate : E(X,,) =z et V(X,,) = u
n
Soit a > 0 fixé. En vertu de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P (X, — x| > a) =P (X, —E(X,)| > a) < Vgn) _ x(iw;a:)

Or, pour tout = € [0,1], (1 — z) < —. On obtient donc finalement :

> =

1

P(Xy —z| 2 a) < —
(X2 0) < T




3. (a) Par la formule de transfert, pour = € [0, 1], en revenant & la définition de B, (f) :

=< (1 (3)) s (2) o

Il est alors immeédiat que B, (f) est un polynoéme en z comme somme de polynomes.

(b) Soit n € N*. En reprenant la formule précédente dans les cas particuliers respectivement de Py, P; et
P», on remarque que, pour z € [0,1] :

Bo(Py)(x) = E(Ry(X,)) =E(1) =1 soit |Va €[0,1] Bu(R)(z) = 1= Pya)|

De méme :
Bu(Py)() = E(Pi(X,)) = E(X,) soit |¥z€[0,1] Bu(P)(x)=z=Pi()]
Enfin :
Bn(P2)(x) = E(Py (X))
= E(X3)
V(X,) +E(X,)? par la formule de Koenig-Huygens
z(l—x) 9
= +x

1
Finalement : |Vz € [0,1] B, (P)(z) = 2* + ﬁ(x —z?) |

On peut notamment remarquer que cette fois : B, (Ps) # Ps.

4. D’apres le théoréme des bornes atteintes, la fonction f étant continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée
d’ou lexistence de M € R tel que, Vz € [0,1], | f(x)] < M.
5. (a) On montre la premiére inégalité demandée. Par inégalité triangulaire, pour k € [0,n] et 2 € [0,1] :

£(5) - @

par la question précédente. Alors :

<’f<f;)‘+f(x)|<M+M—2M

k k
> (1(5)-s@)re=wm| < 5 |1 (%)< | pee, =i
ke[0,n] ke[o,n]
%7m|>a §7m|>a
< 2M ) P(X, =k/n)
kel[0,n]
%fx|>a
< 2MP(|X, —z| > )
< 2M par la question 2
4na?
M
<
2na?

En ce qui concerne la deuxiéme inégalité, on remarque que pour |k/n — z| < «, alors <e

f(ﬁ)—fu><

par la propriété admise. Ainsi :

() rarncse] < £ E)- oo
kel[0,n] ke[o,n]
h-sl<a woelse
< € Z P(X,, = k/n)
ke[o,n]
E_z|<a
< EXn:P(Xn =k/n)
k=0

VA
)



(b) En utilisant la question précédente, on obtient, pour = € [0,1] :

B - 5@l = |3 (1(5) - 5@ B = /)

k=0

— “E:'@ (f (i) — f(x)) P(X, = k/n)| + |§%@a (f (:) - f(:c)) P(X, = k/n)

< e+ —
= 2no?

Or < e. Alors :

— 0 quand n — +o0o et donc il existe ng € N* tel que, pour tout n > ng,

2no? na

¥n €N n>ng=Vec[0,1] [Bu(f)(@) - f(z)| < 2]

En terme de commentaires, on attend bien sir que le candidat remarque qu’on approxime ainsi f par
une fonction polynomiale et que I'on a méme mieux qu’une convergence simple de B, (f) vers f.
Remarquons d’ailleurs que la convergence simple peut se déduire de la loi faible des grands nombres
mais, sauf erreur, en utilisant un résultat hors programme : X,, converge en probabilité vers = par la loi
faible des grands nombres donc Y,, = f(X,,) vers f(z) par continuité de f et enfin, B,(f)(z) = E(Y},)
converge alors vers E(f(x)) = f(x) — mais on utilise lors de cette derniére étape des propriétés de la
convergence en loi qui ne sont pas au programme des ECS.

convergence uniforme

— f
1.0 - ® feps
® fteps
0.5 A
0.0
_.|:|.5 -
_ID -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Exercice sans préparation S3

Soit n € N*.
1. Déterminer toutes les matrices M € M, (R) telles que M'MM'MM = I,,.

2. Pouvez-vous trouver des solutions supplémentaires & cette équation dans M, (C) qui ne soient pas des
multiples de I’identité ?

Solution :

1. Soit M une solution. On en déduit immeédiatement que M est inversible d’inverse égal a la fois a ‘M MM M
et MM M'M.

On en déduit que ‘ M1 est symétrique, donc M aussi. ‘

On en déduit que M° = I5.

La matrice M étant symétrique réelle, elle est diagonalisable en vertu du théoréme spectral. Il existe donc
une matrice P € M, (R) inversible et une matrice D € M,,(R) diagonale telles que M = PDP~'. Ainsi
I, = M® = PD°P~" donc D = I,, et ainsi M = I,,.

Réciproquement la matrice I,, est solution de I’équation.

L’unique solution recherchée dans M., (R) est I,,.

2. Sin =1, c’est impossible, puisque toute matrice est un multiple de I,,.

On cherche des solutions en plus parmi les matrices diagonalisables : on cherche alors des matrices symé-
triques telles il existe D € M,,(C) diagonale et P € M,,(C) inversible M = PDP~* et D° = I

11 suffit donc de prendre D composée de racine cinquiéme de 'unité (avec au moins deux coefficients distincts)
et d’avoir ‘P = P~1.

* M est bien symétrique (on a bien ‘M = M), et I'on a bien M® =1,

* M n’est pas un multiple de 'identité car M a plusieurs valeurs propres complexes.

Les matrices de

{Pdiag(\1, ..., \n) PP € M,,(C) inversibles et vérifiant’P = P~' et (A, ..., \,) € U2 non tous égaux }

conviennent



SUJET S4

Exercice principal S4

Soient xg un réel fixé et f la fonction définie sur R par :

1

VreR, f(z)= —"——
f( ) 7T(1+(!E—$C0)2)
1. Question de cours : convergence en probabilité.

2. (a) Justifier le fait que f est bien une densité, et calculer la fonction de répartition d’une variable X admettant
f comme densité.

On dit qu’une telle variable aléatoire suit une loi de Cauchy de paramétre x.
(b) Une variable suivant une loi de Cauchy de paramétre zy admet-elle une espérance ?
3. Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que le réel m est une médiane de la variable X si et seulement
si m vérifie 1
]P’(X<m)<§<P(X<m)
Déterminer le ou les réels qui sont des médianes de X dans les cas suivants :

(a) X suit une loi de Cauchy de paramétre xg.

1
(b) X suit une loi de Bernoulli de paramétre —.
4. Ecrire une fonction Scilab qui, ayant pour argument un paramétre a > 0, et renvoyant une médiane d’une
variable aléatoire Y suivant une loi de Poisson de paramétre a.

5. Soit (Xj)ren une suite de variables aléatoires & densité mutuellement indépendantes suivant chacune une
loi de Cauchy de paramétre xg.

Soit z € R et n € N*. On définit Y,, , la variable aléatoire définie par le nombre d’entiers k& de [|1,n|] tels
que [ X < z] soit réalisé.

(a) Donner la loi de Y,, 5.
Y,
(b) Montrer que —= converge en probabilité vers un réel que 1’on précisera.
n
6. On définit m,, une médiane empirique de {X7, ..., X,;} comme étant une variable aléatoire vérifiant
n
(*) Il y a au moins 5 indices i dans [|1,n|] tels que X; < mi,,.
7
(**) Il y a au plus 5 indices i dans [|1,n]|] tels que X; < mi,.
On admet qu’une telle variable aléatoire m,, existe.

(a) Montrer que Ve > 0,

P(ni, <xo—€) SP(Ynpo—c = =) et P(ni, > 20 +¢) < P(Yi 004 <

)

|3
|3

(b) Montrer que ni, converge en probabilité vers xg

Solution :

1. Cours ECS1 page 24.



2. (a) f est continue sur R et positive.

arctan(z — xg) — arctan(y — o)

™

De plus /Z flz)dz =

qui tend bien vers 1 quand y — —oc et z — +0

f définit bien une densité de probabilité, une fonction de répartition est donnée par : F'(z) =

arctan(z — )

™

1
5

1
(b) Comme xf(z) ~ — au voisinage de I'infini, donc 'intégrale donnant E(X) diverge.
T

‘X n’admet pas d’espérance. ‘

3. (a) Comme la variable X est a densité, P(X < m) =P(X < m).

1
On résout donc F(z) = 3 ssi arctan(z — xg) = 0 ssi z = xg.

‘1’0 est 'unique médiane de X. ‘

1
(b) Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre 3 P(X <

En revanche P(X < z) =0si 2 <0, puis P(X < z) =

‘Donc I’'unique médiane de X est m = 0.

|

4. function x = mediane(a)
P=exp(-a);
S=P
k = 0;
while S<1/2

x = k;
endfunction

W N S

)=0siz <0, puis P(X < x)

pour z €]0,1].

2
= —ou 1.

3

5. (a) Comme les événements [X}, < z] sont indépendants et ont chacun une probabilité F(x), on a un schéma

de loi binomiale.

‘Yn,m suit une loi binomiale de paramétres n et F(x). ‘

(b) Donc d’aprés la loi des grands nombres, comme Y;, ,, est une somme de variables de Bernoulli identiques

et indépendantes :

Yo
—% converge en probabilité vers F(z).
n

6.(a) Soit e >0 :

PN . . no. .. . . ~
Si m, < xg — &, alors il y a au moins 0 indices 4 de [|1,n]|] tel que l'on ait X; < ni, < z¢ — €.

n
Ainsi, il y a au moins 5 indices i de [|1,n|] tel que l'on ait X; < xo —e.

n

Ainsi Vo g2 > 5.

On a une inclusion d’événements et donc une inégalité au niveau des probabilités.

Ve >0, P(mn <Zxp— E) < P(Yn,mo—a =

)

~ . . no. .. . . o
De méme Si ni,, > xg + ¢, alors il y a moins 5 indices i de [|1,n]|] tel que 'on ait X; < niy,.

n
Ainsi, il y a au moins 5 indices i de [|1,n|] tel que l'on ait X; < xo + €.

n

Ainsi Yy, zo4e < 5

On a une inclusion d’événements et donc une inégalité au niveau des probabilités.

Ve > 0, P(niy, > xo +¢) < PV, 504e <

n
2

f)_

(b) Soit € > 0, P(|nmi,, — xo| > €) = P(niy, > xo + &) + P(ni,, < zo — €).

5)

Or, P(ni, <xp—¢) K PV 00—c = nop (

1
—F(x0—€)>2—F(x0—6)).




Yizo—
Or, d’une part —="°=< converge en probabilité vers F(zo — ) et d’autre part comme F est strictement
11
272
Yozo— 1
Par définition de la convergence en probabilité : lim P (W — F(zg—¢) > 5~ F(xg — 5)) =0.

n—-4oo n

croissante et F'(zg) = F(zg—¢)>0.

Par encadrement, lim P(mi, < xg—¢)=0.
n—-4o0o

On montrerait de méme que lim P(ni, > z¢ +¢) = 0 et finalement lim P(|ni,, — zo| > ) =0.
n—+oo n—+o00

m,, converge en probabilité vers xg. ‘




Exercice sans préparation S4

Soient a,b deux réels vérifiant a < b et n € N*.
Soient fi,- -, f, des fonctions continues sur [a,b] & valeurs dans R.
On considére la matrice A € .4, (R) dont les coefficients sont donnés par

b
i j =/ fit) fit)dt, 1<i,5 <n.
a

Montrer que les valeurs propres de A sont toutes réelles positives. Sous quelle condition sont-elles toutes strictement
positives ?

Solution :
La matrice A est symétrique. Il en résulte que ses valeurs propres sont toutes réelles. Soient A\ une valeur propre et
V =' (v1,---,v,) un vecteur propre associé¢ non nul. On a

n b n
AVIE = VAV = 3 v o, :/ (3 wfilt))dt > 0.
i=1

i,j=1 a

Il en résulte que A > 0.
Si 0 est une valeur propre alors il existe V ="' (v1,--- ,v,) non nul tel que

b n
YAV :/ (> wfilt)?dt =0
a =1

n
Ainsi la fonction ¢ — Z vi fi(t))? est continue, positive, d’intégrale nulle.

i=1
n

Donc il existe v1,..,v, non tous nuls tels que pour tout ¢ € [|a, b|] kafk = 0, autrement dit, la famille de

k=1
fonctions (f1,- -, fn) est liée.

Réciproquement si la famille est liée, on construit un vecteur propre associé a la valeur propre 0.

’ Les valeurs propres de A sont toutes strictement positives ssi fi,--- , f, forment une famille libre dans C°([a, b]) ‘




SUJET S5

Exercice principal S5

On considére une suite (X,),>1 de variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P) suivant toutes la loi normale centrée réduite.
On pose, pour tout entier non nul n et tout w € Q :

My (w) = max (X1 (w), ..., X, (w)).

On admet qu’on définit ainsi une variable aléatoire M, sur (€2, A, P).
1. Question de cours : définition de la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires. Exemple.

2. Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (M")n>1‘

3. Pour tout ¢ € R on pose : G(t) = P([X; > t]). Etablir que pour tout entier naturel non nul n il existe un
unique réel b, tel que G(b,,) = —
n
4. (a) Etablir, pour tout réel x > 0, 'égalité :
_ ozt 400 _ 2
G(m):ce - —c/ °

pour une certaine constante ¢ (indépendante de x) que ’on précisera.

(b) En déduire ’équivalent :

lorsque x tend vers +oo.
(c) Proposer un équivalent simple de b,, lorsque 'entier n tend vers l'infini.

5. Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (bn(Mn — b”))n>1'

Solution :
1. Programme ECS2 page 22.

2. Soit @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Pour tout réel ¢ on a : .

Fap, () = P( NXk < t]) = (®(t))"

k=1

par indépendance des v.a. X1,...,X,.
De I'encadrement 0 < ®(¢) < 1 il s’ensuit que :

n—-+4oo

La fonction nulle n’étant pas une fonction de répartition il en résulte que :

La suite de variables aléatoires (M”)n>1 ne converge pas en loi.
4




1
3. La fonction G = 1 — ® réalise une bijection strictement décroissante de R vers ]0,1[. Comme — €]0, 1]
n

1
Il existe un unique b, vérifiant G(b,) = —.

4. (a) On a, pour tout réel z :

avec

Pour z > 0 en écrivant

De I’égalité du 4a) on obtient :

d’on ’équivalent :

N

x

e 2

G(z) e

(¢) Puisque la fonction G tend vers 0 en +0o on a liar_l b, = +00 et ainsi :
n—-+0oo

Il existe donc une suite (€,)p>1 de limite nulle telle que :

1
:—1 n
—(1+en)

En passant au logarithme on a :

2

In(c) — ?" —1In(b,) = —In(n) + In(1 +¢,)

b2 ~—1n(n)
~——2 car In(t)=o(t?)

Ainsi :
b2
?" ~ In(n)

et il en résulte que :

by, ~ v/21In(n)




5. Soit t € R fixé et quelconque. On a :

P(IbulMy — 1) <) = P([M < b)) = (cp(bn n ;)) _ (1 e If)) ~ exp (mn (1 e <bn n bt)

/

Or: ) )
t\ 1 t
et
! t\? t\7! 2 2

c bn—&—a exp | —5 bn+bn =c bn—i-a exp | ——= | exp (—t) exp —E

d’ott
b2
G (bn + b) ~ cb, ' exp <—2") exp(—t)
—_——
1

Finalement :

et il s’ensuit que :
t
nln <1 -G (bn + b)) ~—e !

lim P ([bn(M, —by) <t]) = exp(—e )

n—-4o0o

Finalement :

Le fonction F : t +— exp(—e ") étant de classe C' sur R, croissante et de limite nulle en —oc et de limite
égale & 1 en 400, F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire Y (& densité).

Conclusion :

(bn(My = b3))., -, loi, 'y

olt Y admet pour fonction de répartition Fy : ¢ — exp(—e ")



Exercice sans préparation S5

Déterminer et représenter graphiquement ’ensemble

{(z,9(z))/z € [0,1] et g € G}

lorsque G est I'un des ensembles suivants :
1. G=G; ={g:[0,1] — [0,1] dérivable /g(0) =0 et Vz €

2. G=Gy={g:[0,1] — [0,1] dérivable /g(0) =0,g(1) =

0,1, |¢'(x)] < 1}
et Vo €[0,1],|¢'(z)] < 1}.

DN | =

Solution :

1. Soit (z,y) € [0;1]°.
Si (z,y) € G alors |g(x) — g(0)] < |z — 0] (par I'TAF).
Soit |g(z)] <z, s0it 0 <y <z < 1.
Réciproquement, soit (z,y) tel que 0 <y < z < L.

Si z =y =0, pas de probléme (on prend g la fonction nulle par exemple).

On considére la fonction g affine passant par et (0,0) et (x,y) g(t) = Yt
x

On a alors [g(t) — g(t')|] = £|t—t’| pour tous ¢,¢ € [0:1]. Comme Y < 1, la fonction g convient, et
z x

(l'7y) € g2-

\91 ={(z,y) tel que 0 <y < a < 1}.\

2. Conditions nécessaires : Soit (z,y) € Go. En utilisant 'TAF on obtient :
lg(x) — g(0)] < |z — 0], soit 0 < y < z (y > 0) d’une part
et |g(z) —g(1)| < |z —1],s0it z—1<y—1/2<1 -z
1
Soit y >ax—1/2ety<3/2—1z (et y<1pourze {0;2]).
Ce qui nous donne le domaine suivant :

(3/4.3/4)

¥1/2.0)

Réciproque :

Si (x,y) est dans ce domaine et n’est pas égal a (1/2,0) ou (3/4,3/4), on peut facilement construire une
fonction g dérivable passant par (x,y), et de dérivée toujours inférieure ou égale a 1 en valeurs absolues. (en
collant par exemple la courbe a la frontiére du domaine et en la "décollant" de fagon dérivable).



En revanche si (z,y) = (3/4,3/4), ou (1/2,0), on ne peut pas construire de fonction g "convenable", car on
aurait "un point anguleux" ou la fonction g ne serait pas dérivable.

Soit par exemple une fonction g convenable passant par (3/4,3/4), g(3/4) = 3/4.

pour z € [0;3/4], pour avoir |g(xz) — 3/4| < |z — 3/4| et |g(z)| < x, nécessairement on doit avoir g(z) = =
(sinon, on a une pente supérieure & 1 d’un c6té ou de 'autre. Donc g(z) = z sur [0;3/4]

De méme g(x) = 3/2 — x sur [3/4;1]. Donc la fonction g n’est pas dérivable en §

Et donc (3/4,3/4) & Gs.

De méme (0,1/2) & Gs.



SUJET S6

Exercice principal S6

Soit T une variable aléatoire & valeurs dans N et telle que :
YneN P(T >n)>0.
On appelle tauz de panne associé & T la suite (6,,)nen définie par :
VneN, 6,=P(T=n|T>n).

1. Question de cours : théoréme de la limite monotone dans un espace probabilisé (2, A, P).

2. Si T est une variable aléatoire indiquant ’instant oil un matériel tombe en panne, comment interpréter la
quantité 6,, pour n € N?

3. (a) On suppose que T suit une loi géométrique de paramétre p €]0, 1[. Déterminer le taux de panne (0,,),en
associé a T. Commenter le résultat obtenu.

(b) Soit T une variable aléatoire définie sur N* dont la loi est donnée par

A
P(T=k) = ——
( ) k(k+1)
ou A € R.
i. Déterminer la valeur de A.

ii. Montrer que, pour tout n € N, P(T > n) > 0 et déterminer le taux de panne (6,),cn associé a T.
Commenter le résultat obtenu.

4. (a) Justifier que 6,, € [0, 1] pour tout n € N.
(b) Exprimer la probabilité P(T > n) en fonction des termes de la suite (6,,)nen.
(¢) En déduire que la série Z 0, diverge.

5. On veut montrer la réciproque du résultat précédent. Soit donc (6,,),cn une suite vérifiant :
YneN 6,¢€[0,1] et Zen diverge

Montrer que la suite (6,,),ecn est un taux de panne associé & une certaine variable aléatoire T

6. Soit (0,)nen le taux de panne d’une variable aléatoire 7. On suppose déja programmeée une fonction Scilab
theta(n) qui pour n € N renvoie 6,,. Ecrire une fonction Scilab SimulT () qui simule la variable aléatoire T'.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS1 2013 p. 21.

2. La probabilité 0,, est la probabilité de tomber en panne & I'instant n alors que le matériel est encore en état
de marche & cet instant.

3. (a) Remarquons d’abord que le choix d’un paramétre p dans ]0, 1[ assure que, pour tout n € N, P(T" > n) > 0
et qu’ainsi la suite (6,,) associée & T est bien définie. On note ¢ =1 — p.
Alors, par définition des probabilités conditionnelles, pour n € N :

:P({Tzn}ﬂ{T>n}:P(T=n)

On P(T > n) P(T >n)

P(T > _ k—l_pqn _ n—1
(T>n)=> pi'= o 1
k>n q



et donc finalement :
9n =p

Le taux de panne est constant en ce cas. Le résultat était relativement prévisible car une loi géométrique
correspond & la répétition d’épreuve de Bernoulli indépendantes de méme loi et est donc un processus
sans mémoire — c’est ’analogue discret d’une loi exponentielle. Ainsi la probabilité de tomber en panne
a linstant n, sachant que 1’on fonctionne encore a cette date, ne dépend pas de n, et est simplement la
probabilité de succés & I’épreuve de Bernoulli réalisée a ’instant n.

(b) i. On doit avoir comme condition de normalisation :

1
e !

n=1

>t 2 )

n>=1 n=1

par téléscopage et donc : .

ii. Toujours par téléscopage, pour n > 0 :

Or :

1 1 1 1
R > =PT3nt )= 3 iy = 8 (3-) ~ g >

k>2n+1 k>2n+1

On peut alors calculer, pour n > 0 :

)| n+1

P(T =n) 1
T>n

tandis que 6y = 0.

On remarque que dans ce cas-13, la suite (6,,),>1 est décroissante : plus le matériel fonctionne depuis
longtemps, moins il a de chances de tomber en panne. Cela correspond par exemple & un matériel
ayant besoin d’une période de rodage avant de fonctionner correctement.

4. (a) De maniére immédiate 6,, € [0,1]. Il reste & voir que 6,, < 1. Or :

P(T >n) =P(T =n) +P(T > n) > P(T = n)
car P(T > n) > 0 par hypotheése, d’ou :
n)
n
(b) Par définition de 0y, P(T = k) = 0,P(T > k) et dans le méme temps :
P(T=k)=P(T>k)-P(T>=2k+1)
d’ou :

P(T > k+1)
P(T > k)

puisque P(T' > k) = P(T > k — 1) > 0 par hypothése pour k € N*, tandis que P(T" > 0) = 1. On en
déduit en faisant le produit de ces expressions pour 0 < £k <n — 1 que :

=1- 0

H]P’(T}k;rl)zl—[(l_ak)

k=0

ce qui par téléscopage et compte-tenu de ce que P(T > 0) = 1 donne :

n—1

P(T >n)=[](1 -6k

k=0




(c) Par continuité décroissante des probabilités : imP(T" > n) = 0 d’ou, en passant au logarithme dans le
n

résultat de la question précédente, puisque 1 — 6 > 0 pour tout k :

n—1 n—1
Z In(1 —0;) =1In <H(1 - Gk)> — —oo quand n — +00
k=0 k=0

Ainsi la série Z In(1 — 6,,) est divergente.

Il faut maintenant distinguer deux cas : si (6,,) ne converge pas vers 0, la série Z 0, diverge grossiérement.

Si la suite (0,,) converge vers 0 alors :
(. fodiy In(1-46,)

o

et donc par comparaison de séries a termes de signe constant, on en déduit que la série E 0, est
divergente.

Dans tous les cas, | la série Z 0, est divergente |.

5. On procéde par analyse-synthése. Si T" est une variable aléatoire solution, nécessairement, compte-tenu des
calculs précédents, pour n € N* :

P(T=n)=P(T>n)-PT>n+1)= 1:[(1—9k)—H(1—9k):9n1:[(1—9k)
k=0 k=0 k=0

P(T =0) = 6y Ainsi, la donnée du taux de panne détermine entiérement la loi de T'.
Il reste donc & faire la synthése en montrant qu’en posant :
n—1
VneNx*x wu, =20, (1 —6g) et ug =6
k=0
la suite (u,) permet bien de définir la loi d’une variable aléatoire T en posant P(T' = n) = w,,. Pour cela, il
faut vérifier que u,, > 0 pour tout n ainsi que : Z Uy = 1.

n>0
Le premier point est immeédiat car 6,, € [0, 1] pour tout n.
n—1
Pour le second, on note Vn € Nx v,, = H(l —0k) et vo = 1.

k=0
Alors, pour n > 0, u, = v, — v,41 d’ou par téléscopage :

n n
E Up = E (Vg — Vkg1) =00 — Upg1 =1 — Upp
k=0 k=0

Or, en passant au logarithme dans ’expression de v,,, ce qui est possible car 1 — 6, > 0 pour tout k :
n—1
In(v,) = Z In(1 — 6%)
k=0

Comme précédemment de deux choses I'une : si (,,) ne converge pas vers 0, la série Z In(1 —6,,) diverge

grossiérement, si (6,,) converge vers 0, 1 — 6, o —0,, et la série Z In(1 — 6,,) diverge par comparaison de
oo

séries & termes de signe constant.

Dans tous les cas : limIn(v,) = —oco d’ott v, — 0 quand n — +o0.
n

Cela prouve que la série E u, converge et :

On peut donc définir une variable aléatoire T' & valeurs dans N dont la loi vérifie :

n—1
VneN P(T=n)=06, [[(1-06k)
k=0



Alors :

n—1
P(T>n)=Y PT=n)=> up=3 (0h—vet1)=vn=[(1—0)
k>n k>n k>n k=0

par téléscopage. En particulier P(T > n) > 0, on peut donc définir le taux de panne associé a T et ce dernier
vaut :

P(T’::n)__g
P(T>n) "
La réciproque est bien démontrée. ‘
. T = simulT();
stop = 0;
n=-1;
while stop == 0
n = n+l
if rand() < theta(n) then stop = 1
end
end
T=n

endfunction



Exercice sans préparation S6

Soient x et y deux vecteurs non nuls d’un espace euclidien F.

A quelle condition sur z et y, le projeté orthogonal du vecteur z sur la droite Vect (y) est-il égal au projeté
orthogonal de y sur la droite Vect (x) ?

On commencera par faire un dessin avec deux vecteurs quelconques de R?

Solution :

Un dessin est exigé.
Dessin avec deux vecteurs non orthogonaux :

(z; y)
|1

x, c’est-a-dire si et seulement si x et y sont orthogonaux

(z; v)
lyll>
2 9) _ (@)
ly[1? [l

Le projeté orthogonal de = sur Vect (y) est y. Le projeté orthogonal de y sur Vect () est x. Ces deux

projetés sont égaux si, et seulement si

ousi [lz|*y = [lyl*z.
La deuxiéme condition implique que z et y sont colinéaires et ainsi que Vect () = Vect (y). Le projeté de chacun
des vecteurs x et y sur la droite Vect (z) = Vect (y) est donc lui-méme. On en déduit donc que :

’ les projetés orthogonaux sont égaux si, et seulement si, x et y sont orthogonaux ou égaux. ‘




SUJET S7

Exercice principal S7

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).
Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1[.
Soit m > 1 un entier fixé. On considére N une variable aléatoire, indépendante des X;, suivant une loi de Poisson
de paramétre n > 1.
On pose Sy = 0 et pour tout entier k£ > 1 :

On définit également la variable aléatoire T = Sy = X1 4+ --- + Xy, c’est-a-dire :

N(w)
VweQ, T(w) = > Xi(w),
i=1

et enfin, on note pour n e N* : D, =T — S,,.
1. Question de cours : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
2. Rappeler la loi de Sy pour tout k € N, son espérance et sa variance.
3. Montrer que T suit une loi de Poisson dont on précisera le paramétre.
4. Déterminer E(D,,).
5. (a) Pour tout k € N*, montrer que I’espérance conditionnelle E (D%| [N = k]) est égale a :

E (Dy|[N = k]) =p(1 —p) - [k —n|+ |k —n|*-p

(b) Montrer alors que :
E(D;) < np

1
6. Montrer que pour tout € > 0 et tout a € }O, 3 {, on a:

T S,

lim P (no‘
n n

n—-+oo

26):0

7.(a) Montrer que si k € Net k #n, Py_p(D, #0) > 1—p
(b) Soient o > 1 et e €]0,1[. A-t-on

T S,

lim P <na
n n

n——+oo

25)20 ?

n

e/ 2mn

n
On pourra utiliser I’équivalent de Stirling, quand n — +oo, n! ~

Solution :

1. Pour Y une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2, on a :

VY]
2

Ve >0, ]P’(‘Y—IE[Y]‘ 25) <

2. e Par définition Sy suit une loi certaine égale &4 0 : So(Q2) = {0}, P(So = 0) =1, E[Sp] = V[So] = 0.



e Pour tout k£ > 1, en tant que somme de k variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de méme
parameétre p, Sk suit une loi binomiale de paramétre (k,p), & savoir :

Sk(Q) = [0,k], Vi€ [0,k], P(Sy =1) = (?)pi(l —p)*7", E[Sk] = kp, VI[Sk] = kp(1 - p).

Remarquons que le cas k = 0 vérifie les mémes formules.

3. OnaT = Sy.
Remarquons que, pour tout k > 0, sachant [N = k], alors T suit la méme loi que Sj.

Pour tout k € N, pour tout < € N,
Py (T = i) = Piy—g(Sk =) = P(Sp =14) (car S est indépendante de N)

Fixons ¢ € N. Alors, en utilisant le systéme complet d’événements ([N = k)0, on a :
+oo
BT =i) = 3 BV = DByoiy (T = )
k=0

“+o0
=Y P(N = k)P(S =)
k=0

Il
(3%
3
[
3
=[S,
N
S0
~
hds
-
I
=
T

k=1
_ e—npi +oo nk(l _p)k—z
il (k—0)

il
_ - (nD)’

il

Ainsi,‘ T suit une loi de Poisson de paramétre np. ‘
4. Par linéarité de 'espérance, on a E[D,] = E[T — S,| = E[T] — E[S,] =np —np = 0.
5. (a) Soit k € N*.

e Si k =n, alors [N = n] est réalisé, et donc D,, = S,, — S,, = 0, donc D? = 0 également :
E[DZ|[N=n]] =0
e Supposons n < k, et supposons [N = k] réalisé. Alors :
k n k
Dp=8=Sy=> Xi-Y Xi= Y X;
i=1 i=1 i=n+1

Ainsi, sachant [N = k|, D,, suit une loi binomiale de paramétre (k — n,p).
Or, si Z suit une loi binomiale de paramétre (k — n, p), alors E[Z?] = V[Z] + (E[Z])?, on a alors :

E[DL|[N = k]] = (k = n)p(1 = p) + (k — n)*p”
e Supposons n > k, et supposons [N = k] réalisé. Alors :

k n n
i=1 i=1

i=k+1

d’ou : —D,, suit encore une loi binomiale de parameétre (n — k,p). Donc de méme, on a :

E [DZ|[N = K]] = E[(=Dn)?|IN = k)] = p(1 —p)(n — k) + (n — k)*p?



On a donc bien démontré que :
Vk € N, E[DZHN:kH :p(17p)~|l<:—n|+|/€fn|2~p2

(b) Par le théoréme de lespérance totale,

:io]E[DiHN:k]] P(N = k)

_Z ) |k —n|+ |k —n|* p?) P(N = k)
IE [ (1 =p)|N —n|+p*[N —n|*] par théoréme de transfert
=p(1—p)E[|N —n|]+p°E [[N —n|?] par linéarité de 'espérance

Remarquons ensuite que, puisqu’on a toujours |[N — n| < [N — n|? (puisque |N — n| prend des valeurs
entiéres positives), on a par croissance de ’espérance :

E(IN —n|) <E[N —n/’]
d’ou :
E[D2] < (p(1 —p) + pP)E[|N — n[?] = pE [|N —n|?]
Et enfin remarquons que :

E[N-n|*] =E [(N - E[N])Q} = V[N] =n

D’ou :

. 1 .
6. 801ta€]0,2[et soit € > 0.

La variable aléatoire D,, admet bien une espérance et une variance (et V[D,] = E[D2] — 0 < np).
On peut donc appliquer 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P(no‘ T S, V[D,] np P

> E) =P (|D, —E[D,]| > en'"*) < < =

X
n (snlfa)Q 52n272a 52,”117204
Par encadrement, on a donc bien que :

lim P (n" > 5) =0.
n—-+oo

7. (a) Sachant N =k, si |D,| est une somme de |k — n| variables de Bernoulli.
Donc pour tout k € N, si k # n, IP’ka(|Dn| =0)= plFml < p.
Donc\sm ke, Pn—p(Dy #0) > p‘

(b) On pose « =1. A-t-on lim P(|T — S,| =€) =07
n—-+00

T S,

n n

Note : on ne peut pas parler de convergence en probabilité, car la loi de 7" dépend de n
e La question a. est une indication. On va montrer que P(D,, # 0) ne tend pas vers 0.
En effet si € €]0, 1[, comme la variable D,, est a valeur dans Z, P(|T — S,| > 5) =P(D, #0)

o P(D, #0) = > Pyn_i(Dn # 0)P(N = Z Pyn—i (D, # 0)P pr
k=0 k=0
k;«én k#n

P(Dy #0) > (1 - p)P(N # n)
— n _ n 1
e P(N #n)=1- exp(ni!n)n. D’apres Stirling, exp(n!n)n ~ Nors et donc nll)rfoo P(N #£n)=1

e Par contraposée du théoréme d’encadrement P(|T — S,,| > €) ne tend pas vers 0

eSia>1,n" zf& 271;7— doncIP’( Zfé >s>>IP’<nTSn >s>,etd0nc
n n o n n on n o on
T S,
Sie€|0,1[eta>=1,P — — —| > €] ne tend pas vers 0 quand n — +o0
n o n




Exercice sans préparation S7

Soit (up)n>0 une suite réelle telle que la suite (2w, 41 — Un)n>0 converge vers une limite ¢. Montrer que (un)n>0
converge vers /.
Indication : on peut commencer par le cas ¢ = 0.

Solution :

On note (’l}n)n20 = (2un+1 — un)n20
e Supposons que (vy,) converge vers 0.

On a
P Un—1 + Up—1
n 2 .
Il en résulte que
Up— Uy, —
|’Un71‘ |’Un72‘ |un72|
S T 7
Un—1 Un—2 Um, Um
< ) + 92 +”.+2n77m+2n7m

Soit | — €, e[ un intervalle ouvert autour de 0.
o Il existe m > 1 tel que v, €] —&/2,¢/2[ pour n > m.

— k
On a alors [vna] + [on—2| 4t [vm] < Enzy:n 1 <<
2 =9

22 gn—m = 2 2
k=1
e De pl insi fixe, T —ml g
e plus, pour m ainsi fixé, lim oo =
g |t | £
il existe ng tel que pour n > ng on a Sni-m < 3

Pour n > max(ng,n) on a bien |u,| < ¢

’Si (vn,) converge vers 0, alors (u,) converge vers 0. ‘

Si (vp,) converge vers £. On pose pour tout n € N, w, = u,, — ¢, et l'on a alors pour tout n € N,

2Wp 1 — Wy = 2Upy1 — Uy — L.

(2wy+1 — wy,) converge vers 0, ce qui implique avec ce que 1’on a montré que (w,,) converge vers 0 et par suite
que (uy,) converge vers /.

’ Si (vy,) converge vers ¢, alors (u,) converge vers £.




SUJET S8

Exercice principal S8

Soit n € N*. On appelle ici polynéme trigonométrique d’ordre n une fonction & valeurs réelles de la forme

f(0) =1+ Ay cos(0) + p sin(f) + ... + A, cos(nf) + py, sin(nb)

avec (An, pn) # (0,0).

1.
2.

Enoncer les formules trigonométriques donnant cos(a + b) et sin(a + b).

Soit w =

" Montrer que
n+1

FO)+ f(w) + f2w) + ... + f(hw) =n+ 1.

On admet que l’on aurait de méme f(0) + f(—w) + f(—2w) + ... + f(—nw) =n+1

. On suppose dans toute la suite que g est un polyndme trigonométrique d’ordre n prenant toujours des

valeurs positives.

Soit 90 € R.

Montrer que la fonction g : 8 — g(6 + 6p) est aussi un polynome trigonométrique qui a les mémes propriétés
que g.

Montrer que g(f) < n+ 1 pour tout 6 € R.

5. Montrer qu’il existe P € C[X] de degré 2n tel que

Vo e R, g(0) =e M P(e?). (1)

. On suppose que g(0) = n + 1. Montrer que dans ce cas, le polynéme P vérifiant (1) posséde 2n racines &

déterminer en fonction de €. Montrer que P est alors uniquement déterminé.

Montrer que

9(9) _ |1 =+ ez& I em9|2

n+1

. On suppose qu'il existe 6y € R tel que g(fy) = n + 1. Que devient le résultat précédent ?

Solution :

1.
2.

cours programme ECS1 page 7

On utilise une somme géométrique et une inversion de somme

Z flkw) = Z 14+ > Ajcos(kjw) + Z ;i sin(kjw)
k=0 k=0 j=1 j=1
= (n+1) Z ( (Z cos(kjw) ) + 1 <Z sin(kjw)))
j=1 k=1

n n

0 ikjw _ 2imj \\ " 1 —exp(2inj)
I‘;Ze 72 exp n+1 2“1_]>O

k=1 k=1 1 —exp <n+1




(somme géomeétrique de raison différente de 1 car €]0, 2x] pour j € [|1,n]])

Ainsi la partie réelle et la partie imaginaire de cette somme sont nulles, on obtient bien :

> flkw)=n+1

. On utilise les formules trigonométriques, qui donne pour # € R :

9(0) =1+ (A cos(kbh) + p sin(ko)) cos(k) + > (=i sin(kby) + puy, cos(kby)) sin (ko)
k=1 k=1
La positivité de g est évidente.

‘ g est aussi un polynome trigonométrique d’ordre n positif sur R‘

n

. Grace aux questions précédentes, comme Z g(kw) = n+1, et que tous les termes sont positifs, , | g(0) <n +1
k=0

Puis, pour 6y € R, §(0) = g(6y) <n+ 1.
\veeR, 9(0) <n+1\

oik0 | p—ik0 ik _ p—ik0
+ et sin(kf) = -
2 24

Ainsi g(0) = exp(—inb) (Z <)\2k + 'g’;) (e)"TF 4 exp(ind) + Z (Ak - gf) ek 4 (619)">

. On utilise le fait que cos(kf) =

. An
On a un polynome en e* de coefficient dominant <2 + 'L;n> X?2" ce terme est non nul car (A, 1) # (0,0)
i

il existe P € C[X] de degré 2n tel que V8 € R, g(8) = e~ "0 P(e).

On peut aussi remarquer que le terme de degré n du polynéme P vaut X",

. On déduit de la question 2. que g(w) = ... = g(nw) = 0 (car g(0) = n+1 et que chacun des termes est positif
On a de méme g(—w) = ... = g(—nw) =0
Le polynome P posséde donc 2n racines distinctes qui sont {e™™ ¥«  e£niw] ‘
2n
Donc P est un multiple de H (X — ™) (X + e ™))
k=1

Mais comme on sait que son coefficient de degré n vaut 1,

. On note h(@):%ﬂ|1+ei9+.“+eme| n+1z ”GZem‘)
7=0

1 - im
h( :n+1 ZZ@ J— k)@ :mm;nanLe d

§j=0 k=0

olt oy, =card{(j, k) € [|0,n[]* tel quej — k =m}
Onabienaozn—l—let am:a,

h(0) n+1 (TH- +Zam )) avec a,, € N

Ainsi, h est bien un polynome trigonomeétrique, h est positive et h(0) =n + 1

‘ Comme la fonction g précédente est uniquement déterminée, on a bien g = h.

. Dans ce cas, on utilise g qui vérifie bien les propriétés et donc g = h et on trouve que

g9(0) = I1+z+...+ 2"

n+1

avec z = ¢'(0=0),



Exercice sans préparation S8

On considére la fonction Scilab suivante :

function S = simul(p)

stop = 0

n=20

while stop ==
A = grand(1,1,’bin’,1,p);
B = grand(1,1,’bin’,1,p);
n = nt+2
if A <> B then stop =1
end

end

S = (n,B)

endfunction

On appelle cette fonction avec p €]0, 1]
On considére une suite de variable aléatoire (Xj)gen+ mutuellement indépendantes, définies sur un espace
probabilisé (2, .4, P) telle que pour k € N*, X} donne le résultat du k-iéme appel de grand(1,1,’bin’,1,p) s’il a

lieu.

1. On note alors (N,Y") le couple de variable aléatoire renvoyé par ’appel de la fonction. Ces variables sont-elle

correctement définies sur (2, A, P).

2. Déterminer la loi de Y.

Solution :

1. N détermine le nombre d’appels de grand(1,1,’bin’,1,p), donc le nombre de variable X3, ... Xy considé-

rées.
On peut constater que N est pair, et que on a N = 2k si et seulement si Vj € [|1,k — 1|] Xo;_1 # Xaj et
Xog—1 = Xok
k—1
(N =2k) = () {Xajo1 = Xo;} N {Xop # Xop1}
j=1

Ainsi on calcule |P(N = 2k) = (p? + ¢*)*"*(2pq) | pour k € N*

“+oo
1
On peut vérifier que ZP(N = 2k) = 1 (par le calcul, on en constatant que §N suit une loi géométrique
k=1
de parameétre 2pq €10, 1|)

‘ La boucle s’arréte presque siirement ‘, on peut donc presque siirement définir le couple de variable aléatoire.

(et 'on a la loi de N au passage)

2. Y suit une loi de Bernoulli. On peut voir ici sans calcul que P(Y = 1) =P(Y = 0)

Sinon, avec la formule des probabilités totales :

P(Y =1) = iop({zv =2k} N {Y =1})

- k—1
{N =2k} n{Y =1} = () {Xpj_1 = Xo;} N {Xop_1 = 0} N {Xpp = 1}

+oo
1 1
- — 1 — 2, 2\k—1  _ 1 1
AmmP(Yfl)fg:l(p +4q7) quzet Y%B<2>




Question bonus : quel est 'intérét de cet algorithme ?

Simuler une piéce équilibrée lorsque I'on a une piéce biaisé, et donc étre certain de faire un tirage équitable.
Question bonus 2 : calculer Cov(N,Y) : les variables sont indépendantes, la covariance est nulle.

Question bonus 3 : p(Y, Xn_1)? Y =1 — Xn_1, le coefficient de corrélation linéaire vaut —1.



SUJET S9

Exercice principal S9

Soient F un espace euclidien de dimension n > 1 et u € L(F) un endomorphisme symétrique de E.
u étant symétrique, on note (eq,...,e,) une base orthonormée de vecteurs propres et Ay,---, A, les valeurs
propres associées, et ’on suppose que :
0<)‘1</\2<</\n

1. Question de cours : caractérisations des fonctions es de classe C! sur un intervalle I.

2. Justifier que u est inversible et montrer alors que :

Vee B (u(x); z)(u'(z); ) < 2]

3. On pose a = /A1 A,. Soit alors fy @z +— z + &
a  x

(a) Montrer que f, est convexe sur R’ .

(b) En déduire que :
Yz € [A1, An] f()<,/A1+,/A"
X n all) X N N
b o VN

4. (a) Montrer que :

Yo,y €RY Vag< Y
(b) En déduire que :
Vee B /{u(z); z)(u=(z); z) < %(éu(x) + au”t(x); x)

(c) Conclure que :

Ve e B (u(x); z)(u(z); z) < 3 ( % + \/f) ||;1c|\4

Comparer avec le résultat de la question 2.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS1 2013 p. 21.

2. Les valeurs propres de u sont toutes non nulles par hypothése et donc | u est inversible.
De plus le théoréme spectral donne que u est diagonalisable en base orthonormée, ce qui signifie exactement

que 'on peut trouver une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de u.
n

On décompose x dans la base (e1,...,e,) : & = Z x;e;. Alors la base étant formée de vecteurs propres de
i=1

n
u:u(x) = Z \iz;e;, puis, la base étant orthonormée :
i=1

(u(@); 2) =D Naf <Ay af = A lla])®
i=1 i=1

par définition de \,,.
De méme u~! est également symétrique et ses valeurs propres sont alors A\7! > A;' > ... A;1 > 0 donc
pour x € F :

1

2
= lal

(™ (z); =) <



puis de maniére immédiate en multipliant membre & membre les deux inégalités obtenues :

3. (a)

Ve e B (u(a); o)t w); @) < 52l
1

La fonction f, est définie et C* sur R et, pour z > 0 :

1 o

fale) == =5

o x?

Comme « > 0, il est immédiat que f,, est croissante et donc, par la caractérisation des fonctions ct

convexe, on en déduit que | f, est convexe |

Si z € [A1, Ay, alors il existe t € [0, 1] tel que = (1 — t)A; + tA,. Alors par convexité de f, :

fa(@) < (1 =1)fa(X) + tfa(An)

Or fo(M) = fa(An) = \/> :\\*1—5- :\\% d’ou finalement :
A An
< - _
B < 35

2,
Il suffit de remarquer que, pour (z,y) € R :

vag < T e (Va- i) 2 0

Pour z € E, on peut calculer :

1
Viu(e); 2)(u=Y(z); z) = \/<u(:13)7 x)(au~(x); x) par linéarité
o
1/,1
< 3 <au(z); z) + (aut(z); x)) par la question précédente
11 . o
< §<fu(x)+au (z); z) | par linéarité
e

1

1
L’endomorphisme —u + au™" est symétrique et la base B est formée de vecteurs propres pour cet
e

endomorphisme puisque :

Mats (;umul) — Ding (faM)s fa(Ra)s s Falhn)

n
Alors, par un calcul analogue a celui de la premiére question si z € E se décompose dans F en x = E Zi€i,
i=1
alors :

(ule) + 0u @) 2 = D fa(h)e?

[0

Or, pour tout i € [1,n], A; € [A1, An] et donc, par la question 3.(b) :

Vie[1,n] fa(h) < \/§+ \/§
(Lu(e) + 0w (o) 2) < (@ + K) el

puis finalement, avec I'inégalité de la question précédente, en I’élevant au carré :

2
(u(e); o) (o) 7) < (ﬁ ¥ ﬁ) el

On en déduit que :




L’inégalité obtenue a cette question est meilleure qu’a la question 2.(c). ‘En effet, en raisonnant par équi-

valence :
2
U, ) o (M, M
4 An A1 Y 4\ \, M) TN

A Ay
<— —4+2<3—
N IS

oo . . A A
Or cette derniére inégalité est vraie car )\—1 <1< )\—"
n 1
On peut en fait montrer, via un calcul de multiplicateurs de Lagrange, que 'inégalité obtenue en 4.(c)
est optimale et qu’il existe des points de E pour lesquels c’est une égalité.



Exercice sans préparation S9

On considére deux jeux de dés décrits par le programme Scilab suivant (répétés ici 10000 fois) :

Njeux=10000;
compteur1=0;compteur2=0;
for i=1:Njeux
jeuxl=floor(6*rand(4,1)+1);
if (jeux1(1)==6) | (jeux1(2)==6) | (jeux1(3)==6) | (jeux1(4)==6) then
compteurl=compteurl+1l;
end
0k2=0;
for j=1:24
if floor(6*rand(2,1)+1)==[6;6] then
ok2=1;
end
end
compteur2=compteur2+ok2;
end
disp(compteurl/Njeux)
disp(compteur2/Njeux)

1. En quoi consistent ces deux jeux?

2. Les deux résultats affichés par le programme, une fois exécuté, sont deux valeurs trés proches de 0.5, 'une
étant supérieure légérement a 0.5 et 'autre inférieure légérement. Donner une expression exacte de ces deux
valeurs (correspondant & des probabilités de succés aux deux jeux).

3. Compléter le code afin de tracer la convergence en fonction du nombre de parties jouées vers cette valeur
moyenne.

Solution :

1. Le premier jeu consiste a parier sur la sortie d’'un 6 au cours de 4 lancers de dés. Le second jeu consiste a
parier sur la sortie d’'un double 6 au cours de 24 lancers de deux dés simultanément.

5\ 4
2. La valeur exacte de la premiére probabilité est |1 — () (0.517 environ) et la seconde est égale

6
24
35
1- (36) (0.491 environ).

Qo

3. On rajoute les trois lignes (avant, dans et aprés la boucle respectivement) :

P1=[1;P2=[];
P1(i)=compteurl/i; P2(i)=compteur2/i;

plot(1:Njeux,P1,’b-?);plot(1:Njeux,P2,’r-?)

Note : les arguments *b-’ et >r-’ ne sont pas exigibles des étudiants.
On trouve par exemple :
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SUJET S10

Exercice principal S10

Soit 0 €]0, 7| fixeé.
On considére E un R-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une base & = (u,v).
Pour tous vecteurs © = x1u 4 zov et y = y1u + yov de E (avec (x1,22) € R? et (y1,2) € R?), on note :

(z,y) = z1y1 + (T1y2 + T2y1) cos(0) + T2ys.

Soit f I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base Z est :

M= ((1) 2cgs1(0) )

1. Question de cours : Développement de ||a + b||2 lorsque a et b sont deux vecteurs d’un méme espace
vectoriel euclidien, muni d’un produit scalaire (-, -) et de sa norme associée || - ||

2. (a) Montrer que ® définit un produit scalaire sur E.
On notera || - || la norme euclidienne associée.

(b) Calculer ||ul|, ||v|| et ®(u,v).

3. Montrer que pour tout vecteur x de F, on a :
1f @) = ll]l.

4. En déduire que Sp(f) c {-1,1}.
5. f est elle diagonalisable ?
v — cos(f)u
sin(6)
Montrer que %y = (u,w) est une base orthonormée de E (pour le produit scalaire ®) et déterminer la
matrice de f dans la base %.

6. On note w =

Solution :

1. Pour a et b vecteurs de E, on a : ||a + b||> = ||a||* + 2(a,b) + ||b]|*>. Programme ECS2 page 7.
2.(a) e On a clairement V(z,y) € E?, ®(z,y) = ®(y,z), donc ® est symétrique.
De plus, pour z = z1u + z2v, y = y1u + Y2v, 2 = z1u+ 290, A E R, on a :
DAz + z,y) = (A\z1 + 21)y1 + (Az1 + 21)y2 + (Az2 + 22)y1) cos(0) + (Az2 + 22)y2
=A@y + (@1y2 + 2291) cos(0) + 22y2) + (2191 + (2192 + 2291) cos(0) + 22y2)
= A0 (z,y) + ®(z,y)

Ainsi ® est linéaire par rapport & la 1ére variable, et puisque ® est symétrique, ® est bilinéaire.
e Soit x =xyu+aov € E. On a :
O(x,x) = (21) + 2cos(0)x29 + (72)*
= (21 + cos(0)z2)* — cos?(0)(x2)? + (x2)?
= (21 + cos(0)z2)” + (1 — cos?(0))(2)? = 0
—_———

>0



e De plus, une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul, donc, pour toué
tr € F,
T+ cos(@)xg =0 1—cos?(0)#0

(1 —cos®(0))zy =0 T =12=0+=2=0

O(z,x) =0<:>{

Ainsi, ® est bien une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc‘ ® définit un produit scalaire sur E.

(b) On a clairement | [Jul| =1 = [|v]| et : D(u,v) = cos(0). |

3. Soit z = z1u + zov. Alors remarquons déja que :
|21 = |lzru + z20l* = (21)?ul® + 2z122®(u, v) + (22)?[[v]|* = (21)® + 2z02 cos(6) + (22)?

T

En représentant = dans la base £ par la matrice colonne X = ( ), le vecteur f(z) est représenté dans

T2

MX = ( | 2(:;81(0) ) ( o ) = ( o1+ 2cou(B)as >
Ainsi, f(z) = (—z2)u + (x1 + 2cos(f)xz)v

la base # par :

Ainsi :
1F @)I* = (—22)?[|ul]? + 2(=22) (21 + 2cos(0)22) @ (u, v) + (21 + 2 cos(8)x2)*||v]®
= (22)% 4+ 2(—x2) (21 + 2 cos(A)x2) cos() + (z1 + 2 cos(0)x2)?
= (22)% — 2x129 cos(0) — 4(x2)% cos®(0) + (x1)? + 4x1 25 cos(8) + 4 cos?(0)(x2)>
= (21)* 4 22129 cos(0) + (22)?
[l
Comme les normes sont positives, on a bien que : ‘ Pour tout = € E, || f(z)|| = ||z ‘

4. Si f admet une valeur propre ), alors il existe un réel 2 non nul tel que f(x) = Az.
Mais alors :
1f (@) = [lz]] = |Az]| = [l«]] = [A] - [l=]| = |||
Or, z est non nul, donc ||z|]| # 0, d’ou |A| =1, ainsi : A € {—1,1}.
Ainsi :

]Sp ) C{-1 1}\

5. \ est valeur propre de f ssi M — A non inversible ssi P(\) = A\? — 2cos(§)A +1 =0
P(1) =2(1 — cos(h)) et P(—1) =2(1 + cos(h))

Comme 6 €]0, [, ni 1, ni —1 sont valeurs propres.

Le spectre est vide et ‘ f n’est pas diagonalisable. ‘

6. On a déja vu que |ju|| = 1 donc u est bien normé.
De plus,

—o(u v —cos(f)u _ 1 ) — cos(0) ) = cos(f)  cos(0)
@(u,w)_<1>< " mn(0) ) D(u,v) — = D (u,u) :

Donc u et w sont bien orthogonaux.
Enfin, on a :
lv —cos(D)ul|>  ||v||* — 2cos(0)P(u,v) + cos?(O)||ul|* 1 — cos?(0)

w||]? = &(w,w) = = = -
Jol” = @) = P 7(0) o)

Ainsi, on a bien ||w|| = 1, et donc w est bien normé.

Les vecteurs u et w étant orthogonaux et non nuls (de norme 1), ils forment une famille libre, de cardinal

2 = dim(E), ‘donc PBo = (u,w) forme bien une base de E qui est orthonormée. ‘

v — cos(f)u

(@) on a sin(f)w = v — cos(#), d’ou :

Remarquons que puisque w =

fw) =v = cos(0)u + sin(f)w



et

f(w) = f (W)

—cos(0) 1
sin(6) flu)+
—cos(0) 1

~ sin(f) YT Sin
-1 cos(f

sin(6) T Sin

-1 cos

= —sin(f)u + cos(f)w

Donc la matrice de f dans la base % est :

(ot )




Exercice sans préparation S10

On considére pour tout entier n > 1, la variable aléatoire Z, qui est simulée dans la fonction Scilab ci-dessous.

function ¢ = Z(n,lambda)
X = grand(2,n,"exp",1/lambda) ;

c = 0;
for k = 1:n
if X(1,k) <= X(2,k) then
c = ctl
end
end
c =c/n

1. Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,,) converge en probabilité vers une variable aléatoire dont on
précisera la loi.

2. Pouvez-vous montrer la méme convergence en probabilité si on remplace if X(1,k)<=X(2,k) parif X(1,1)<=X(2,k)
dans le script Scilab ?

Solution :

1. Dans le programme, la commande X=grand(2,n,"exp",1/lambda) génére deux lignes de n coeflicients
chacune ou chaque composante suit la loi exponentielle de paramétre A.
X Xy - X,
Y, Yo - Y, )
La fonction compte alors le nombre de colonnes j de la matrice ot X; < Yj, et renvoie ce compteur divisé
par n.

Le vecteur X simule donc la matrice aléatoire (

Zy =Wy ol W, =Card(j € [1,n] / X; <Y))

1
n
Notons pour tout ¢ € [1,n], B; = ‘ 0 sinon

Les variables aléatoires B; sont toutes indépendantes, de méme loi de Bernoulli de paramétre p = P(X; < Y7),

possédent donc une méme espérance p et une méme variance p(1 — p).
n

Comme 7, = — ZB“ la loi faible des grands nombres affirme que la suite de variables aléatoires (Z,)
n
k=1
converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine égale a E[B;] = p = P(X; < Y1).

Les variables Y7 et X étant & densité et indépendantes, la variable aléatoire Y; — X7 est une variable aléatoire
a densité (dont la densité est donnée par un produit de convolution).

1 1
Ainsi, P(Y7 — X7 = 0). Et par symétrie évidente, on a P(X; <Y;) =P(Y1 < Xh) = 3 ainsi, p = 5
Ainsi, la suite de variables aléatoires (Z,,) converge en probabilité vers la variable aléatoire constante égale
a1/2.
1 n
2. En changeant la ligne de code, on peut toujours écrire Z,, = — Z B; avec des loi de Bernoulli de paramétre
n
k=1

1
3 mais les variables B; ne sont plus indépendantes.

1
On peut montrer que (Z,) ne converge pas en probabilité vers 2 mais ce n’est pas évident du tout avec les

outils du programme. On va plutot suggérer de calculer V(Z,)



2 n
(Zn) (n) ZV(B,) + Z Cov(B;, B;)
=1 1,<4,5<n
i#j
Comme les variables Y; — X1, Y; — X et ¥; —Y; sont & densité, les cas d’ex-aequo sont de probabilité nulle
1
et donc P(X; = min(X1,Y;,Y;)) = =

v =]

3
1 1 1
Donc Cov(B;, Bj) = 3 =13
1 n—1
Ainsi =L
insi | V(Z,) ™ + Ton

Comme la variance ne converge pas vers 0, ce n’est pas suffisant pour conclure, Bienaymé-Tchebychev ne
nous donne pas la convergence en probabilité.



SUJET S11

Exercice principal S11

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (2, 4, P).
Soit X une variable aléatoire réelle qui suit une loi exponentielle de paramétre A > 0.
On pose {X} = X — | X ou | X | désigne la partie entiére de X et onnote p=1—e"* et ¢=1—p.

1. Question de cours : définition d’un systéme complet d’événements.
2. (a) Montrer que, pour tout n € N, P(| X | =n) = pg".
(b) En déduire la valeur de E(| X ]) puis celle de E({X}).

3. Montrer que {X} est une variable & densité sur R et donner une densité de la variable.

1
4. (a) On définit une suite de variable aléatoire (X,,),>1 telle que, pour tout n € N*, X,, ~ & () Etudier la
n

convergence en loi de la suite ({X,})n>1-

(b) On définit ensuite une suite de variable aléatoire (Y;,)n>1 telle que, pour tout n € N, Y;, ~ £ (n). Etudier
la convergence en loi de la suite ({Y,})n>1.

5. Les variables | X | et {X} sont-elles indépendantes ?
6. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé et suivant
toutes deux des lois exponentielles de paramétre A > 0. On pose ¥ = max (X7, Xo).
(a) Conditionnellement & I’événement [|X1] > |X2]], les variables |Y| et {Y} sont-elles indépendantes ?
Commenter ce résultat.

(b) Prouver que |Y| et {Y'} ne sont pas indépendantes.

Solution :

1. Question de cours : ESC1 2013 p. 21.
2. (a) Par définition de la partie entiére, pour n € N :
n+1
P(|X|=n)=Ph<X<n+l)= / Ae M dt = —e AN o emAn — pgr

n

(b) La variable | X | + 1 suit donc une loi géométrique de paramétre p d’ou :
1
E(|X]+1)= ”

puis par linéarité de ’espérance :

E(x))=—L=1

Enfin, toujours par linéarité de I'espérance :

E({X}) = E(X) - E([X]) =

3. La variable { X} est & valeurs dans [0, 1[. En notant Fyxy sa fonction de répartition, on a donc : Fixy(t) =0
pour t < 0 et Fixy(t) = 1 pour ¢ > 1. Soit maintenant ¢ € [0,1[. Alors, comme la famille (| X] = n),>0



forme un systéme complet d’événements :

Fixy(t) = PO<{X}<1)
= Y PO<{X}<t[X]=n)
n=0
= Z P(n < X < n+t) par la question 2.(a)
n=0
n+t
= Z/ e M duy
n>0Y"
— Z(e—)\n _ e—A(n+t))
n=0
= (1-e™)) ¢
n=0
1
— 1 _ — At -
(1)
1— e—At
T T ey
Finalement :
0 sit<0
1—e M
Fixp(t)={ ——— sio<t<1
1—e?
1 sit>1

La fonction de répartition de {X}, continue sur R, est de classe C' sur R\{0, 1}, c’est donc une variable
a densité et par dérivation de la fonction de répartition sur R\{0,1}, on en déduit de maniére immédiate
qu’une densité pour {X} est donnée par la fonction :

e—)\t

fit— )\1 —e—A
0 sinon

si0<t<1

4. (a) Par les calculs précédents, pour n € N*, la fonction de répartition Fx, } de {X,} vérifie, pour ¢ € [0,1]:

et b

1— e 1/m nstoo 1/n =t

Frx a(t) =

et donc, a t fixé dans [0, 1], Fyx,3(t) = t quand n — +oo0.

Cela prouve que ‘ la suite ({X,,}) converge en loi vers une loi uniforme sur [0, 1]. ‘

(b) Cette fois, pour t € [0,1] :

1— —nt
Fry3(t) = 17(37 — 1 quand n — +o0
—e n
Comme Fy,1(t) = 0 pour ¢ < 0, on en déduit qu’alors :
En tout t de R*, Fyy,1(t) converge vers F(t) ot I est la fonction de répartition d’une variable nulle.
Comme F n’est pas continue en O :

‘La suite ({Y,}) converge en loi vers la variable certaine égale a 0. ‘ Cela correspond graphiquement au

fait que lorsque n tend vers +oo, la densité de Y,, se concentre en 0
5. On a quasiment calculé la loi conjointe de | X | et {X} & la question 2.(a). Pour n e Net ¢t € [0,1] :

P(X] =n{X}<t) = Pln<X <n+t)
n—+t

= / e M dy
_ e:LAn _ e~ Mntt)
¢"(1—e )
= pq"Fixy(t)
= P(([X]=n)P{X} <)



Et donc, pour m € R, on a bien :

P(LX] <m, {X} <?) YOP(X]=n X} <t)= Y P((X]=n)P({X} <1)

keN kEN
k<m k<m

= P(X]<m)P{X} <1)

‘Les variables | X | et {X} sont donc indépendantes. ‘

6. (a)

L’argument est le suivant : si [ X;] > [X2] on a a fortiori X; > X5. En ce cas : |Y] = | X;] tandis que
{Y} ={Xi1}. Or | X1] et {X1} sont indépendantes. La réponse semble donc étre oui.

Plus précisément :

Plix <) (Y] = k) = P([X2]] = k) tandis que Ppx, < x, j({Y} < 1) = P({X2} < ) et enfin :
Prx, <) (lY] = k{Y} < t) = P(|X2] = k,{X2} < t).ce qui nous raméne bien a la propriété
d’indépendance citée.

Conditionnellement a [| X;]| < [X2]], |Y] et {Y} sont indépendantes.‘
On a aussi, par symétrie I'indépendance de |Y'| et {Y} conditionnellement & [| X1] > [X2]]

Compte-tenu du fait que |Y] et {Y'} ne sont pas indépendantes, ce qui peut a priori sembler contre-
intuitif, le résultat ci-dessus nous permet de préciser en un sens d’ou vient ’absence d’indépendance : du
fait que les variables X7 et X5 peuvent avoir la méme partie entiére.

On détermine rapidement les lois de Y, |Y| et {Y}.
Par indépendance de X; et Xo, pour ¢t > 0, en notant Fy la fonction de répartition de Y :

Fy(t) = P(Y <t) = P(Y; < B(Ya < 8) = (1 — e )2 = (1 — ¢')?
ot 'on note toujours ¢ = e~ .
De méme, pour k € N, puisque |Y | = max(| X1 ], | X2]) et que X; et X3 sont indépendantes :
P(Y|=k) = PE<Y<k+1)
= P(Y <k+1)—P(Y <k)
= Fy(k+1)— Fy(k) (Fy est continue .)
_ (1 _ qk+1)2 _ (1 _ qk)2

Enfin, par un calcul analogue a celui de la question 3.(a), pour ¢ € [0,1] :

Fiyy(t) = PO<S{Y} <)
= > P(k<Y <k+t)
k>0
= Z(Fy(/ﬂ +t) — Fy(k)) (Fy est continue .)
k>0
— Z(l _ qk+t>2 _ (1 _ qk)Q
k>0
— Z(qk _ qk+t)(2 _ qk _ qk+t)
k>0
= Y 21—-g")d* - (1)
k>0
ot 2t
_ ol-d l-g
1—q 1-¢2

Enfin, pour étudier I'indépendance, il reste & calculer, pour k € Net ¢t € [0,1] :

P(Y]=k{Y}<t) = Pk<Y<k+t)
— (1 o qt+k)2 o (1 o qk)2

Supposons que P'égalité P(| X | = k,{Y} <t) =P(| X ]| = k)P{Y} < t) ait lieu pour tout ¢t €]0, 1], pour
tout £ € N.



On aurait alors, en posant k = 0, pour tout ¢ €]0, 1]

(_gp =) -0tal-¢) _ @1-d¢)-0+q0-d)
(1-q)(1+9q) 144
Légalité est équivalente & (1+¢)(1—¢")*> = p (2(1 — ¢") — (1 + ¢)(1 — ¢*")). Comme ¢’ prend une infinité
de de valeurs quand t €]0, 1], on peut alors identifier des polynomes :
On aalors (1+¢)(X —1)> =p((1 - X) + (1 +¢)(1 — X?)).

C’est absurde, il suffit de considérer le terme en X2.

Ainsi les variables |Y | et {Y'} ne sont donc pas indépendantes. ‘




Exercice sans préparation S11

Soit ug une fonction dérivable sur R et soit u : R? — R une fonction admettant des dérivées partielles sur R?
vérifiant le systéme

Y(z,t) € R?, dyu(z,t) + dgu(z,t) =0
(5) {Vx e R, u(z,0) = up(x).

1. Montrer que, pour tout yo € R, la fonction fy, : y — u(y + yo, y) est constante sur R.

2. En déduire que (S) admet une unique solution qu’on exprimera en fonction de ug.

Solution :

1. Soit yo € R. La fonction fy, est dérivable sur R par composition et :

Yy € R, fy,(y) = duly + yo,y) + d2uly + yo,y) = 0.

La fonction f,, est donc constante sur R. ‘

2. D’aprés la question précédente,
Y(z,t) € R?, u(x,t) = u(t + (x —t),t) = fot(t) = fot(0) = u(x —t,0) = ug(x — t).

On ainsi démontré que si u est solution de (S) alors u est la fonction (x,t) — uo(z — t).

Réciproquement, il est facile de vérifier que la fonction (z,t) — wuo(x — t) admet des dérivées partielles en
tout point de R? et vérifie (S).

‘ (S) admet comme unique solution (x,t) — ug(x — t). ‘




SUJET S12

Exercice principal S12

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (02, A, P).

1. Question de cours : donner la définition d’une fonction convexe.

2. Soit X une variable aléatoire réelle centrée telle que | X| < 1.

(a) Montrer que :

vVt eR, Vx € [-1,1], " <

(b) En déduire les inégalités suivantes :

too t2n t2
Vi € R, E(exp(tX)) < Z )l < exp <2> .

n=0
3. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et centrées telles que pour tout n € N*,
| Xn| <epn (0ue, >0).

n
Pour tout n € N*, on note S,, = ZXk.
k=1

2
(a) Montrer que, pour tout t € R et pour tout n € N*, E (exp(¢S,,)) < exp <2 Z cﬁ)
k=1

(b) Montrer que :
2
Ve >0, Vt >0, P(S, >¢e) <exp (—ts+ 220%) .
k=1

(¢) En déduire que :

I0)
o

Ve >0, P(S, >¢) <exp | ——
2y
k=1

(d) Montrer alors 'inégalité suivante :

™
N

Ve >0, P(|S,| >¢€) <2exp | —

[\)
M=
R‘Q[\J

b
I
—_

Solution :

1. Programme ECS 1 (page 20)
2. (a) Soient t € R et x € [—1,1]. Puisque la fonction exp est convexe et puisque :
11—z 1+ l—-2 14z

1 1] et =1
Lel0), el et — =,

il vient que :

1-— 1 1-— 1
Qxe—t—f—_;xet}exp( 2x<_t)+ +xt):et’”.




(b) Puisque X est une variable aléatoire bornée, elle admet une espérance. D’aprés la question précédente,

on a : 1 X 1 X
- A e 1A

vVt € R, tX) <

Par croissance de I'espérance, on trouve :

e B Elexn(ix < Lot L Lo J ISR IR (0 (R
t € R, E(exp(t ))\56 —|—§e _525—'_52 n! _2(271)!'

n=0 n=0 n=0

Remarquons que :

2 too $2n
vVt € R, exp (> = Z

nmpl
2 n:02 n!

Or, pour tout n € N, (2n)! > 2"n! (peut se prouver par récurrence), donc :

2
Vt € R, E(exp(tX)) < exp (g) )

3. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et centrées telles que |X,| < ¢, (ou

n
¢n, > 0) pour tout n € N*. Pour tout n > 1, on note S,, = ZXk‘
k=1

(a) Soient ¢t € R et n € N*. Puisque exp (¢tS,) = exp(tX1)...exp(tX,) et puisque les variables aléatoires

exp(tXy), ...,exp(tX,) sont indépendantes, exp (tS,) admet une espérance (les X sont bornés donc
admettent une espérance, donc les exp(tXy) aussi) et :

E (exp(tSy)) = E (exp(tX1)) ... E (exp(tXy,)) .

X

En appliquant la formule précédente a toutes les variables aléatoires 2k (elles sont bien centrées et
Ck

bornées par 1), on trouve :

Vk € [1,n], E(exp (tXz)) = E <exp <(tck)f:)> < exp <t22‘3’%) .

On en déduit le résultat en multipliant ces n inégalités.

2 n
E (exp(tS,)) < exp <t2 Z ci) .

k=1

Soit € > 0 et t € RY. Remarquons que [S,, > €] C [exp(tS,) > exp(te)] par croissance de exp sur R .
L’inégalité de Markov (exp(tS,) = 0) assure que :

2 n
P(S,, > ¢) < P(exp(tSy,) > exp (te)) < exp <—t8 + % Zci) .
k=1

n
L’étude de la fonction du second degré f : t — at*—ct ot a = 5 Z ci montre qu’elle atteint un minimum
- k=1
ent= % Par croissance de la fonction exp sur R, on a :
a

62

v 0, B(5, > 2) <o (£ (7)) =ow (-5 ) = o0 | -

Puisque les — X, vérifient les mémes propriétés que les Xy, la propriété précédente est encore vraie en
remplacant la variable aléatoire S,, par —S,,. Ainsi :

Ve >0, P(|Sn]| > ¢) < P(S, >¢) +P(—=S, >¢) < 2exp | —




Exercice sans préparation S12

Soient n € N* et A une matrice de ., (R) de rang r avec 0 < r < n.
Déterminer le plus petit entier p tel qu’il existe une matrice B de .4, (R) de rang p telle que A+ B soit inversible.

Solution :

Réponse p=n —r
e Soit A € M,,(R) de rang r.
Il existe donc une famille libre de r colonnes de A dans M,, 1(R), notons-les C;,,Ci,, ..., C;, . avec iy < ig < --- < i,

rg(A) = dim(Vect(C;,, Ciy,y - .., Cs))

D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter la famille (C;,, C;,, ..., C;,) en une base de M, 1 (R),
il existe donc des colonnes C;_ 1,C). 5, ..., C) telles que :

(Ci,,Ciyy ..., Ci,,Cl 1, Crpgy ..., C))  soit une base de M,, 1(R)

Pour obtenir une matrice B de rang n — r telle que A + B soit de rang n, il suffit de prendre une matrice B ayant
des colonnes nulles en positions i1, i, ..., ., €t sur n — r autres colonnes quelconques placer des colonnes de type
C}, — Cy, ou Cy, est la colonne k de A, et Cj, est la colonne issue de la base précédente, les n — 7 colonnes restantes
étant nulles.

La matrice M + M’ aura alors parmi ses colonnes exactement n colonnes qui forment une famille libre donc
A + B est de rang n.

e Soit B est une matrice de rang strictement inférieur & n — r. Si l'on note f et g les applications linéaires
induites par A et B dans la base canonique

Im (f+g) C Im (f)+ Im (9) (Siy € Im (f+g), il existe x € R" tel que y = f(z)+g(z) € Im (f)+ Im (g)

Ainsi dim( Im (f + ¢)) < dim( Im (f) + Im (g)) = dim( Im (f)) + dim( Im (g)) — dim( Im (f) N Im (g)) <
dim( Im (f)) + dim( Im (g))

On obtient donc que rg(A + B) <rg(A)+rg(B) < n, donc A + B n’est pas inversible.

e Conclusion ’ Le rang minimal de B pour que A + B soit inversible vaut n — 7. ‘




SUJET S13

Exercice principal S13

Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E une application N de E dans R vérifiant les trois conditions
suivantes :

eVrecE N(z)=0&2=0; (Séparation)
o V(\,z) e Kx E, N(Az) = |A\|N(z); (Semi-homogénéité positive ou simplement homogénéité)
o Y(z,9) € B?, N(z+y) < N(z)+ N(y). (Inégalité triangulaire)

On pourrait montrer facilement que :

— la valeur absolue est une norme sur R .

— Dans un espace euclidien ||z|| = v/ (x; x) est une norme, appelée norme euclidienne.
— N, définie, pour (z,y) € R? par Ny, ((z,y)) = sup(|z], |y|) est une norme sur R?.

Soit une application ¢ : E — F ou (F,Ng) et (F, Nr) sont deux espaces vectoriels et Ng et Np sont deux
normes sur respectivement E et F.

On dit que ¢ est une isométrie si et seulement si  V(x1,22) € E?, Np(p(x1) — ¢(22)) = Np(x; — ).

1. Cours Rappeler l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace euclidien.

2. On munit R? de la norme N, définie plus haut et R de la norme définie par la valeur absolue usuelle.

I R —» R? : : -
Montrer que 'application f : £ (4sin() est une isométrie non linéaire.
)

3. Soient H un espace euclidien munie de la norme euclidienne ||z|| = v/(z; z) et ¢ une isométrie de R dans
H s’annulant en 0.

(a) Soit (x1,22) € (H\{0})” tel que [[z1 + za]| = [[1 ]| + [|z2]].
Montrer qu'’il existe A € R tel que x; = Axs.

(b) Montrer que Vt € [1,+00[, ¢(t) = te(1).

(¢) En déduire que ¢ est linéaire et commenter.

4. Soient H un espace euclidien munie de la norme euclidienne ||z|| = \/(z; z) et ¢ une application de H dans
H.
On suppose que

V(,y) € B (¥(x); ¥(y)) = (z; y)
(a) Soit (z,y) € H2. Déterminer ||o(x + y) — ¥ (z) — 1 (y)||.
(b) En déduire que % est linéaire.

(c) Montrer que 1 est une isométrie.

Solution :

1. ECS2 p7
2. Soit (t,z) € R?
Noo(f(t) = f(x)) = sup(|sint — sin x|, [t — )

En utilisant I'inégalité des accroissements finis, le cos étant borné par 1, nous avons

|sint —sinz| < |t — x| et donc



Noo(f(t) = f(2)) = |t — 2.

De plus f n’est pas linéaire, par exemple f (ﬂ ) #+ f( ) + f (g)

‘ f est une isométrie non linéaire ‘

3. (a)

(b)

(c)

Soit (x1,x5) € (H — {0})%.
llz1 + 22[1* = (|21 ]| + [|22]))? & (215 22) = ||21]] []22]]

Soit t € R
2 2 2
P(t) = |Jzy + taa||” = [|a1|]” + 2t(x1; 22) + 7 |[a2]

P est un polynome de degré 2 dont le discriminant est nul donc 3ty € R tel que P(tg) = 0 ie
Hl‘l +t01‘2” =0.

Ainsi 1 = —tox. De plus (z1; z2) = ||a1]| [|x2]] = —to ||z2]|*, donc to < 0 (« est non nul).

donc ‘ il existe A € R’} tel que x; = Axs. ‘

Vit € [0, +o0]
() = L0 = lle@)| = [t] = ¢
Soit ¢ €]1,4+00[ ||¢(t) — ¢(1)|| = |t = 1| = ¢ — 1 > 0 donc les vecteurs sont non nuls et nous avons
@I = 1) — eI + lle(1)]| donc 3A >0

p(t) = (1) = Ap(1) = ¢(t) = (1 + A)p(1)
or

eIl =t =0+ [le]l =t =(1+A)
Ainsi

|t € [1,+00], o(t) = t(1).|

De méme si t €]0, 1] [|e(1)]| = lle(1) — @(@)]] + ||¢(t)|] vecteurs non nuls et cas d’égalité dans 3.a.

site R || w(1) — @) = lle)]]| + || — ¢(t)]| vecteurs non nuls et cas d’égalité de 3.a
Ainsi

|Vt € R, (t) = tp(1).|

L’égalité étant triviale en 0 et 1, ¢ est ainsi linéaire \ Les isométries de R dans H sont linéaires

9(x+y) — @) — @) = @W+y) —d@) —py); v +y) — o) —P(y))
_ W ty); (e +y) = W@ +y); v(@) — e +y); Py) — @); Pl +y))+
(W(x); Y(x)) + (b(x); (y)) — (WW); vz +y) + Dy); (@) + (Wy); »(y)
_ etyety) -ty o) —(@tyy) - (@ ety
+(o; ) + (25 y) — (3 2 +y) + (y; =) + (y; v)
=0
Donc
[V +y) = v(@) + v
Soit (x,\) € H x R.
le(Az) = Mp@)| = (@) — M(z); () — Mp())
P(Az); P(Ax)) — Ap(Ax); () — Aep(x); w(Ax)) + A (W (x); ¥(z))

=
Soit (z,y) € H?

[(z) = wW)II” = ez = I = ($(z = y); ¥l —y)) = llz -yl

‘w est une isométrie. ‘




Exercice sans préparation S13

Soient X et Y deux variables aléatoires, définies sur un méme espace probabilisé (€2, A,P), & valeurs dans N*
indépendantes, ayant la méme loi et vérifiant :

P(XY =27) =P(XY =11) =P(X + Y = 12) > 0.

Montrer que P(X = 11) = P(X = 27).

Solution :

P(XY =11)=P(X =1let Y =11)+P(X =1l et Y = 1) = 2P(X = 1)P(X = 11).
10

P(X+Y=12) = P(X=letY=1)+P(X=1letY=1)+) P(X =ketY =12—k)
10 h=2
= P(X =1)P(X =11)+ Y P(X =k)P(X =12 k).
k=2

10
L’égalite P(X +Y = 12) = P(XY = 11) implique donc que ZIP(X =kP(X=12—-k)=0.

k=2
Comme c’est une somme de réels positifs, cela donne P(X = k)P(X =12 — k) =0 pour 2 < k < 10.
En particulier P(X = 3)P(X =9) = 0.
oP(XY =27) =2P(X =3)P(X =9) + 2P(X = 1)P(X = 27) = 2P(X = 1)P(X = 27).
Par égalite de P(XY = 27) = P(XY = 11) on en déduit que | P(X = 27) = P(X = 11)| (P(X = 1) #0),




SUJET S14

Exercice principal S14

Soit £ I'ensemble des fonctions continues par morceaux, continues a gauche et bornées sur [0, 1].
Soit 6 € R7, on définit Hs I'ensemble des fonctions f définies sur [0, 1] telles que :

V(l’,y) € [071[27 |f($) - f(y)‘ < |JI _y|6'
£? - R c(o,1]) — R
1 . 1
(f.9) / f@e@) dz TV (g e / f(@)g(z) da

1. Question de cours : projecteur orthogonal sur un sous-espace vectoriel, définition, caractérisation par la
distance.

On considére les applications ¢ :

2. Montrer que 1 définit un produit scalaire sur 1’espace des fonctions continues sur [0,1]. On admet que ¢
définit un produit scalaire £. On suppose I'espace £ muni de ce produit scalaire.

On notera désormais ¢(f, g) =< f,g >.
3. (a) Montrer que pour tout § € R, Hs C £.

(b) Caractériser Hs si § > 1.

Soit k € N fixé.

On note & le sous-ensemble de £ formé des fonctions constantes sur chaque intervalle de la forme

[j27% G+ 127", ou j € {0,...,2" — 1}
4. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de £ et proposer une base orthonormée de cet espace.
5. On pose alors :

h=To1, 9=TLp1/20— L2

et pourﬁ}Oetje{O,...,Zf—l},
goj: we0,1] — 22 g(QZz—j) )

Quelles sont les valeurs de x pour lesquelles g ;(z) est non nul?

6. Montrer que
k—1
B = {h} U U {gf,Ov sy Grot—1 }
£=0

est une base orthonormée de &y.
7. Soit f € Hs. Montrer qu'il existe v € & tel que ||y — f]] < 27.

E 2°—1

8. En déduire que ||< h, f > h+ ( Z Z (fr915) g1.5) — f| < 2R3,
=0 j=0

Solution :

1. Programme ECS2, page 17.

2. ¢ est bien bilinéaire et symétrique.

Si < o(f),o(f) >= O/f dz = 0.

Si I’on suppose que f est continue, comme f? est positive et continue, on obtient bien f2 = 0 puis f = 0.

‘ ¢ définit un produit scalaire. ‘




3.(a) Soit 6 >0et f € Hs.
Soit z fixé de [0, 1] Par encadrement lim |f(z) — f(y)| = 0, donc f est continue en tout point y de I.
y—x

‘Pour5>0,7-l5C5.‘

(b) Sié > 1, soit f € Hs. ‘f(gg)_f(y) < |z — y|671. Donc par encadrement la limite du taux d’accroisse-
r—y

ment est nulle, et donc la dérivée est nulle en tout point y. Ainsi, f est constante.
Réciproquement, toute fonction de Hs est constante.

‘Pour 0 > 1, H; est 'ensemble des fonctions constantes sur [0, 1. ‘
4. On a bien &, C £.
Soit f; % la fonction indicatrice de l'intervalle [j27%, (j 4+ 1)27F[.
Ex =vect{ fj 5,0 < j <21}
En effet toute fonctions constante sur ces intervalles disjoints se décompose en la somme d’indicatrices.

Donc & est un sous espace vectoriel de £.
Et cette famille est bien orthogonale (puisque si ¢ # j, Vo € [0,1], f;r(2z)fir(z) =0).
(i+1)27F

1
On a de plus || f7(z)|| :/o fp(x)dx :/i 1dz = 2%

9—k

1
On propose comme base orthonormée la famille {x — ﬁ]l[jsz(j+1)27k[70 <j< Qk—l}_

dim(&;,) = 2.
5. La fonction g est nulle sur R* et sur [1,4o0[ (et vaut soit 1 soit -1 sur [0, 1]).

Or,0< 2 —j<1ssij2 <a<(+1)27 | goi(x) #0ssize 275 (G +1)277

6. * g*(x) = 1 pour tout z de [0, 1], donc h? est constant sur son support et vaut (27/2) = 2¢.

(G+127"°
Ainsi < g¢ 5,90, >= / 2fdx = 1.
ot
* De méme < h,h >= 1.
(+1)27°
* Sinon, < h, g, ; >= / ge,j(x) dz = 0. (on intégre une fonction qui vaut 1 et -1 sur des intervalles
2

de longueurs identiques)

* Pour calculer < gy j, ger ;o > :

Si ¢ =1 et j+#j', les supports des fonctions sont disjoints, < gs j, ger,j» >= 0.

Si ¢ > ¢, on a deux possibilités :

Ou bien les supports de g ;- et de gg ; sont disjoints, et dans ce cas < gg,j, ger 57 >= 0.

Ou bien le support de g¢; est entiérement dans celui de gy j, et dans une des deux moitiés du support.
Dans ce cas 14, la fonction gy ;s est constante sur le support de gg ;, et vaut soit 1, soit —1.

(G+1)27° (G+1)27"

g 9¢.5(x) dw = ﬂ[/z/ gej(x)dz = 0.
i

Et dans ce cas < gg,j, o, jo >= /
o—¢t

j2-¢
(car sur son support gy ; vaut —1, puis 1)
Finalement la famille proposée est bien orthonormée.

k—1 1_2k
S dinal vaut 1 26 =1 =9k,
on cardinal vau +§ + 19

Elle est bien incluse dans &, les fonctions proposées sont bien constantes sur les intervalle proposés (car
j27 1 = 27k (287 17) est bien un multiple de 2% quand £ < k — 1.

‘ On a une base orthonormée de &j. ‘
7. Soit f € Hs.
On construit la fonction v de la maniére suivante :
v(z) = f(527%) pour tout = € [j27F, (j + 1)27F[.
On a alors, pour tout « € [j27%, (j + 1)27%[, |y(z) — f(2)| < |2 —3'2_’“‘(S < (2700,
Finalement, pour tout z € [0, 1], |y(z) — f(z)| < 27%.
Done ||y — f||* = /1(7(56) — f(z))*dz < /1(2'“5)2 dz.
0

0




Finalement | ||y — f||* < 27%.

. On a une base orthonormée de &y.

On reconnait la formule du projecteur orthogonal dans cette base orthonormée :
E 261
pUf) =< Fh>h+> > (fr005) 91)-
£=0 j=0
Comme ~ est dans Hs, on a bien ||p(f) — f|| < ||y — f]] < 27%.

ko2f-1
Ainsi, pour tout k €N, |||[< h, f > h+ (Z (fro3) 915) — [l < 2k
£=0 j=0




Exercice sans préparation S14

Une expérience consiste & effectuer dans une urne de n boules distinctes (numérotées de 1 & n) des tirages avec
remise jusqu’a ce que l'on décide de s’arréter.
Le programme scilab suivant reproduit cette expérience Nexp fois :

Nexp = 1000; n = 100; Tot = 0;
for k = 1:Nexp
time = 0;
obt = [1;
while (length(obt)<n)
time = time+1;
i = int(n*rand())+1
U = find(obt==1);
if (length(U)==0) then
obt=[obt,i]

end
end
Tot = Tot+time;
end
disp(Tot/Nexp)

On rappelle les commandes Scilab suivantes :
find(L==1i) renvoie pour une la matrice des indices k tels que L(k) soit égal a 1.
length(A) renvoie le nombre d’éléments de la matrice A.
1. Déterminer, pour chaque expérience, un protocole expliquant la condition d’arrét des tirages.
Que représente la valeur affichée a Iissue du programme ?

2. Montrer que cette valeur est équivalente & nInn lorsque n tend vers I'infini.

Solution :

1. Pour chaque expérience, on arréte les tirages quand tous les numéros ont été obtenus (les numéros déja
obtenus sont stockés dans le tableau obt)

Le programme Scilab proposé reproduit ’expérience indiquée 1000 fois pour une valeur de n égal & 10.
La valeur affichée & l’issue du programme représente

la valeur moyenne du nombre de tirages nécessaires pour obtenir au moins une fois chacune des boules.

2. Soit alors V' la variable aléatoire égale au numéro du tirage ot pour la premiére fois, chaque boule a été tirée
au moins une fois et soit 7; le numéro de tirage lorsque ¢ boules différentes ont été tirées au moins une fois.
En notant V; =T; —T;_1 et Vi =1, onaV =V; + ... + V,. Or, V; est égal au nombre de tirage pour tirer
une des n — (i — 1) boules qui n’ont pas encore été tirées. V; suit donc une loi géométrique de parameétre

n—(t—1
,_n—li=1)
n
D’ou
E(V) = E(V)) + .. + E(V) = — + ... + — Zn: " znjl
= W)=—4 ..+ —= ——=n -
! p1 Pn izlanJrl k:lk

Par une comparaison série intégrale classique En particulier |[E(V) ~ nlnn | quand n tend vers l'infini.
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Exercice principal S15

Soit n € N*, E = M,,(R) et soient A et B deux matrices de E. On définit une application v de F dans E par
uw : Mw— AM — MB.

On suppose dans toute la suite que A et B sont diagonalisables & valeurs propres respectivement égales a
(Ai)1<i<m et (pi)1<i<p-

1. Condition nécessaire et suffisante de diagonalisation pour un endomorphisme.

2. Vérifier que u est un endomorphisme de F.

3. Montrer que pour tout (4, j) € {1,..,m} x {1,..,p}, A — p; est une valeur propre de u.
Indication : on pourra commencer par montrer que p; est aussi une valeur propre de 'B

4. Montrer que (A — M\I)...(A— A\, 1) =0.
5. Soit A une valeur propre de u et T un vecteur propre associée.
(a) Montrer que pour tout polynoéme P € R[X], on a P(A)T = TP(\ + B).
(b) En déduire qu’il existe (4,7) € {1,..,m} x {1,..,p} tel que A = X; — ;.
6. Déterminer I’ensemble des valeurs propres de wu.

7. Montrer que u est diagonalisable.

Solution :

1. Cours ECS2 page 7.
2. Aisé
3. Comme rg((B — ;1)) =rg(("(B — u;I,)) =rg(*B — u;1,)), p; est aussi une valeur propre de *B)

Soit Y € M ,,(R) non nul tel que YB = £1,;Y (on utilise le fait que . Soit également X € M, 1(R) tel que
AX = )\;X. En posant T'= XY, on constate alors que

w(T) = AT —TB = \; XY — ;XY

Comme T = (2;15,1)(,j)e[|1,n]2> €N choisissant un coefficient de X et un coefficient de ¥ non nuls, on
obtient que T n’est pas la matrice nulle.

‘Pour tout (¢,7) € {1,..,m} x{1,..,p}, A\; — p; est une valeur propre de u‘

4. On constate que (A— XA I)...(A— A\, I) = 0lorsque A = diag(\1, .., \,) est une matrice diagonale. Le résultat
reste vrai lorsque A est semblable & diag(A1, .., \,) par les propriétés usuelles de la similitude.

| (A= D). (A= \T) =0

5.(a) On a AT = T(X + B) puis par récurrence sur k, la formule demandée est vraie pour P(X) = X*. Elle
est ensuite vraie pour tous les polynoéme par linéarité.

‘ Pour tout polynéme P € R[X], on a P(A)T = TP(\ + B). ‘

(b) On applique ensuite le résultat de la question précédente au polynome
P(X)=(X—X1)...(X =)

ce qui donne
T +B—-MI..(A\I+B—-MX\,I)=0



En particulier, la matrice
S=B+A=A)D)... (B+(X\=X\)I)
n’est pas inversible (car T # 0).
Dong, il existe i € {1,..m} tel que B 4+ (A — A;)T soit non inversible.
Donc A\; — A est une valeur propre de B et donc il existe j € [|1,p|] tel que A; — A = p;

‘Il existe (4,7) € {1,..,m} x {1,..,p} tel que A = \; — ;. ‘

6. [sp(u) = {\i — gy, (i) € {1,.;m} x {1,..,p}}.]

7. On ne peut pas conclure avec le nombre de valeurs propres. Construisons une base de M, (R) formée de
vecteurs propres.
Soit (X;)1<ign une base de M ,,(R) formée de vecteurs propres de A

B étant diagonalisable, ‘B 'est aussi.

On note(Y;)1< <y une base de M,, 1(R), tel que 'Y; soit un vecteur propre de 'B.
Avec les calculs de 3. X;Y; est un vecteur propre de u.

1l suffit de montrer que la famille (X;Y;)1<;i j<n est libre (elle est bien de cardinal n?)

Si zn: zn: /\1)7XZY'] =0 alors Zn:(zn: )\i7in)Y} =0

i=1j=1 j=1 i=1
n
On a envie de dire que chacun des ( E Ai,jX;) = 0 car la famille des Y; est libre. Mais cela ne marche &
i=1
priori qu’avec des scalaires.

On note alors z;  la k-iéme coordonnée de X;

La kiéme ligne de Z(Z Xi,;j X;)Y; = 0 vaut donc Z(Z XijTik)Y;
j=1 i=1 j=1 i=1
Cette ligne est nulle, et donc comme les Y; forment une famille libre :

n
vj € [[tinll, vk € [[Linll, 3 Ajis =0
i=1
‘ n
Ce qui donne Vj € [|1;n]], Z AijXi =0 et finalement :
i=1
Vi, j € [ll,’l’L”, )\i,j =0.
On a construit une base de vecteurs propres pour u.

‘Ainsi u est bien diagonalisable. ‘




Exercice sans préparation S15

On considére une expérience consistant & lancer une piéce équilibrée n fois de maniére consécutive. L’expérience

en question est simulée par le programme Scilab ci-dessous pour la valeur n = 10 (et répétée ici 1000 fois) :

Nexp = 1000;

n = 10;

u = floor(2*rand(n,Nexp))+1;
test = 0;

for i =2 :n
if (u(i-1,k)==1) & (u(i,k)==1) then

ok = 0;
end
end
test = test+ok;
end
Pn = test/Nexp;
disp(Pn)

1. De quel événement F, la variable Pn représente-t-elle la fréquence d’apparition ?
2. On note pour n > 1, P, la probabilité de ’événement FE,,.

Soit n > 3, trouver une relation entre P,, P,,_1 et P,,_».
3. Montrer que (P,) est décroissante et trouver sa limite quand n tend vers l'infini.

Solution :

1. Cette expérience consiste a calculer la probabilité que‘ sur n = 10 tirages, il n’y ait pas deux piles consécutifs.

2. Soit Sy, le résultat du lancer n et E,, 'événement ’deux piles successifs n’apparaissent pas dans les n lancers’.

Pour n > 3 : )
P(E,N{S,=F})=P(E,-1N{S, =F}) = §P(En_1)
et 1
P(E,N{S,=P}) =P(E,—2N{Sp_1 =F}N{S,=P}) = Z]P)(En_z)
On a donc, par la formule des probabilités totales la relation
1 1
P,==P, 1+ -P,_
PRI R
avec Py =1et P, =3/4
3. On peut montrer ensuite que P, est décroissante (et minorée). En effet,
1 1 1
P,1==-P, o+-P, 3> =P,
1= 52 + 1 32 5in—2
ce qui implique que

1 1
P, < §Pn71 + Z(anfl) =P,

(On peut aussi montrer P11 < P, par récurrence double, voire calculer la suite explicitement.)

Par passage a la limite dans la relation de récurrence, on obtient alors nécessairement que | lim P, =0

n—-+oo

vaut 0.
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Exercice principal S16

1. Question de cours : énoncer 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
2. Déterminer trois réels a, b, et ¢ tels que :

1 _a N b n c
r(z+1)2 =z x+1  (z+1)2

Vo € R\ {-1;0},

3. En déduire que, pour tout entier naturel k£ non nul, on a :

*f 1 1
= onn+1)? " k(k+1)

4. Soit (an)nen+ une suite de réels strictement positifs.
(a) On suppose qu’on dispose d’une fonction Scilab a telle que pour tout entier naturel n non nul, a(n)
soit égal & a,. Ecrire en Scilab une fonction prenant en argument un entier n et renvoyant la somme

n
k
Z ————. On cherchera a limiter au maximum le nombre d’appels a la fonction a.
P ay+---+ag
(b) Démontrer que :
2 2 no2
n*(n+1) k
e, T o ra YR
k=1
1
(c) On suppose que la série Z — est, convergente. Montrer que la série Z SN L converge et qu’il
[e2% ay + PP + Ay
n>1 n>1
existe un réel K > 0 ne dépendant pas de la suite (a,)nen+ telle que :
o0 n 00 1
St eky L
n:1a1+---+an = Gk
Solution :
1. Programme ECS 2 (page 7)
2. On trouve sans difficulté que :
1 1 1 1
Vre R\ {-1;0}, ——= = — — — .
W } z(z+1)?2 = z+1 (z+1)2
3. Soit k € N*,
La série converge Z _ par comparaison a la série de Riemann Z = D’aprés la question
neNr n(n +1)2 neN* n?

précédente, on a (les deux autres séries ci-dessous convergent) :

+o00 +oo +oo oo
P o (S _Z#gl_/ de 11
n(n+1)2 —\n n+l (n+1)2 "k vl 2k k41

n=k n=k

n+1 dt

On a fait une comparaison série-intégrales, en remarquant que ———- > =
(n+1) ni2 t

= 1

At .
st ;n(nu)z (k1 1)




4. (a)

(b)

function s = somme(n)
denominateur = 0
s =0
for k = 1:n
denominateur = denominateur + a(k)
s = s + k/denominateur
end
endfunction

1
On considére les vecteurs © = (y/ay,...,/a,) et y = (,...,
vai

Cauchy-Schwarz, on trouve que (z; y)2 < ||=||*||y|[*, i.e

o1 (s k) () (s
(v < (S (25)
Soit N € N*.

On obtient " < 4 i K

n n = < — .
Cr ) S nm+ 12 \ & q

On somme alors

N N 4 g2 N o2 N 1
z:: —|—angz<n(n+1)2 )ZE:ctkz:n(n—l—l)2

(inversion de somme)

). En appliquant l’inégalité de

n
Van

N
1 1 1
Puis elasé'eg ——— est A termes os't'fs,g < our tout k£ € N*. O
uisqu 1 n>1n(n+1)2 rmes positi Z n(n+1)2\k(k+1)pur u n
trouve alors : N v N
+oo
4k 1 1
< — <4 — <4 —.
D R R LT = AR SEra) P
Puisque la série E S L est & termes positifs, elle converge (en vertu du théoréme de la limite

a1 +---+a
neN* L n

monotone), et par passage a la limite, on trouve bien le résultat attendu avec K = 4.

+oo +oo 1

O T I
ot tan klak




Exercice sans préparation S16

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (02, A, P).
Soient F'x et Fy leurs fonctions de répartition.
On dit que Y domine stochastiquement X lorsque :

Vte R Fy(t) < Fx(t)

On note alors :
X=<Y

1. Montrer quesi0 < A< petsi X — P(A) et Y — P(p) alorsona: X <Y.

2. Soit n € N*. Montrer quesi 0 < p<g<letsi X — B(n,p)etY < B(n,q) alorsona: X <Y.

Solution :

1. On remarque d’abord que pour des variables aléatoires & valeurs entiéres on a
X<Y <« VneN Fy(n)<Fx(n)
En effet : Si X <Y alors Vt € R Fy (t) < Fx(t) et donc
VneN Fy(n) < Fx(n)

Réciproquement :
La v.a. X étant supposée & valeurs entiéres on a :

Vie RT [X <t] = [X < [t]]
11 en résulte que pour tout réel ¢ positif (en posant n = [t]) :
Fy(t) = Fy(n) < Fx(n) = Fx(t)
et comme par ailleurs Fy (t) = Fx(t) = 0 pour tout réel ¢ < 0 on a finalement :
Vie R Fy(t) < Fx(t)
Soit donc n un entier fixé quelconque. On a :

Fx(n) = P(X <n)) = S P(X = k) = > e 0

n n k
A
f—

0 k=0

Soit f,, la fonction définie pour tout réel ¢ par :

On ainsi
Fx(n)=f.(A) et Fy(n)= fu(n)

fn est dérivable sur R et on a, pour tout réel ¢ :




soit, aprés un glissement d’indice :

t tk tr
fﬁ(t)z—e_tZE‘f'@_f o _ta
k=0 k=0
Il s’ensuit que pour tout réel ¢ positif :
t’n
fa(t) —e_ta 0

La fonction f, est donc décroissante sur Rt et puisque par hypothése 0 < A < g on a f,, (1) < fn(\) soit :

VneN Fy(n) < Fx(n)
Bilan :
. Une idée (par couplage) est de construire deux variables aléatoires X et Y telles que :
X < B(n,p), Y <= B(n,q) et P(X<<Y])=1

Pour cela on peut considérer des v.a. Xi,..., X, indépendantes et suivant toutes la loi de Bernoulli de
paramétre p.
Pour tout i € [1,n] on construit alors la v.a. Y; en posant :

eSi X;=1alorsY; =1.
e Si X; =0 alors Y; = 1 avec probabilité (1]_ P

€ [0,1] (car p < q).

Formellement on peut poser :
Yi=Xi+ (1= Xy, gz

ou U; est indépendante de X; et suit la loi uniforme & densité sur [0, 1].

On aalors Y;(Q) ={0,1} et P([Y; =1])=p+ (1 fp)% =q.

1l s’ensuit que Y; suit la loi de Bernoulli B(g) et on a: P ([X; <Y;]) =1.

On pose alors :
n n
X=Y X, et Y=Y
i=1 i=1

et on a bien :
X <= B(n,p), Y <= B(n,q) et P(X <Y)])

En effet (_ﬁl{Xi <Y} € {X <Y}, done [[P(X: <¥i) <P(X <Y)

= i1
Or, les événements {X; < Y;} sont indépendants par le lemme des coalitions donc 1 < P(X <Y)
Il en résulte que :

‘Vt €R Fy(t) < Fx(t) et ainsi X < Y‘
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Exercice principal S17

Dans tout l'exercice n désigne un entier naturel supérieur ou égal & 2. On note £ l’ensemble des variables
aléatoires X a valeurs dans [1,n] telles que, pour tout &k € [1,n], P(X = k) # 0 et définies sur un méme espace
probabilisé (92, A4, P).

Soit f : [1,n] — R une fonction injective et soit a un réel. On considére ’ensemble &, des variables aléatoires de
€ telles que E(f(X)) = a, qu’on suppose non vide.

Pour toute variable aléatoire X de £, on note :

n
H(X) ==Y P(X =k) In(P(X = k)).

k=1

Soit U une variable aléatoire de € suivant la loi uniforme sur [1,n].

Question de cours : énoncer le théoréme du transfert pour les variables aléatoires discrétes infinies.
Calculer H(U).

Justifier que la fonction In est concave sur RY .

En déduire que, pour tout X € £, H(X) < H(U).

Montrer que la fonction ci-dessous est une bijection strictement croissante de R sur R.

RNl

p: R =+ R
z e 3 (fk) —a) e
k=1

6. Pour tout X € &, et k € [1,n], on note p, = P(X = k). En considérant H comme une fonction de
(p1,--.,Pn), déterminer la hessienne de H.

7. En déduire que si H admet un extremum local sur &,, c’est en un unique point. Est-ce un maximum ou un
minimum ?

Solution :

1. Programme ECS 1 (page 23)

n

2. HU) =Y % Inn[=Inn].

k=1

3. Puisque In est C* sur R et In" < 0 sur cet intervalle, | In est concave sur cet intervalle. ‘

n
4. Soit X une variable aléatoire de £. Par concavité du logarithme sur R’ et puisque Z P(X=k)=1l,ona:
k=1

H(U) - H(X)=Inn+ Zn:IP’(X = k) In(P(X = k))
k=1

n

— ;P(X = k)(In(P(X = k)) +In(n)) = — ];IP’(X =k)ln <nIP(X1:k)>

- 1
=z -1 E P(X = = ) =0 (=1 _
n <k=1 ( k) x P(X = k)) 0 (—1In est convexe.)

Pour toute variable aléatoire X de &, H(U) > H(X) ‘




5. La fonction ¢ est dérivable sur R par théorémes opératoires et :

n
Vo e R, ¢( Z Q(f(k) “)“”/0.
k=1

De plus :
¢ () =0&Vke[ln], f(k)=a

ce qui est absurde puisque f est injective. On en déduit que ¢’ > 0 sur R, et ainsi que ¢ est strictement
croissante sur R. Puisque la fonction ¢ est continue sur R, elle réalise une bijection strictement croissante
entre R et ¢(R) =] lim ¢, Em ©l.

— o0 o0

Puisque &, est non-vide, le théoréme du transfert assure qu’il existe une variable aléatoire X € &, telle que :

S fRP(X =k)=a, ie. Z P(X =k) =
k=1

Puisque par hypothése P(X = k) # 0 pour tout k € [1,n], les f(k) — a ne peuvent étre tous de méme signe,
ni méme tous nuls, par injectivité de f. On en déduit donc que :

limp = —o0 et hmap +00
—0o0

Ainsi, ‘  réalise une bijection strictement croissante de R dans R.

n
6. En écrivant H : (p1,...,Dn) Zpk In(px), on trouve que :
k=1

0H
Vke[[l Tl]] p (p17"'7pn):_lnpk_1'

1 1
La hessienne de H en un point (p1,...,pn) est donc la matrice diag (—, ceey —).
p1 Pn
7. Si la fonction H admet un extremum local p = (py,...,p,) sur Pouvert (]0, 1[)" sous les contraintes linéaires

Zpk =1et Zf pr = a, alors VH(p) € Vect ((1,...,1),(f(1),..., f(n)). Il existe donc (\, u) € R? tel

que :
Vk e [1,n], —In(pp) — 1 = A+ puf(k), ie pp =e 171K,

Or:

n n

0= (f(k) — a)ps *”Z k) = a)e I8 = em1m A0 p(—p),

On en déduit que ¢(—pu) = 0, i.e. u = —¢ (0) par bijectivité de ¢ de R vers R.

n n n
Puisque Zpk =172 Ze*”f(k) = 1, on trouve que A = —1 +In <Z e“f(k)>. L’unicité de p assure

k=1 k=1 k=1
alors 'unicité de A.

On en déduit donc que si H admet un extremum local sous les contraintes précédentes, ‘ cet extremum est unique.

Les valeurs propres de la hessienne de H étant toujours strictement négatives

Si H atteint un extremum local sous contrainte, c’est un maximum‘




Exercice sans préparation S17

Déterminer toutes les fonctions f de classe € sur R telles que :

° f(O)ZO
o f(0)=1 .
*vrER @) =50y

Solution :

e Supposons qu’il existe une telle fonction.
Remarquons que avec la troisiéme hypothése, on a :

Vz R, f'(a)f'(f(x)) =1

D’oul en primitivant :
VeeR, f(f(x))=x+k, EkeR

Comme f(0) =0, on a nécessairement k = 0, d’ou :
Ve eR, f(f(z) =2

Remarquons que f’ ne peut pas s’annuler sur R pour que la troisiéme hypothése ait un sens. Comme f’
est continue (f est de classe €*), elle doit étre de signe strict constant, donc strictement positive puisque
J'(0) = 1.

Ainsi, f est nécessairement strictement croissante sur R.

Enfin §'il existait « tel que f(z) > z, alors en appliquant f on aurait f(f(x)) > f(z), donc z > f(z), ce qui
est absurde.
(De méme, c’est absurde d’avoir f(x) < z pour un réel ).
Ainsi nécessairement
Ve e R, f(z) ==

e Réciproquement, la fonction identité = +— = vérifie bien les hypothéses proposées.
‘ La fonction identité est donc la seule fonction répondant au probléme. ‘




SUJET S18

Exercice principal S18

Soient E un espace euclidien de dimension n > 2 et e = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E.
On considére deux familles de vecteurs x = (z1,...,2,) et y = (y1,...,Yn) de E.
On note A = Mat o(x1,...,2,) et B=Mate(y1,...,Yn)-

1. Question de cours : donner les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée d’un espace euclidien.

2. Ecrire en Scilab une fonction calculant le produit scalaire usuel de deux vecteurs colonnes.

3. Déterminer les coefficients de la matrice ‘AB.
4. On suppose ici que (z1,...,x,) est une base de E. Montrer qu’il existe une unique famille (y1,...,y,) de E

telle que :

o 1 sit=j
V(i 5) € [Lnl?, (yi; ;) = { .
0 sinon.
Montrer alors que (y1, .. .,yn) est une base de E et exprimer la matrice de passage P de la base (z1,...,2,)
a la base (y1,...,yn) a laide de la matrice :

M = (@55 2)1<i j<n
5. On suppose ici que la famille (x1,...,x,) vérifie les propriétés suivantes :

Vi e [1,n], ||z =1,
¥(i.j) € [L,nl?, i # j = (wi; 25) <0,
Jv e E, Vie[l,n], (z; v) > 0.

(a) Soit (A1,...,A,) € R™ tel que A\yzy + -+ + Apzy, = 0g. Notons I = {i € [1,n] | \; > 0}.
2

iel
ii. En déduire que (z1,...,z,) est une base de E.

i. Montrer que I = () en calculant

1
(b) Montrer que la matrice S = I,, — —M est diagonalisable et que son spectre est inclus dans ]0; 1].
n

Indication : on pourra considérer un vecteur propre X de M et calculer |AX||* de deuz maniéres.

Solution :

1. Programme ECS 2 (page 7)
2. function s = prodscal(u,v)
s = 0;
n = max(size(u));
for k = 1:n
s = s + u(k)*v(k);
end
endfunction
3. Puisque e est une base orthonormée de E, A = ((ei; %)), ¢; j<n €0 B = ((€i5 ¥j))1¢i j<n

Ainsi, pour tout (i, ) € [1,n]?, le coefficient 4 la i-éme ligne et j-éme colonne de la matrice ‘AB est :

(‘AB), . => (er; m:i){ens ys)| = (@i v5)-

]
k=1



4. La condition de I’énoncé est vérifiée si, et seulement si, ‘AB = I,,. I existe donc une unique famille solution
(Y1, ..,Yn), entierement déterminée par sa matrice dans la base e :

Mat ¢(y1,...,yn) = B = (tA)_l.

Puisque B est inversible, (y1,...,y,) est une base de E. De plus :

P = Mat ,(y) = Mat y, z(Id ) = Mat e, 2(Id g) Mat y, e(Id ) = A" B = (fAA) "' =| M~

5. On suppose ici que la famille (z1,...,x,) vérifie les propriétés suivantes :

(a)

Vi e [1,n], ||z =1,
V(i 5) € [L,n]?, i # j = (zi; z;) <0,
Jv e E, Vie[l,n], (x;; v) >0.

i. Notons J = [1,n] \ I. On a alors :

Z)\Zl'l = — Z)\jxj'

el jed

Ainsi :
2

= —<Z /\ZJJZ, Z)\ja:j> = — Z >\i>\j<xi; .113j> g 0.

iel JjEJ (i,9)eIxJ

Z /\z‘l‘i

iel

On en déduit que Z Aix; = 0g. Ainsi :
iel

Z )\1<’I‘l, ’U> = O7

iel

ce qui est impossible & moins que m
ii. On peut montrer de méme que ensemble I' = {i € [1,n] | \; < 0} est vide, assurant ainsi la liberté

de la famille (z1,...,z,). Par argument de cardinalité, ‘ (z1,...,2,) est bien une base de E.

1
Remarquons que | S = I,, — —'AA est symétrique réelle donc diagonalisable.
n

Soit A une valeur propre de M associée 4 un vecteur propre X. On a alors *AAX = AX puis :

|AX]]? = XTAAX = )| X]°.

On en déduit que A > 0 puisque || X || > 0 et |AX]| > 0 (A est inversible). En notant X ="(cy ... )
et A= (a;;)i<ij<n, ON & aussi :
n n 2
IAX]? =1 oy
i=1 \j=1
L’inégalité de Cauchy-Schwarz (appliquée n fois) assure que :
n n n n n n
lAX> < ai; Y | =D e w)IXIP = laylPIX]* = nl X
i=1 \j=1  j=1 i=1 j=1 j=1

Remarquons que cette inégalité est stricte car sinon X serait colinéaire a chaque ligne de la matrice A,
ce qui est impossible puisque A est inversible. Ainsi : [|AX][|? < n|X|/?. On en déduit donc que \ < n,
puis que Sp (M) C]0,n|.

1

Soit A une valeur propre de S associée & un vecteur propre X. Ainsi X — —MX = X, ie. MX =
n

n(1 — A)X. On en déduit que n(1 — \) € Sp (M) C]0,n[ donc | A €]0, 1].



Exercice sans préparation S18

Soit N une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite et X une variable de Bernoulli de paramétre
1 indépendante de N, définies sur un méme espace probabilisé (€2, .4, P).

On pose R=1-2X.

1. Déterminer la loi de R.

2. On pose Y = RN. Montrer que Cov(N,Y) = 0.

3. Les variables N et Y sont-elles indépendantes ?

Solution :

1
1. De maniére immédiate |P(R=1) =P(R=-1) = 3

2. On commence par déterminer la loi de Y.
On peut calculer, pour x € R :

PY<z) = PINSzetR=1)+P(—N<zet R=1)
1
x) + §]P’(7N < x) car N et R sont indépendantes

1
x) + §]P’(N < z) car N et —N ont méme loi

1

= -P(N<
2

P(N <

1
2
P(N < z)

Ainsi Y et N ont méme loi et ‘ Y suit donc une loi normale centrée réduite. | Alors :

Cov(N,Y) = E(NY)-E(N)E(Y)
E(RN?)
= E(R)E(N?) par indépendance de R et N
=0
Cov(N,Y)=0
3. Si N et Y étaient indépendantes, comme elles suivent des lois normales, ce serait également le cas de N +Y.
Or:

]P(N+Y:0):]P(R:—1):%7é0

Ainsi N + Y ne suit pas une loi normale.
On peut aussi voir que |[N| = |Y|, donc par exemple les événements P(|N| < 1) et P(]Y| < 1) ne sont pas
indépendants.

N et Y ne sont pas indépendantes. ‘




SUJET S19

Exercice principal S19

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit u € L(F). On définit application ¢ par :

¢:{ L(E) — L(E)

v = Uov

On note Id;(g) et Idg les fonctions identité des espaces L(E) et E.

1. Cours Rappeler la définition d’un projecteur et ses propriétés.

[\

. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(FE).
3. Montrer que Sp (¢) C Sp (u)
4. En considérant des endomorphismes particuliers de E, montrer que Sp (¢) = Sp (u).
5. Soit A € Sp (u).
(a) Montrer que

ve Ker (¢p—ANdgpy) < Im (v) C Ker (u— Mdg)
(b) En déduire dim( Ker (¢ — Md,(g)))

6. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si v est diagonalisable.

Solution :

1. ECS1 p16

2. Soit (v1,v9,\) € L(E)? x K, en utilisant la linéarité de u, nous avons

d(v1 + Avg) =wuo (v1 + Avg) =uowvy + Auowvg

De plus ¢(v1) € L(F) donc ‘ ¢ est un endomorphisme de L(E). ‘

3. Soit A € Sp (), il existe v € L(FE) non nulle tel que ¢(v) = Av.
Comme v est non nulle, il existe € E tel que v(z) # 0. De plus ¢(v)(z) = u(v(z)) = Mv(z)
Donc v(z) est un vecteur propre de u et A € Sp (u)

Sp(8) C Sp (u)]

4. Soit A € Sp (u), il existe x € E non nul tel que u(z) = Ax.

Considérons p, une projection sur Vect x parallélement & un supplémentaire de Vect x.
Soit y € E.
pz(y) € Vect z donc Ja € K tel que p,(y) = ax

¢(px)(y) = ulpa(y)) = wlax) = arz = Aps(y)

Pz est un vecteur propre de ¢ associé a A.

S (6) =Sp (u) |




5. (a) Soit v € Ex(¢) et soit y € B

6(v)(y) = u(v(y)) = Ao(y) donc v(y) € Bx(u) et| Tm (v) C Bx(u)|
Soit v € L(F) tel que Im (v) C E)(u) alors

soit y € E, v(y) € Ex(u) et donc u(v(y)) = Av(y) et finalement ¢(v) = Av.

‘v € Ex(¢) & Im (v) C Ex(u) ‘

(b) Donc dim(Ey(¢)) = dim(L(E, Ex(u))) = ndim(E)(u))
6. ¢ est diagonalisable ssi Z dim(Ex(¢)) = dim(L(E))
AESp (¢)
ssi Y ndim(BEy(w) =nssi Y dim(Ex(u)) =n
A€Sp (9) A€Sp (u)
D’ou ‘ u est diagonalisable ssi v est diagonalisable. ‘




Exercice sans préparation S19

Soient X, Y, Z trois variables aléatoires indépendantes suivant une loi exponentielle de paramétre 1. On
cherche & déterminer la probabilité qu’il soit possible de dessiner un triangle dont les trois cotés soient de longueurs
respectives X, Y et Z.

1. Compléter le programme Scilab, pour qu’il donne une valeur approchée de cette probabilité.

n=1000;

end;
p=
disp(p);

2. Calculez cette probabilité.

Solution :

1. 11 est en fait plus simple de simuler la probabilité qu’il ne soit pas possible de dessiner le triangle :
PA=1-PX+Y <Z)-PX+Z<Y)-PY+Z<X)=1-3P(X+Y < Z).

n=1000;

X=grand(n,1,"exp",1);
Y=grand(n,1,"exp",1);
Z=grand(n,1,"exp",1);

N=0;

for i=1:n if X(i,1)+Y(i,1)<Z(i,1) then N=N+1
end

end;

p=1-3*N/n;

disp(p);

2. On cherche alors la loi de X 4+ Y avec la formule de convolution, les variables sont indépendantes
fx+y(x) = zexp(z) Vo € Ry (simple calcul)
Une densité de —Z est donnée par z — exp(z) pour z < 0.

Donc une densité fiy de U = X +Y — Z est donnée par :
+oo

Pour tout u € R, fy(u) = / fxay (@) fz(u—t)dt.

— 00
Ixiv(@®)fz(u—1t) #£0ssit=20etu—t<0iet > u.
Seules les valeurs u négatives nous intéressent :

+oo 400 1
siu<0, fu(u) = / te tevtdt = e“/ te 2t dt = Ze“_
0 0

1
(on reconnait §E(T) avec T — £(2).)

0
1 1
Et finalement P(X +Y < Z) = / Ze“ du = 1

— 00




