SUJET S1

Exercice principal S1

Soient n € N* et p € [0, 1].
Soit S, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramétre (n,p) et © > 0. On pose ¢ = 1 — p.
1. Question de cours : inégalité de Markov.

2. Soit A > 0. Montrer que :
E(ek(sn_np))

P(S, —np > nx) < v

3. Montrer que E(e 5 mP)) = (per 4 ge=*P)",
4. On admet pour Uinstant que, pour tout réel ¢, ¢! < e'” + t.
Montrer, en utilisant cette inégalité, que :

P(S, —np = nx) < en(¥*=aa),

puis en déduire que :

7L£L'2
P(S, —np>nx)<e 1

5. Expliquer comment on démontrerait de la méme fagon que :

’!LIL'2

P(S, —np < —nz) < e~

“(

Comparer avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

6. En déduire :

nz?

S
— P
n

> x) < 2e”

7. Dans cette derniére question, on revient sur 'inégalité admise & la question 4. Etudier la fonction f : ¢ +—
2
e 7t 4 te”t et en déduire I'inégalité admise a la question 4.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS1 2013 p. 24.
2. Soit A > 0. Comme x — ¢ est une bijection strictement croissante :

P(S, — np > nx) = P(e*5—"P) > oni)

puis par l'inégalité de Markov :

E(ek(sn_np))

P(S, —np > nx) <

enAz
3. Par le théoréme de transfert :
n
E(e/\(sn—np)) — Zek(k—np)p(gn =k)
k=0
— Z (Z)Z)kqn—ke/\(k—np)

k=0
= e (pe* + ¢)" par la formule du binome

= | (pe? + ge™ )"

comme demandé.



4. On applique 'inégalité admise avec t = Ag et t = —Ap. On en déduit :

2 2 2
AP p(eX' " +2g) + (X" — Ap)
pe)\2q2 + qe)\2p2
pe’\2 + qe>‘2 car p? <let > <1
2

e carp+qg=1

pe + ge~

NN NN

Alors E(e*Sn—mP)y < e d’ot finalement :

P(S, —np = nx) < en(3?—Az)

Cette inégalité, dont le premier membre ne dépend pas de A est vraie pour tout A. Or, & = > 0 fixé, la

x x
fonction A — A2 — Az atteint son minimum pour la valeur Ay = 5 et ce minimum vaut alors I On en
déduit donc :

P(S, —np 2 nx) <e 1

5. On démarre de la méme fagon en écrivant :

E(ek(np_sn))

P(S, —np < —nx) =P(A(n — S,) = Anzx) < v

11 suffit alors de reprendre les calculs précédents en remplagant A par —\ et on obtient le méme majorant a
Iarrivée.
6. 11 suffit d’écrire :

Sn_p‘ >x> = P(|S, —np| > nz)

= P(S, —np=>=z)+P(S, —np < —nx)

naz?

< 2 T4
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne simplement :

]P,(Sn V(2)  p(l-p)

—_— — > < =
n p‘ - x> e nx?
L’inégalité de Bernstein |est nettement meilleure‘ pour les grandes valeurs de n puisque ’exponentielle va
plus vite vers zéro.

7. On revient sur la preuve de I'inégalité utilisée dans la question 4. Cette preuve a été reportée en fin d’exercice
car elle est essentiellement technique.

On suit I'indication de ’énoncé et donc, soit f : ¢t — e’"~! 4 te™". La fonction f est dérivable et, pour t € R :
F) =2t —1)e" Tt + (1—t)e ™t = [(2t — el + (1 —t)]e

Le signe de f'(t) est donc le méme que celui de ¢(t) = (2t — 1)et2 + (1 —t). La fonction ¢ ainsi définie est
dérivable sur R et, pour tout t € R :

Q) = (42 — 2t +2)e’” — 1

1 7
La fonction t +— 4t* — 2t + 2 admet un minimum en ty = 1 et ce minimum est égal a 1 On en déduit que :

Vit e R @’(t)>£et2—1>£—1>0

La fonction ¢ est donc croissante. Or ¢(0) = 0 donc ¢ est négative sur R_ et positive sur Ry. Il en est donc
de méme pour f’ et la fonction f admet donc un minimum en ¢t = 0. Or f(0) = 1. On en déduit donc que :

VteR f(t)>1soit|VteR e <el +t¢




Exercice sans préparation S1

Soit f définie sur Rt par .
Vr e Rt f(x) = sup x—'
neN T
1. Donner une expression de f(z) en fonction de z.
2. Dessiner le graphe de f sur [0,4].

3. f est-elle continue sur R 7

Solution :

n

1. Soient k € Net « € [k, k+ 1] (on a ainsi k = |x]) . Notons pour tout n € N u,(z) = x—'
n!

Un(z) Suppi(z) on+l<asen<r-—1en < |z
Donc up(z) < ur(z) < ... <uk() > ups1(z) > upg2(x)......
ak zl®]
0= =
2. Sur le dessin, on voit la continuité mais pas la dérivabilité .
f
10 A
8 -
> 61
4 -
2 .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
X
3. f est continue et C' sur R™ privé de N*. Etude en k
kk kk_l kk_l
lim f(z)=—= et lim f(z)= = f(k).
IRONEL T T (6= 1)1

T <k x>k




f est bien continue sur R.

On peut faire aussi chercher les dérivée & droite et & gauche
k—1 kk—Q

=] et = sik>2et0etlsik=1)

(qui valent respectivement



SUJET S2

Exercice principal S2

Soit f une fonction continue sur [0, 1], non identiquement nulle, et & valeurs positives.
Pour tous polynomes P et ) de R[X], on pose :

1
o(P.Q) = / FHPOQ(t)t

1. Question de cours : Définition de I'ordre de multiplicité d’une racine d’un polynoéme.
2. Justifier que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].

3. Montrer que pour tout n entier vérifiant n > 1, il existe une base orthogonale (Fy, Pi,...,P,) de R,[X]

telle que :
deg(Py) = k
et P, est unitaire

Yk € [0,n], {

4. Montrer que P; admet une racine dans [0, 1].

5. Soit k > 1. On souhaite montrer que P, admet exactement k racines réelles simples, toutes dans [0, 1].
Soit j € [0, k], et supposons que P, admette exactement j racines distinctes dans [0, 1] qui soient d’ordre
de multiplicité impaire, notées (dans le cas ot j > 1) ay,aq,...,a;.
J

On note alors Q(X) = H(X —a;)sij#0et Q(X)=1sij=0.
i=1

(a) Etudier le signe de t — Py (t)Q(t) sur [0, 1].

(b) Montrer que P, (X)Q(X)=0s5sij < k.

(c) Conclure.

6. Montrer que pour tout k£ > 1, le polynéme (P;C)2 + 1 n’admet que des racines complexes, toutes simples.

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 7.

2. e L’application ¢ est clairement bien définie, symétrique, et bilinéaire par linéarité de l'intégrale.
1
o Soit P € R[X]. Alors o(P, P) = / £(6) (P()? dt.
0

Comme t — f(t) (P(t))” est continue positive, et que les bornes d’intégration sont dans le bon ordre, on
a bien p(P, P) > 0 par positivité de I'intégrale.

e Soit P € R[X] tel que (P, P) = 0.
La fonction ¢ — f(t) (P(t))? étant continue positive d’intégrale nulle, elle est alors nulle sur [0, 1].
On a donc : V¢ € [0,1], £(t) (P(t))* = 0.
Comme f n’est pas identiquement nulle : il existe au moins un réel ¢ € [0, 1] tel que f(c) # 0.
Comme f est continue en ¢, il existe € > 0 tel que Vt € [0,1] N [c—¢e,c+¢€], f(t) # 0.
Ainsi, Vt € [0,1] N [c—¢,c+¢€], P(t) = 0.
Le polyndéme P admet donc une infinité de racines, donc est nul.

¢ est donc bien un produit scalaire. ‘ Notons dans la suite || - || la norme associée.

3. On procéde par récurrence, en appliquant la ’ méthode d’orthonormalisation de Schmidt | & partir de la base
canonique.

e Notons Py = : Py est un polynoéme de degré 0.

1
[



e Soit k > 0.

Supposons qu’on ait défini une base orthonormée (Fy, . .., Py) de R;[X] telle que : V& € [0, n], deg(Py) = k.
k

Notons ex1 = X*T =3 " o(X**1, Py Py

§=0
Alors efy1 est de degré k + 1, donc n’appartient pas a Ry [X] = Vect(Fo, ..., Pk).
De plus7 Vi € [[Oa k]]a @(ek-ﬁ—hpi) = SO(Xk+17 PZ) - @(Xk—H,Pi)‘P(Piy Pz) =0.
Ainsi, e est non nul, et orthogonal a (Po,...,Pp).

[lexs1ll 1||
de cardinal k + 2 = dim(Ry41[X]), donc ’ une base orthonormée de Ry11[X]. ‘
4. On sait que 1 €Vect(FPy), donc P; L 1 : on doit avoir (1, P;) = 0.

Ainsi, en posant P11 = la famille (PO, .oy Pg, Pr11) est une famille orthonormée de Ry 1[X],

1
vt € [0,1], / F@®)PL(t)dt = 0.
0
La fonction P; est continue sur [0, 1], donc est bornée et atteint ses bornes.
Comme Yt € [0,1], m[ln](Pl( uw)) < Pi(t) < m[%ﬁ](Pl(u)), en multipliant par f(f) > 0 et en intégrant
€0 ue|0,
(positivité de l'intégrale), on obtient :

min (P;(u)) /01 ft)dt <0< max (Pi(u / f(t)

w€[0,1]

Comme f est positive non identiquement nulle, on a / f()dt > 0, donc nécessairement :

min P, < 0 < max P;.
[0,1] [0,1]

Par Théoréme des Valeurs Intermédiaires, ‘Pl s’annule donc au moins une fois sur [0, 1] ‘ (et c’est la seule

racine réelle puisque deg(P;) = 1)

5. Soit k>1
(a) Remarquons que pour tout k > 1, P, 1 1 donc comme dans 4, P;, admettra toujours au moins une racine
dans [0, 1].
Notons ay, ..., a; les racines d’ordre impair de P, dans [0, 1], de multiplicités respectives aq, ..., ;.
Notons by, ..., by, les (éventuelles) racines d’ordre pair de Py, dans [0, 1], de multiplicités resp. S1, ..., Bm.

Remarquons qu’on peut factoriser Py sous la forme

P =[(X —ag - TT(X —0)" - Re(X),

i=1 i=1

ou Ry, est un polynome n’admettant pas de racines dans [0, 1] donc de signe constant sur [0, 1] car continu.
Alors, on a :

Pe(X)Q(X) = [[(X —a)™ - [[(X =) - Ri(X)

i=1 i=1

Ainsi, Py (t)Q(t) est toujours du signe de Ry(t) sur [0,1], donc toujours ‘ de signe constant. ‘
(b) Supposons j < k. Alors Q(X) € R;[X] =Vect(Fy, ..., P;). Donc P est orthogonal & Q.

o(Pr, Q / f@)Pe(t)Q(t)dt = 0

Or, la fonction ¢t — f(t) Py (t)Q(¢) est continue, de signe constant, d’intégrale nulle, donc est nulle sur [0, 1].

Comme 4 la question 1, on montre que ‘ le polynome P.Q) ‘ est nul car admet une infinité de racines.

(c) Or, Py est de degré k > 1 et on a toujours @ # 0, donc c’est absurde d’avoir P,@ = 0.
Ainsi, on a nécessairement j = k. Ainsi, P, admet exactement k racines réelles dans [0, 1], d’ordre de
multiplicité impaire, donc toutes ses racines d’ordre de multiplicité 1 nécessairement, donc

‘toutes simples, et toutes dans [0, 1]. ‘




6. Soit k> 1.
Déja, pour tout réel t, on a (Py(t))? + 1 > 0, donc P? + 1 ne peut pas avoir de racines réelles.

Supposons que P,? + 1 admette une racine au moins double a € C \ R. On aurait :
2P (a)Pl(a) =0

Donc « serait racine de Py, ou racine de Pj.
Or, P, admet k racines réelles uniquement, donc Py () # 0.

De plus, en notant toujours a; < --- < aj les racines de Pg, en appliquant Rolle sur chaque intervalle
[ai,ait1] (i € [1,k —1]), P}, s’annule déja au moins k — 1 fois (une fois sur chacun de ces intervalles), en
étant de degré k — 1.

Donc P} admet exactement k — 1 racines, toutes réelles.

Ainsi| P? + 1 ne peut pas avoir de racine double.




Exercice sans préparation S2

On dispose d’un dé & 6 faces non pipé.

Proposer une méthode pour effectuer un tirage au sort équitable entre 24 individus (c’est & dire un tirage uniforme
entre 1 et 24) en au plus 3 lancers.

Implémenter la méthode avec Scilab et proposer un programme qui affiche un histogramme permettant de valider
la méthode proposée.

Solution :

On lance le dé 6 fois, on modélise par X1, ..., X3, 3 variables aléatoires indépendantes suivant des lois uniformes
sur [1,6].

On divise les 24 résultats possibles en quatre "lots" de 6

On utilise les deux derniers lancers pour déterminer quel sous ensemble choisit parmi les quatre, en fonction de
la valeur de ces deux derniers lancers par rapport & 3.

X=X +12% ]1[X2<3] + 6 * ]1[X3<3]-

On peut écrire le programme Scilab suivant :

Ntest=50000;
test=[];
for i=1:Ntest
de=grand(3,1,"uin",1,6);
choix=de(1);
if de(2)<4 then choix=choix+de(2)*12
end
if de(3)<4 then choix=choix+de(3)*6
end
test=[test,choix];
end;
histplot(0.5:25,test)



SUJET S3

Exercice principal S3

Soit m un entier supérieur ou égal & 2. On munit R™ de sa norme euclidienne canonique.
+oo
Pour tout z = (z1,...,2,) € R", on pose f(x) = / e (14 2yt + ot + -+ x,t™)? dt.
0
1. Question de cours : Donner une condition suffisante pour qu’une fonction de plusieurs variables admette
des extrema globaux sur un ensemble donné.
2. Montrer que la fonction f est bien définie.
3. On note M € M, 1(R) la matrice définie par M = ((4 + j))o<i,j<n
1
i
Soit © = (x1,...,2n) € R",onnote u= | . | € Mp111(R)
Ty
Montrer que f(z) = ‘uMu
4. (a) On admet que pour tout u € M,,411(R), si u # 0 alors "uMu > 0
Montrer que les valeurs propres de M sont toutes strictement positives.

(b) En déduire qu’il existe un réel A strictement positif tel que pour tout = € R" :

f(z) = Allzl]”

5. En déduire que f admet un minimum global.
On notera a = (ay,...,a,) un point ot ce minimum est atteint.
6. (a) Montrer que, pour tout k € [1,n], k! + (kK + Dlay +--- + (k +n)la, = 0.
(b) Onpose P(X)=1+a1(X+1)+a(X+1)(X+2)+ - F+a, (X +1)(X+2)--- (X +n).

Montrer que P(X) = (n__:)ln)l(X DX -2)--- (X —n).

(c) Montrer que f(a) = P(0) = %

Solution :

1. Programme officiel ECS2 page 19.
2. Soit z = (z1,...,z,) € R™.
Soit la fonction g : t + e (1 + z1t + xot* 4 -+ + 2,t™)? est continue et positive sur [0, +oo[. De plus,

1 . ) L L.
g(t) Ml o) 5} par croissances comparées, donc ‘ lintégrale f(x) converge ‘ par domination.
—r 00

3. Par linéarité (toutes les intégrales convergent par le méme raisonnement qu’a la question précédente), on



trouve que :

+o0
f(z) :/ e_t(1+$1t+$2t2+...+xntn)2dt
0

:/+°<> _tdt+22$k/ tkke_tdt—i——&—ZZx xj/ titie=t d¢
0 =1 j=1
—1+2Zk'xk+ZZz+j'xxJ

=1 j=1
n n
= Z (i 4 j)lz;z; en notant zo =1
1=0 j=0

=uT Mu

+o00

Remarque : / t'"He~tdt = (i + j)! en utilisant la densité d’une loi (i + j), ou éventuellement par
0

récurrence.

4. (a) Soit X\ une valeur propre de M et u un vecteur propre associé
Comme u est non nul, u” Mu = X|[u||> > 0.

Donc ‘ Toutes les valeurs propres de M sont strictement positives.

(b) La matrice M étant symétrique réelle, elle est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral et il existe

donc une matrice diagonale D = diag(\1,...,\,) (on peut supposer 0 < Ao < Ay < -+ < A,) et une
matrice orthogonale P telle que M = PD'P. On peut alors écrire avec les notations précédentes, en
posant v = *Pu = (vg,...,v,) :
n n
f(z) ="uPD"Pu="vDv = Z)\kvz > Ao sz = Xol[v]I® = Xollul|} = Moz
k=0 k=0

5. D’apreés la question précédente, il existe un réel r > 0 tel que pour tout = € R”, |z|| > r = f(x) > f(0).

La fonction f étant polynomiale, elle est continue sur la boule fermée bornée B = {z € R" | Hx|| r}. Elle
admet donc un minimum m sur B. Par construction de r, on a : Vo € R™\ B, f(z) > f(0) >

‘La fonction f admet donc un minimum global sur R". ‘

6. (a) Puisque la fonction f est polynomiale, donc C, sur 'ouvert R™, le point a est un point critique, i.e. :

of

k

8f For (@ ):2k1+2iak(k+i)!.

=1

Or, pour tout k € [1,n],

Pour tout k € [1,n], k! + Zak(kJri)! =0.

i=1

(b) Pour tout k € [1,n], k!P(k) = k! + Z ar(k +1)! = 0. Le polynome P est de degré inférieur ou égal a n
i=1
et admet n racines distinctes. Il existe donc A € R tel que P(X) = A (X —1)--- (X —n).
(=n"

Puisque P(—1) = 1, on trouve A = CFEIk

P(X):(E;_l)ln)!(X—l)--(X—n).

(c) On a, par linéarité (toutes les intégrales convergent) :
+oo
f(a) z/ e H(1 4 art + agt® + - + a,t™)*dt
0

+oo +oo
:/ e t(1+ art + agt® 4+ - - - + ant") dt+Zak/ UL+ 2yt 4 2ot® 4 -+ ™) dE.
0



Or:

+oo
Vke[[l,n]],/ the (14 a1t 4+ agt?> + -+ ant™) dt = Kl 4+a1 (k+ 1)+ az(k+2)!+- -+ an(k+n)! = 0.
0

Ainsi :

+o0 n 1
f(a) :/ e M1+ ait +agt? + - Fant")dt =1 +Zakk! = P(0)=—|
0 k=1 &




Exercice sans préparation S3

On tire (avec remise) une boule d’une urne contenant n boules distinctes. On note V' la variable aléatoire égale au
numéro du tirage ol pour la premiére fois, chaque boule a été tirée au moins une fois. Calculer I’espérance de V' et
trouver un équivalent quand n tend vers l'infini.

Proposer un programme Scilab pour tester ce résultat.

Solution :

Soit T; le numéro de tirage lorsque ¢ boules différentes ont été tirées au moins une fois. En notant V; = T; —T;_4
et Vi=1,onaV =V, +..4+V,. Or, V; est égal au nombre de tirages pour tirer une des n — (i — 1) boules qui
n’ont pas encore été tirées. V; suit donc une loi géométrique de parameétre

n—(i—1)

Pi =

D’ou

1 1 n
EV)=EWV)+.4+E\V,)=—+..— = _
(V) = BE(V) 00 = o+ = | o wmiT

En particulier | E(V) ~ nlnn | quand n tend vers linfini.
On peut proposer le programme Scilab suivant :

n=30;
Ntest=10000;
esp=0;
E=0
compt=0;
for i=1:Ntest
A=zeros(1,n);
while sum(A)<n
u=int (n*rand()+1);
if A(u)==0 then
ACu)=1 ;
end
compt=compt+1;
end
end
E=compt/Ntest;
esp=E/(n*log(n));
disp(esp)



SUJET S4

Exercice principal S4

1. Question de cours : matrice hessienne en un point x.
2. Soit n € N* avec n > 2. On considére la fonction f définie sur R™ par :

n n 2 n
v(x17"'7xn)€Rn f(xl77zn):2$i+ (Zxk> 7Zxk
k=1 k=1 k=1

Montrer que f est de classe C? sur R™ puis calculer les dérivées premiéres et les dérivées secondes de f.
3. (a) Déterminer le seul point critique (a1, ...,a,) de f sur R™.
(b) Vérifier que la hessienne de f en ce point est la matrice 4,, = 2(I,, + J,,) ou I, est la matrice identité de
M, (R) et J, la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
4. Déterminer le rang de J,.
En déduire le spectre de J,,, puis celui de A,.
5. Montrer que f admet un minimum local en (a1, ...,a,) et préciser la valeur de ce minimum.

6. Dans cette derniére question, on va retrouver et préciser le résultat précédent par une méthode différente.
n

n
Pour r € R", on note C, la contrainte d’équation Zxﬁ =r’et S, = {(a:l, oo Zy) €RY Zazi = 7’2}.
k=1 k=1
(a) Montrer que f admet un minimum global et un maximum global sous la contrainte C,..
On note respectivement m(r) et M(r) la valeur de ce minimum et de ce maximum.

(b) On admet que :

(n+1)r?—ryn si0<r<

m(r) = 1 1

1
2V o M(r) = (n+1)r*+ryn
r?— - sir >

4 2y/n
En déduire que le minimum local obtenu & la question 5. est un minimum global.

(c) Prouver le résultat admis a la question précédente.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2014 p. 19.
2. Soit n € N* avec n > 2. On considére la fonction f définie sur R™ par :

n n 2 n
Vn € R™ f(xl,---ﬁn):ZI%‘F(Zka) —Zxk
— k=1 k=1

k=1

La fonction f est de classe C? sur R"™ car elle est polynomiale. Un calcul immeédiat donne :

n
Vie[l,n] 0if(xi,...,zn) =2xi+22xk—1:4xi+22mk—l
k=1 k#i

puis

. 4 sij=3i
v Ln]* 07, ey Tp) =
(17.7)6[[ 7”]] z,]f(Ila ,$) {2 Sll?é]




3.(a) Le point (aq,...,a,) est un point critique de f si et seulement si 9; f(ay,...,a,) = 0 pour tout i € [1,n].

Le n-uplet (aq,...,a,) est donc solution du systéme linéaire dont la matrice augmentée est :
4 2 2 ... 21
2 4 2 ... 21
A=12 2 4 2 1
2 2 ... 2 41

En faisant successivement pour ¢ variant de 1 & n — 1, les opérations L; < L; — L;;1, on trouve a; =

as = ... = a, puis la derniére équation donne a,, = ———.
Finalement 'unique point critique de f est :

(ai,...,ap) = <Q(nl+1),.”,2(”1+ 1))

(b) On note a = (aq,...,a,). Le résultat demandé découle directement du calcul des dérivées secondes. On
remarque d’ailleurs que la hessienne ne dépend pas du point ce qui est normal car f est un polynome de
degré 2 en les xy.

On a donc :

[ Vf(a) = 2L + Jn)]

4. La matrice J, a toutes ses colonnes égales. Elle est donc au plus de rang 1. De plus, elle est non nulle. On
adoncrg J, = 1.

Par le théoréme du rang, on en déduit que dim Ker (J,) = n— 1. Ainsi 0 est valeur propre et le sous-espace
propre associé est de dimension n — 1.

1 n
On remarque par ailleurs que J,, - | : | =

1 n

Ainsi, n est valeur propre de J,,. Comme le sous-espace propre associé & 0 est de dimension n—1, la dimension
du sous-espace propre de J, associé a la valeur propre n est nécessairement 1 et alors, par argument de

dimension, | Sp J,, = {0,n} |

Soit X € M, 1(R) et A € R. Alors :

I X =AX & (I +J)X = (1+ )X & A, X =2(1+ V)X

On en déduit donc que ‘ SpA4, ={2,2(n+1)} ‘

5. La matrice hessienne de f en a = (aq,...,a,) n’admet que des valeurs propres strictement positives donc f
admet un minimum local en ce point. Ce mininum est alors :

n n

2
1 1 ~ 1 n
f(a)zzm+ (;mm> *Zm“) T A1)

k=1 =1 k=1

6. (a) Chercher les extrema globaux de f sous la contrainte C, revient & chercher les extrema de la restriction
de f a S,. Or S, est une partie fermée bornée de R" et f est continue sur R".

‘La fonction f admet donc un minimum global et un maximum global sur 5.

(b) On remarque que R™\{(0,...,0)} = U S, et que S, NS]. = @ pour r # 1’ avec r et r’ dans RY.
r>0
Comme, pour tout = € Sy, f(x) > m(r), il suffit de montrer qu’il existe 1 > 0 tel que m(ry) < m(r)
pour tout r» > 0 pour montrer que la fonction f admet un minimum global.

1 5 1
—, m
2y/n’

1
Or, pour r > ry = (T)=T2—72r0—1.
On peut par ailleurs remarquer que :

4

1
r%—zz(n—&—l)rg—rm/ﬁ



Maintenant la fonction r — (n + 1)7"2 — ry/n est une fonction polynomiale de degré 2 qui admet un
minimum en
1 /n

S 2n+1
On peut vérifier que I'on a bien 0 < r; <rgcarn+ 1> n.
Ainsi, pour tout r €]0,79] : m(r1) < m(r). En particulier : m(r1) < m(rg) et donc :

T1

1 vn
Vr >0 < ur =—
r m(ry) < m(r) ou rq a1

m(rl):(n+1)rf—r1\/ﬁ:1n+1 ~ 5T :7171_5_1

En particulier m(ry) < 0= f(0,...,0).

. On retrouve bien la valeur

Ainsi, la fonction f admet un minimum global sur R™ égal a | ——

obtenue & la question 5.
n

On note g(z) = Z r7. La fonction g ainsi définie est de classe C! sur R™.

k=1
Les points z = (z1,...,x,) € R" ou les extrema de f sous la contrainte C, sont atteints sont nécessaire-
ment ceux pour lesquels g(x) = 2 et pour lesquels il existe X € R tel que :

Vie[l,n] 0if(z) = AN0ig(x)

soit :
Vie[ln] 22-MNz+2) zp=1
k#i

La matrice augmentée de ce systéme est :
2(2-)) 2 2 e 2 1
2 2(2-X) 2 e 2 1
B - 2 2 2(2 - \) 2 1
2 2 e 2 22-X) 1

On suppose d’abord A # 1. Sous cette hypothése, on peut résoudre le systéme par les mémes opérations
élémentaires sur les lignes et colonnes que pour le systéme de la question 3.(a) et on obtient de méme
que T1 = ... = Ty.

On a alors 2(n + 1 — A\)zy = 1 et donc nécessairement, pour qu’il existe une solution, A # n + 1. Alors :

1
T1=...=Tp=——""—
! T (n+1- )
La contrainte g(x) = 72 donne alors la condition :
n _ 2

4n+1-XN)2

soit :
A:A1:n+1+@ou)\:)\2:n+1f@
2r 2r

On remarque que A\; #n+ 1 et A2 #n + 1. De méme A; # 1. Par contre :

1
M=l<—r=——

2vn

Pour la valeur r = rg = la valeur Ay est donc & éliminer.

1
2y/n’

De plus, pour A = \q, alors :

xl:---zl‘n:—% et f(x1,...,2,) = (n+1)r* +ryn



tandis que pour A = A, alors :

xlz...:mn:%et f(@1,..,z0) = (n+ D)r* —ryn

Regardons maintenant ce qui se passe dans le cas ot A = 1. Le systéme ne contient alors qu’une seule
n n

1
équation : Z Tk = 5 A cela s’ajoute la contrainte Z r3 = r?. Sl existe un x = (zy,...,z,) qui vérifie

k=1 k=1
ces deux équations, on a donc nécessairement :

2
f(l'lv"'axn):”j"‘() — - =" — =
Ar ﬁXé, on peut remarquer que :

r? —

<(n+Dr?—ryn < (n+Dr* +rvn

AN

1
2y/n’

Il est donc essentiel de savoir §'il existe un x = (x1,...,x,) vérifiant les deux conditions :
n n
1
E Ty = 3 et E x% =r?
k=1 k=1

Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

avec égalité dans la premiére inégalité si et seulement si r = rg =

Ainsi, si un z vérifie les deux contraintes demandées, nécessairement :

1 1
<ryn soit r> ——
Vi NG

N |

1
Pour r =1y = on remarque que r = ( ) vérifie les deux conditions et par homothétie

1
2y/n’ 2n" "7 2n
on pourra trouver un tel z pour r > rq.

Comme déja remarqué, a r fixé :

2

- <(n+Dr*—rvn<(n+Dr’+rvn

AN

Comme on sait déja que m(r) et M(r) existent, on peut affirmer & partir des calculs précédents que :

1
(n+1)r? —rvn siO<7‘<72
m(r) = , 1 1 Vi g M(r) = (n+1)r* +ryn
r _Z Sl?"/ﬁ

Remarquons que les calculs précédents permettent également de retrouver que le minimum est atteint

ma= <2(n1+1)""’2(n1+1))'




Exercice sans préparation S4

Le métro automatique de la ligne 14 s’arréte a 9 stations numérotées de 0 & 8.

Il démarre a la station 0.

Quand il arrive a la station n® 8 ou & la station n? 0, il fait demi tour, et poursuit un mouvement de balancier
entre ces deux stations.

On suppose qu’il s’arréte 1 min & chaque station avec un temps de trajet négligeable entre deux stations. (a la
minute 1, il est a la station 1, a la minute 2, il est a la station 2, a la minute 8, il est a la station 8, 4 la minute
9, il est la station 7)

Un voyageur s’endort a la station n? 0. Son temps de sommeil 7', compté en minute suit une loi géométrique
de paramétre p € |0, 1[. On note X le numéro de la station a laquelle il se réveille.

Déterminer la loi de X

Solution :

X(Q) =To,8].
Le métro fait un aller-retour en 16 minutes et sa position est donc 16-périodique.
Onnoteg=1—p

too 15
c— Pq
P(X = 0) = P(T € 16N*) Z]P’ =16k) = ¢'%'p= g0
k=1
oo “+o0 pq7
P(X =8) =P(X € 1I6N+8) = > P(X =16k+8) =Y ¢'%p= s
Pour i € [1, 7], lors de son premier aller-retour, le métro sera a la station ¢ aux minutes i et 16 — i.
o0 +oo
P(X =i)=P(T € 16N +i) + P(T € 16N+ 16 — i) = Y P(X =16k + i)+ Y P(X = 16k + 16 — i)
k=0
16k+i—1 16k +16—i~1, pg ' pg't
Zq p+Zq =1 g T T

Idée de questlon supplementalre écrire un programme SCILAB simulant le trajet du métro jusqu’au réveil du
voyageur et donnant la valeur de X

function x=X(p);
position=1;
sens=1;
a=rand() ;

While a>p

if (position=0) or (position=8)
then sens=(-1)*sens
end;
position=position+sens
a=rand ()
end
x=position;
endfunction



SUJET S5

Exercice principal S5

Soit a un réel de ]0, 1] qu’on suppose inconnu. Soit X une variable aléatoire réelle telle que :

P(X <a)) = 5.

N =

la
la

- Q

. Montrer que la variable aléatoire X est & densité, dont une densité fx est donnée par :

. 1
. Etablir que ’'on a - <V[X]< -
e

loi conditionnelle de X sachant [X < a] est la loi uniforme sur [0, a].
loi conditionnelle de X sachant [X > a] est la loi uniforme sur [a, 1].

uestion de cours : Enoncer le théoréme central limite.

1

2a

Vr eR, fx (:L') = 1
2(1—a)
0 sinon

si0<zr<a

sia<z<1

. Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer en fonction de a.

1

8
n considére (X;);>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, toutes de méme loi

que X.

1 &
On note pour tout n > 1, X,, = — ZXk'
"=

(a)

1 1
c) Soit « €]0,1[. Montrer que |1}, — —, T, + ——
(©) Soit a €lo.1] awe |1 o Ty

Déterminer deux réels 3 et v (8 # 0) tels que T,, = 3X,, + ~y soit un estimateur sans biais de a.

Montrer que 7,, est un estimateur convergent de a.
] est un intervalle de confiance de a au niveau de
confiance 1 — a.

) On pose pour tout a €]0, 1], uq = &+ (1 - %) ot ® désigne la fonction de répartition de la loi nor-

1 1
male centrée réduite. Monter que l'intervalle {Tn — ——Uq, I + ——=1u, | est un intervalle de confiance

Van Van

asymptotique de a au niveau de confiance 1 — a.

Solution :

1. Programme officiel ECS2 page 29.
2. D’apres la définition de X, on voit que X () C [0, 1] presque-stirement.

e Pour z <0, Fx(x)=0.
e Pourz > 1, Fx(x) = 1.
e Soit z € [0,a]. Alors :

[N
Q8
8

Fx(z)=P(X <2)=P([X <a]N[X <7]) =P(X < a)Pxcaq)(X <) =

Fx(z)=P(X <z)=P([X <alUla< X <z])=P(X <a)+P(X >a|N[a< X < z])
1l z—a 2z+4+1-2a

2 1-a 201-a)

[

I
+
gac
>
v
>
e
>
V
8
=
A

~
N
=

|

+



0
X
. . . 2a
Ainsi, la fonction de répartition de X est donnée par : Vo € R, Fx(z) = 11— 2a
2(1—a)
1

siz<O0
si0<r<a

sia<z<1

six>1

La fonction de répartition Fy est clairement continue sur R, de classe C' au moins sur R\ {0,a,1} ce qui
suffit, donc X est bien une variable aléatoire & densité. On peut donner comme densité par exemple la

fonction fx donnée par :

1
—_ si0<z<a
2a
V$ER7 fX(x): # sia<zxz <1
21— a) h
0 sinon

3. La variable aléatoire X est bornée puisque X (2) = [0, 1], donc X admet bien une espérance et une variance.

! ¢t Lot 1 a? 1 1-a?> a 1
X /O Eix(t)dt /0 2adt+/a 2(1—a)dt 2a 2 T31=a) 2 T

Par théoréme de transfert :

+a_1—|—2a
4 | 4

+ a? _ 1+ a+ 2a?

1 a 42 1 2 3 3 2

t t 1 a 1 1—a a® l4a
EX? = | £fx@t)dt= [ —dt / = gp=—ty - —

= /0 Fx(®) 7l T S S P T +

Donc :

2 _ 1+a—|—2a2_(1+2a)2 _

1—a) 3 6 6

6

8(1+a+2a%) —3(1+4a+4a®) 5—4a+4a® (2a —1)? +4

VIX] = E[XZ}_(]E[XD 6 16 48 48

4. D’aprés ce qui précéde, on a :
(2a —1)2+4 J4 1

xj=e-rt, 4
VXl 48 48 12
“ 2a—1)2+4 144 6
a—1)"+ + 1
X R’ 48 S’
5. (a) Par linéarité de I’espérance,
1 & 1+ 2a
E|X,| =— E(X.] = E[X,]| =
0] = 5 3 Bl =B = 1
4X, —1
On voit donc qu’en particulier E ["2] =a.

1
11 suffit donc de poser | T,, = 2X,, — 3 pour obtenir un estimateur sans biais de a.

+ 2a

(b) D’aprés la loi faible des grands nombres, X,, converge en probabilité vers

est continue donc | T}, converge en probabilité vers a.

48




>1- 0
(7)
=1-2naV[T,]

4
=1-2n«a (V[Xﬂ) (lesX; sont indépendants)
n

=1- SV[Xl]OZ
>1—«
T, ! T, + ! ] est un intervalle de confiance de a au niveau de confiance 1 — «
n- T —tn T Vi Vv — Q.
V2na V2no
% _ 2a+1
(d) En utilisant le théoréme central limite \/ﬁ% converge en loi vers N < N(0,1). Donc
o
X _ 2atl
RETM]P vn nO'(X)4 € [~Un,ua) | =1 -«
- 2T, +1
Or X,, = Znt? don
. T, —a
(8 ) -1
lim P (Tn —a€ l—ua\/ 4V(X),ua\/ V(X) ) =1—«
n—-+oo n n
1
Or V[X] < 3 donc

(1o [ T ) < (1 [ o 2]

1
[Tn — \/Tum T, + ua} est un intervalle de confiance asymptotique de a de niveau 1 — a.
n

V2n




Exercice sans préparation S5

Soit A € M3(R) une matrice non nulle telle que A% = 0.

Montrer que la matrice A est semblable & la matrice B = puis déterminer la dimension de ’espace

o O O
S OO
S O =

vectoriel C4y = {M € M3(R), AM = MA}.

Solution :

Notons f ’endomorphisme de R® canoniquement associé & A. On vérifie sans peine que C4 est un sous-espace
vectoriel de M3(R) (en tant que noyau de I’endomorphisme M — AM — M A).
Puisque A% = 0, f2 = 0, et ainsi Im f C Ker f. Puisque f # 0 (car A # 0), le théoréme du rang assure
nécessairement que rg f =1 et dim Ker f = 2.
Soit (e1) une base de Im f. En ajoutant un vecteur es € Ker f\ Im f, on obtient une famille libre donc une base
de Ker f. Soit ez un antécédent de e; par f. Puisque ey # 0, e3 ¢ Ker f. La famille B = (eq, 2, e3) est alors une
famille libre de cardinal 3 = dim R® donc une base de R®. Dans cette base la matrice de f est :

0 0 1
B=10 0 0| =P AP
00 0

en notant P la matrice de passage de la base canonique 4 la base B.
A et B sont semblables.
Remarquons que :

M €Cy 4 AM = MA < PBP™'M = MPBP™' < B(P"'MP)=(P"'MP)B

Les matrices N € M3(R) vérifiant BN = N B sont les matrices de la forme

N =

o o e
[eoRRSTNS S
SIS

On en déduit une famille génératrice de C4 :

a b
Ca=<{P|0 d P! (a,b,c,d,e) € R® b = Vect (My, My, M3, My, Ms)
0 0

L O O

1 00 010 00 1 000
ou My =P[0 0 o]|P Y, My=P|0O 0 O|P Y, Ms=P|0 0 O|P Y, My=P|0 1 0|]P tet
0 0 1 000 000 0 0 0

My =P

o O O

0
0
0

O = O

) P~!. On vérifie sans probléme que (Mj, ..., Ms) forme une famille libre, i.e.



SUJET S6

Exercice principal S6

1. Question de cours Rappeler la définition d’un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E.

2. Soient [ et k deux entiers de [1,n]. Soit E;; la matrice de la base canonique de M, (R) dont tous les
coefficients sont nuls, sauf celui situé sur la /-iéme ligne et la k-iéme colonne qui vaut alors 1.

Soit A € M, (R).
Exprimer Tr(Ej ;A) en fonction d’un coefficient de la matrice A.

3. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit F' Papplication bilinéaire symétrique définie par

(A, B) —  Tr(A)Tr(B) — Tr(AB) °

(a) Montrer que si, pour tout X de M, (R) on a FI(A,X) =0, alors A = 0.

F .

(b) Soit u une application de M, (R) vers M, (R) telle que :

Y(X,Y) € (Ma(R))?, F(u(X),Y)=F(X,u(Y)).

Montrer que u est linéaire.

(c) L’application F est-elle un produit scalaire sur M, (R)?

4. Soit M une matrice de GL,(R).
Soit f l’endomorphisme de M, (R) défini par :

. M,(R) — M,(R)
f X = MXM™'-

On pose I’équation suivante pour h un endomorphisme de M, (R) :
V(X,Y) € (Mn(R))?, F(f(X),Y)=F(X,h(Y)) ()
(a) Montrer que f est bijective et expliciter f~'.

(b) Montrer que f~* est I'unique endomorphisme de M, (R) vérifiant I'équation (*).

(¢c) Montrer qu’une condition suffisante pour que f soit égal & f ~1 est que la matrice M soit diagonalisable
et que Sp (M) C {1; —1}. Cette condition est-elle nécessaire ?

5. Soit ’endomorphisme g de M>(R) défini par :
M,R) — Ms(R)
g: (a b a+c b+d—a—c
c d c d—c
(a) Déterminer M € M3(R) telle que VA € My(R), g(A)M = M A.
(b) Déterminer tous les endomorphismes k de Ms(R) tel que, pour tout X et Y de M5(R) on ait :

Tr(g(X)Tr(Y)—-Tr(X)Trk(Y)) = -Trk(Y)X)+Tr(Yg¢(X)).

Solution :



1. Programme officiel ECS2 page 7.

2. On note (a; ;)1<i,j<n €t (@i j)1<i,j<n les coefficients respectifs des matrices A et Ej

Avec la formule du produit matriciel : Tr(A.E; ) Z Z a; ;25,i)
=1 j=1
Mais x;; = 0 seulement si j = et i = k, donc
‘TI‘(AEl,k) = ak,l ‘
3. (a) Soit A telle que pour tout X € M, (R), F(A,X) =

En prenant X = Ej; on obtient
Sil=k:Tr(A)x1—a;; =0etsil #k,0—ay,; = 0. Les a;; sont tous égaux, on doit avoir Tr(A) = nTr(A)
ce qui donne Tr(A4) = 0.

(b) Soient « et (3 réels et des matrices X, Y et T de M, (R) on a :

F(u(aX +8Y) —au(X) = fu(Y),T) = F(u(aX+pY),T) - F(u(aX),T) - F(u(BY),T)
FlaX + Y, u(T) — F(aX,u(T))) — F(BY,u(T))
(
o,

FlaX 4+ 8Y —aX — 8Y,u(T))
wT)) =0

Comme cette propriété est vraie pour tout 7', d’aprés a) on a u(aX + BY) — au(X) — pu(Y) =

= F(0

‘l’application u est linéaire.

010 0 100 0
1 00 0 010 0
(c) Non : en effet si on note | C = 0 00 0f,c2=(0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Et F(C,C) =Tr*(C) - Tr(C?*) = -1<0
‘F n’est pas un produit scalaire. ‘
4.(a) Soit Y € M,,(R), f(X)=Y ssi MXM ' =Y ssi X = M~ 'Y M.
| Pour tout ¥ € M, (R), f(Y) = M"Y M|
(b) * Montrons que f~! vérifie (*) ie T((M XM 1Y) —Tr(f(X))Tr(Y) = Te(X MY M)-Tr(X)Tr(fY).
On a déja Tr(X) = Tr(f(X)) et Tr(f~1(Y)) = Tr(Y). De plus Te(M. XM ~'Y) = Te(XM Y. M),
on a bien I'identité voulue.
Ainsi V(X,Y) € (M, (R)?, F(f(X),Y)=F(X,f 1 (Y)) et f! verifie (*)
* Supposons qu’il y ait un autre endomorphisme h de M, (R); alors, pour tout X tout Y de M, (R) on
aurait F(X,h(Y)) = F(X, f~1(Y)) d’oit pour tout X de M, (R) on aurait F(X,h(Y)— f~1(Y)) =0
d’ou d’aprés 1) a) pour tout Y de M, (R)) ona: h(Y)— f 1 (Y)=0douh=f""

1 est Punique endomorphisme de M,, (R) vérifiant la relation demandée

(c) Si la matrice M est semblable & une matrice diagonale D ne contenant que des 1 ou des —1 sur la
diagonale on a D? =T et par suite M2 =T donc M =M ‘et h=f \ La condition est bien suffisante

Cette condition ‘ n’est pas nécessaire ‘ car si on choisit M =2l on a h = f.

B
)

5. (a) On détermine cette matrice M = <?; ) en écrivant 1’égalité Mg(A) = Ag(M) pour des matrices de

la base canonique.

fa 0y [(a—vy B-=9
Pour E171 5 ("}/ 0) = ( 0 0 ) .
Pour E172 <8 :) = (g g)

On trouve ainsia = =4Jdet v=0



(11 , L a b\ (a+c b+d\ _ [(a+c b+d—a—c
OnposealorsM—(O 1) etlontrouvebwn.M(C d>_< . d )—( c d—c )M

(en fait tous les multiples non nuls de M conviennent)

(b) La matrice M trouvée est inversible, donc ’endomorphisme g est de la forme g(X) = MXM " avec M =

( (1) } ) Alors d’aprés 4. on sait que "endomorphisme k existe et est unique; il est défini par : k(X) =

M~YXM cest a dire puisque M ! = ( L1 ) ona: k(( a b ))Z (

a—c a—c+b—d
0 1 c d ’

c c+d




Exercice sans préparation S6

On dit qu’une variable aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) suit la distribution de LEVY—
PARETO si :
— 1l existe € > 0 tel que
— P(X >¢)=1;
— pour tout > ¢, P(X >n) > 0.
— pour tous 71, 72 > ¢, la loi de — conditionnellement & I’événement {X > n;} est la méme que celle de E

m 2
conditionnellement & 1’événement {X > 19}, ce qui équivaut a dire que

X X
VmGRIP’(>x|X>771):IE”(>x|X>772>.
T M2

Déterminer la forme de la densité d’une telle variable aléatoire.

Solution :

X
11 suffit de voir que ’hypothése implique que Z = In — posséde la propriété d’absence de mémoire (ECS1 p.24)
€

et donc que Z < £()\) pour un certain A > 0.
On détermine la densité cherchée en déterminant la fonction de répartition de z (et en la dérivant a la fin) :

x
Soit > ¢ (et donc In— > 0), on a
€

P(X <z) = P(lnX glnx>
3 g

- -ep(and) -1 (%)

On obtient par dérivation (la f.r. obtenue, valant 0 sur | — oo, e[ est bien continue sur tout R, de classe C* sur
R\ {e}) la densité de X :

5)\

De 14, on peut enchainer sur des questions d’existence d’espérance et de variance, de lois du min, du max, etc...



SUJET S7

Exercice principal S7

On se place dans un espace euclidien E de dimension n > 1.
1. Question de cours : réduction des matrices symétriques réelles.

2. Soit (e, ...,ey,) une base orthonormée de E. Montrer que :

n

VreE lal =Y (e

k=1

3. On s’intéresse maintenant a la réciproque du résultat précédent. Soit donc une famille de vecteurs (eq, . ..

de F telle que :

m

veeE |z|]® = Z(m, ex)?.

k=1
On suppose en outre que les vecteurs ey, ..., e, sont tous de norme 1.
(a) Montrer que la famille (eq,...,e,,) est une famille orthonormée de E.
(b) Déterminer (Vect(ey, ..., em))" et conclure.

4. On considére désormais une famille de n vecteurs (eq,...,e,) de E (ou n = dim F) telle que :

n

vreE il =Y (5 e

k=1
On ne suppose plus que les vecteurs eq,...,e, sont de norme 1.
(a) Pourquoi la famille (eq, ..., e,) est-elle encore une base de E avec ces hypothéses ?

(b) Montrer que, pour tous z et y dans E :

(@ y) = (w5 ex)(ys ex).

k=1
(c) Soit G la matrice de M, (R) définie par :
(e1; e1) (ex; ea) ... (e en)
oo (e2; e1) (e2; ea) ... (e2; €n)
(eni e1) fens e2) o {ens en)

Autrement dit : G = ({e;; €;))1<i j<n-

Pourquoi la matrice G est-elle diagonalisable dans R ?
(d) Prouver que G% = G.

En déduire que G = I, et conclure.

,€m)

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2013 p. 18.



2. C’est encore un résultat du cours. Si la base (eq, ..., e,) est orthonormée, le vecteur = se décompose sous la

forme :
n

x = Z(m, k) ek

k=1
d’ou par bilinéarité du produit scalaire :
n n n
2
lall* = (25 ) = D0 (s e)(ws ej)(ess e5)| =Y (w; ex)?
i=1 j=1 k=1
car la famille (eq,...,e,) est orthonormée.

3. (a) On applique "hypothése avec x = ¢; pour 1 < i < m. On obtient ainsi :

m

L=l =D (e er) =1+ > (ei ex)?

k=1 ki

Ainsi : Z(ei; ex)? = 0. Mais c’est une somme de termes positifs donc chaque terme est nul :
ki

V(i k) € [L,m] i# k= (e;; ex) =0

Les vecteurs étant unitaires, \la famille est donc bien orthonormée. \

(b) Soit z € (Vect(ey,...,em)) . Alors, pour tout k € [1,m], (z; ex) =0 d’ou :

m

lle|[* =D {w; er)” =0

k=1

Donc z = 0. Ainsi :
(Vect(eq, ... em))" = {0}

Mais alors Vect(ey,...,e,) = E et donc la famille (ey, ..., e,,) est génératrice. Elle est libre car ortho-

normée et c’est donc bien ‘une base orthonormée de F. ‘ En particulier, cela prouve que m = n.

4. (a) L’argument utilisé a la question 3.(b) pour montrer que la famille (e, .. ., e, ) est génératrice reste valable.
De plus, comme on sait désormais que le cardinal de la famille est égal & la dimension de F, on peut

affirmer que ‘ la famille (eq,...,e,) est une base de E. ‘

(b) D’une part :
2 2 2
lz 4+ yllI” = [l=[” + 2{z; y) + [yl

et d’autre part, en utilisant I’hypothése sur la famille (eq,...,e,) on peut également calculer :

n

Z(w +y; ex)’

k=1
= Z(@; ex) + (yi ex))”
k=1
= > (wen)+2) (e en) + Y (y5 ex)’

k=1 k=1 k=1

2
||z + yl|

2 2
= |l +2) (5 en)(y; ex) + [yl
k=1

En comparant les deux expressions on en déduit :

n

(@ y) =D (w5 ex)(y; ex)

k=1

(c) La matrice G est diagonalisable dans R car c’est une matrice ‘ symétrique réelle.




(d) On note A = G? = (a; j)1<i j<n- Alors par définition du produit matriciel, pour (i,5) € [1,n] :

n

i =Y (ess ex)lens e5) = Y (e en)(esi exn) = (es; ;)

k=1 k=1

par la question 4.(b). Mais cela signifie exactement que

La matrice G définit donc un projecteur.
Montrons que G est inversible. 11 suffit pour cela de montrer que ses colonnes forment une famille libre.

On note C4,...,C), les colonnes de G. Soient \q,...,\, des scalaires tels que Z)\jCj = 0. Alors, pour
j=1
tout i € [1,n] :

Z)\j<6j; 6i> =0
j=1

soit encore par bilinéarité du produit scalaire :
n

(D Ajejs e) =0
j=1

Mais alors cela signifie que Z)\jej € (Vect(er, ... en))" = {0} et donc Z)\jej = 0. Mais alors, par
j=1 j=1

liberté de la famille (ey,...,e,), on obtient Ay = ... = A, = 0. Cela prouve que la matrice G est

inversible.

En multipliant 1’égalité G> = G par G~! on obtient alors G = I,,. Mais cela signifie exactement que

(es; ej) =0sii#jetque(e;e)=1: lla base (e1,...,ey,) est orthonormée. ‘




Exercice sans préparation S7

function y=g(x)
X=grand(1,10000,"unf",0,1/2);
Y=grand(1,10000,"unf",0,1/3);
S=0;

for k=1:10000

if X(k)+Y(k)<=x then S=S+1;
end

end

y=S/10000;

endfunction

function graph2()
X=linspace(-0.1,1,101);
fplot2d(X,g)

endfunction

1. Commentez les fonctions Scilab.

2. Dessiner le graphe de sortie la fonction graph2

Solution :

1 1
1. g représente la fonction de répartition de X +Y ou X — U([0, 5]) et Y — U([0, g])

2. X et Y sont indépendantes. Posons Z = X + Y, le produit de convolution donne une densité de Z

+oo 3
h(Z) = 6/ 10<t<0~5]]'0<2—t<% dt = 6/ ]]'Z— <t<z dt
0 0

1
3

1 1 z
i gfa - _27
513<z 2h(z) G/Z,Ldt
13
5 3
s17<z§6,h(z): / dt =3 — 6z + 2= 15— 62,
=3
1
Calculons la fonction de répartition : si z < 3 H(z),
1 1 1 # 1
i <:<-H(z) =H|= o dlf =22 — - |,
si 3 <2< (2) (3>+/§ 2= 3
1 5 1 : , 13
- < 2 — - _ _ _ _ -
512<z\6H(z) H(2>+/§(5 6t)df = 5z — 3z 2 |

5
siz<OH(z)=O,etsiz>E,H(z)zl.



les points fixes

20 A

10 +

_1{] -

_2{] -

_3{] -

—20

T
=10

10

20




SUJET S8

Exercice principal S8

Pour tout réel ¢ de [0,1], on définit la fonction f; sur ]0, +oo[ par :
1
Vz €]0, 400, fi(z)=In(z)—In(z+1)+ e

1. Question de cours : Convergence en loi d’une suite de variables aléatoires & densité.

2. (a) Soit t € [0,1].
Montrer que 'équation f;(x) = 1, d’inconnue z €]0, 400, admet une unique solution dans |0, +oo[ que
Pon note ¢(t).

1 1
(b) Calculer ¢(0), et montrer que 3 < (1) < 3

(c) Montrer que ¢ est strictement, décroissante sur [0, 1].
3. Pour tout réel ¢ de [0, 1], on note g¢; la fonction définie sur R par :

0 six < p(t)
Ve eR, gi(z)= t+x —tx .

e > ot

x?(x+t) siz > elt)

Montrer que g; est une densité de probabilité.
4. Soit ¢t un réel de [0,1]. On considére dans la suite une variable aléatoire X; admettant g; pour densité.
Les questions (a), (b) et (c) sont indépendantes.
(a) On admettra provisoirement que ¢ est continue en 0.
On note pour tout n > 1, Z, = X;,,. Montrer que la suite de variables aléatoires (Z)n>1 converge en
loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

(b) Montrer que X; admet une espérance si et seulement si ¢ = 1, et vérifier que : E[X;] = o0 1
¥
(c) On note Y; = f:(X;). Montrer que Y; suit une loi uniforme sur un intervalle [a, b[, ot a et b sont deux
réels & préciser.

5. Montrer que Vt € [0; 1], ¢(t) > 1 — t. En déduire que ¢ est continue en 0.

Solution :

1. Programme officiel ECS2 page 22
2. (a) Soit t € [0,1]. La fonction f; est dérivable sur |0, +oo[. De plus,
1 1 1 z@+t)—a?—a—t at—1)—t

! R —
Ve >0, file) =2 - -5 22(x +1) 22(z +1)

Comme t—1<0et —t<0,0n aVz >0, f(xr) <0et f/ ne s’annule jamais.
(st z(t — 1) + (—t) = 0, on a nécessairement (tout est négatif) x(t —1) = —t = 0,donc t =1 et t =0,
absurde).

Ainsi f; est strictement décroissante sur ]0, +ool, et continue. Donc f; réalise une bijection de ]0, +oo]
vers f¢(]0, +oo[) =] lim ful(i)glft[-

| 1
Or, en 07, fy(x) = ehn(@) +1_ In(x +t) — +oo car zln(x) — 0 par croissance comparée.
T z—0t z—0t
T 1 1 1
E =In|—— - =1 - — 0.
n +o0, filw) n(x+t)+x n(1+i)+1‘$—>+oo

Finalement : 1 €]0, +oo[= f+(]0, +o0[), donc‘il existe un unique réel ¢(t) €]0, +o0[ tel que fi(p(t)) = 1. ‘




(b) fo(z) = 1, donc fo(z) =1<= 2z =1:o0n a donc p(0) = 1.

fil)=—~+In (xL)
(

On a fi <;) =2+1n ;)Z =2—1In(3) <1 (car In(3) > In(e) > 1).

i:juem h (;) =3+ (ig) —3—1In(4) =3—2In(2) > 1 (car In(2) < In(e) < 1).
f (;) < hlp() < fi (;) Al 2 <o)<y

(c) Fixons 0 <a<b< 1.
Alors :

Falo()) = In(p(B)) — In(p(B) + @) + < = (1 + In(p(B) + b)) — In(p(b) + @) = 1 + In (*”(b”b) -1

1
o(b) o(b) +a

Ainsi, f,(p(b)) > fa(p(a)), et f, est strictement décroissante, donc nécessairement p(b) < ¢(a).

La fonction ‘ ¢ est donc strictement décroissante sur [0, 1]. ‘

3. La fonction g; est clairement continue au moins sur R\ {p(¢)}.
De plus, comme ¢ € [0,1],on a Ve > ¢(t), t +z —te =x(1 —t)+¢ > 0.
La fonction g; est donc bien positive.
De plus,

VA >0, /pi) gi(z)dx = [Oi)(—f{(x))dm = [— ft(x)} =1-fi(A) — 1

—+oo —+oo
Ainsi, lintégrale / gi(z)da = / gt(z)da converge et vaut 1.
w(t)
‘La fonction g¢; est donc bien une densité de probabilité. ‘

— 00

4. (a) On note pour tout n > 1, Z,, = Xy ,,.
Pour tout n > 1, on a :

0 siz < 0 six <o

Ve eR, Fz (z) =

SI=3|-
|
SI=3|-

1= fin(z) siz>op

1 1
1ln(x)+1n<x+> siz >
x n

1
Comme ¢ est décroissante et ¢(0) = 1, pour tout n € N*, ¢ () < 1 donc :
n

1 1
pour x < 1, alors comme lim ¢ (> = 1, pour n assez grand, z < ¢ <> et donc Fz (z) =0 — 0.
n

n—-+oo n n—-+oo

1 1 1 1
Pourx>1,0nap0urtoutneN*,x>124p() etFZn(gc)zl——ln(gc)—f—ln(x—l—) — 1——.

n x n ) n—+oo x
0 sizx <1

La fonction z — { est continue, C' sur R\ {1}, croissante, de limites 0 en —oo et 1

1
1—— siz>1
T

en +oo : c’est donc la fonction de répartition d’une variable aléatoire Z et ‘ (Z,,) converge en loi vers Z.

+oo
E[X:] < 400 < / xg¢(x)dx converge (absolument)

Or,
11—t 1-t
rgy(r) = oL -tz +t) ~ Bz sit#l
I .
5= sit=

Par critére d’équivalence de fonctions positives, par comparaison avec les intégrales de Riemann, on a
donc bien que :

\E[Xt] existe <t =1




Danslecasout=1,0n a:

‘ -

+o0 A
E[X,] = / #daﬁ = lim ([ln(x) —In(z + 1)} > =0—(In(p(1))—In(p(1)+1) =

1) z(z+1) A—rtoo e(1)

—_

e(1)

(c) Vu lexpression de g¢, on voit déja que X¢(Q2) = [p(t), +ool.
La fonction de répartition de X; est alors donnée par :

0 siz < (t)

Vr €R, Fx,(z)= { 1— fi(z) siz>t)

Comme f;([p(t), +o0[) =]0,1], on a donc ¥;(R2) =|0,1].

De plus,

Vo €]0,1], Fy,(2) =P(Y; < 2) = P(fe(Xy) <) =P(X; > f () = 1= Fx,(f7'(2)) =1-(1-2)=x
(la variable X, étant a densité, P((X; = f; *(z)) = 0)

‘Ainsi, Y; suit bien une loi uniforme sur ]0, 1]. ‘

5. Soit t € [0,1[. p(t) =1 —tssi fu(p®)) < fr(1—1t)ssi1<In(l—1¢)+ T3

o 1 , -1 1 x
On définit sur [0;1] = — In(1 —x)—i—m, g (z) = — + (e = T
g est bien croissante sur [0; 1] et g(0) = 1, donc en particulier g(¢t) > 1 et 1 > ¢(t) > 1 —t.

©(0).

Par encadrement lim o(t) =
t—0

@ est continue en 0. ‘




Exercice sans préparation S8

Soit a un réel strictement positif.

1. Etudier la nature de la série Z (arctan(n + a) — arctann).
neN

1
2. Proposer un programme SCILAB permettant d’en donner une valeur approchée a 0.001 prés quand a = 3

On rappelle que atan(x) renvoie la valeur de arctan(x)

Solution :

1. Soit n € N. La fonction arctan est dérivable sur [n,n + a], donc, en vertu du théoréme des accroissements
L. . arctan(n + a) — arctann 1 .
finis, il existe un réel u,, €|n,n + al tel que ( ) =21 On en déduit que
a u2

[¢ a

arctan(n + a) — arctann = — ~ 5
uz +1 n—otoo n

. L. a L.
Puisque la série E — converge, la série E arctan(n + a) — arctann converge.
n

n=1 n>1
a 1
2. 11 s’agit donc de calculer Z (arctan (n + 2) - arctan(n)) pour un N tel que
n=0
+oo 1
Z (arctan (n + 2) - arctan(n)) < 0.001
n=N+1
400 1 400 1
Z (arctan (n + 2) — arctan(n)) ‘ = Z (arctan (n + 2) - arctan(n))
n=N+1 n=N+1
—+oo +oo
1 1
S S
2 2
n=N+1 2(un + 1) n=N+1 2n
X1 1
P i érie intégral = S o
ar une comparaison série intégrale n;ﬂ 577 S 5N

II suffit donc de calculer Ssog.

S=0;

for n=0:500
S=S+atan(n+1/2)-atan(n);
end;

disp(S)



SUJET S9

Exercice principal S9

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -) et soit F = (vy, ..., v,) une famille de vecteurs unitaires
de F.

1. Question de cours : énoncer le théoréme de Pythagore.
2. Soit (z,y) € E?. Exprimer (z,y) a l'aide de ||z + y||* et de ||z — y|*.
3. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi donnée par :
1
P(X;=1)=P(X;=-1) = 3
On pose U = Xjv1 + - - + X, v,. Calculer I'espérance de ||U]|2.
4. En déduire qu'il existe (e1,...,e,) € {—1;1}" tel que |le1v1 + - + epvn || < V1.

5. Montrer que la famille F est orthogonale si, et seulement si :
V(e1,...,en) € {=1;1}", |le1v1 + - + envnl| = V1.

6. Montrer que si F n’est pas orthogonale, il existe (g1,...,&,) € {—1;1}" tel que |leqv1 + -+ + e vn|| > V1.

Solution :

1. Programme officiel ECS2 page 7.
2. Soit (z,y) € B> Alors : ||o +yl* — ||z — y|* = [l«]® + 2(z, ) + lyl* — (l2]* - 2(z, ) + ly]*) = 4{z, ).

1
¥(z,y) € B2, (z,9) =  (lz+yll* = llz = wll)

3. Pour tout w € Q, on a :
2
1U ()] ZZX w)(vi, v5)-
i=1 j=1
Par linéarité de ’espérance puis indépendance des Xy,..., X, on trouve :

n

E(IUP) = 3 3 E(XX,)(0i,0y) = > Bl =)

1=1 j=1 =1

4. Supposons le contraire par I'absurde. On aurait alors : Vw € Q, [|U(w)||> > n et donc E (||U(w)[|*) > n, ce

qui est absurde. Il existe donc w € Q tel que ||U(w)||* < n, i.e. :

‘ il existe (e1,...,e,) € {—1;1}" tel que ||le1vy + -+ 4+ €pvn|| < \/71‘

5. Supposons la famille F orthogonale. Soit (e1,...,e,) € {—1;1}". La famille (e1vy,...,&,v,) reste orthogo-
nale, donc le théoréme de Pythagore assure que :

n
levor + - +envall® = Y lexl?lloe]® =

On a donc bien |g1v; + -+ + epv,|| = Vn.
Supposons réciproquement que, pour tout (&1, ..

En) € {=1;1}", |lervr + -+ + eqvn|| = V/n. La variable
aléatoire ||U||* est donc constante égale & n.



Soient i € [1,n] et (;);2 € {—1;1}""*. D’aprés une égalité de polarisation on a :

1
<vi,Z€jvj> = 1

J#i
Pour j # i, on peut écrire :

1
v =7

2

2 2

viJrZejvj - vi—ZeEjvj :i(n—n):

i i

vj+2vk — —Uj—|—Z’Uk

ki, j ki, j

Le vecteur v; s’écrit comme combinaison linéaire de vecteurs orthogonaux a v;, il est donc lui-méme ortho-
gonal a v;. La famille F est donc orthogonale.

La famille F est donc orthogonale si et seulement si V(e1,...,e,) € {—1;1}", |le1v1 + -+ + envn|| = V1. ‘

. Si F n’était pas orthogonale, il existerait (e1,...,e,) € {—1;1}" tel que |le1v1+- - - +&,v,]| # v/n. Supposons
par I’absurde que, pour tout (£1,...,&,) € {—1;1}", ||e1v1 4+ - -+envn|| < v/n. La variable aléatoire |U||* —n
serait alors une variable aléatoire finie, négative et d’espérance nulle, donc presque-stirement nulle, ce qui

est absurde pas hypothése.
On en déduit donc que :

‘il existe (e1,...,&n) € {=1;1}" tel que ||e1v1 + -+ + epvnl| > V1. ‘




Exercice sans préparation S9

Soit (u,) la suite définie par : ug € Ret Vn € N, upi1 = |u, — nl.

A T’aide de Scilab, on calcule (ug,u1,...,u19) pour certaines valeurs de ug. On obtient le tableau suivant :
Ug Calcul de (ug,u1,-..,u15) par Scilab
-3 -3. 3. 2. 0. 3. 1. 4, 2. 5. 3. 6. 4, 7. 5. 8 6.
4 4. 4. 3. 1. 2. 2. 3. 3. 4. 4. 5. 5. 6. 6. 7 T.
6 6. 6. 5. SE 0. 4, 1. 5. 2. 6. 3. 7. 4, 8. 5 9.
9 9. 9. 8. 6. 3. 1 4 2. 5. 8o 6. 4. 7. 5. 8 6.

Déterminer un équivalent de u,, lorsque n — +o0.

Solution :

Ce qu’il faut conjecturer, c’est qu’a partir d’un certain rang, on aurait : Vn € N, u,10 = u, + 1.
(Regarder une case sur deux, suivant les couleurs du tableau.

La suite (u,) est clairement positive (& partir de wu1), et décroissante sur ses premiers termes (& partir de u;
puisque :

up = lugl, wg=u;—1, uz=u; —1-2 ug=u3 —1—-2-3,...
Plus précisément tant que u, < n, on a u,+1 — U, = —n et la suite est
n
. nn+1 . . ) .
Siup > E k= %, alors la suite finie (uq,...,u,) est strictement décroissante.
k=0

Il existe nécessairement au moins un rang ng ol on aura Un, — 1o < 0

Pour ce rang ng, on a alors t,,+1 = |tn, — No| = Mo — Uny = 0.

Et donc upy+1 < no+1
Donc : tngi2 = [tng+1 — (o + 1) = (no + 1) — Ung+1 = (N0 + 1) — (ng — Uny) = Un, + 1.

On a une relation de type arithmétique entre u, 12 et u, ,a condition que u, < n.

Par récurrence immédiate, pour k € N, "uy 1ok = tUn, +k < ng + 2k et upgro26+1 = Ung+1 +k < no + 25+ 1"

A partir du rang ng, suites (uax) et (ugr41) sont arithmétiques de raison 1. On a donc, pour 2r pair supérieur
ou égal a ng :

Ugg = Ugy + (kK — 1) te k

et

Ugkt+1 = Uzs41 + (K — 5) k

~Y
k—4oc0

Ainsi :

n n—-+4oo 5




SUJET S10

Exercice principal S10

1. Question de cours : Somme de deux variables aléatoires a densité indépendantes ?

2. Soit A > 0. La variable aléatoire X suit une loi de Cauchy de paramétre A, noté X ~ C(A) si X admet pour
densité la fonction définie sur R par :

On pose Z =In|X].
Vérifier que Z est définie presque stirement et en déterminer une densité.

3. On considére maintenant deux variables indépendantes X et Y suivant une loi de Cauchy de paramétre 1.
Posons U =In | XY|.

(a) Vérifier que U est définie presque sirement et montrer qu’elle admet la fonction g comme densité ou :

4 T 1
g:x— P — zER*

On pourra remarquer, au cours du calcul a effectuer, que :

1 1 1 1
S. 0 = J—
e #0, (y+1)(y + e2) 62“—1<y+1 y+€2”>

(b) Etudier la continuité de g sur R.

o . . o Int s
4. (a) En utilisant le fait que g est une densité, montrer que / 21 dt = T
0 _
1 2
Int ™
b) En dédui —dt = —.
(b) En euureque/oﬂi1 3

5. (a) Montrer que, pour ¢ € [0,1] :

Int N~ . tnt g,
tLl:—kZ_ot It + 7 (t) ot 7y () = 57,

1
(b) Prouver que / rn(t) dt — 0 quand n — +o0.
0

1

(¢) En déduire la valeur de Z +o0 =

k=0

puis celle de Z 400

1
2
2k +1) 2

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2014 p. 14.
2. La probabilité P(X = 0) est nulle donc Z est définie presque stirement. De plus, Z est & valeurs dans R et



pour z € R, en notant Fz la fonction de répartition de Z :
Fz(z) = P(Z<x)
P(ln |X| < x)
= P(]X| < €e") par croissance de ’exponentielle
P(—e” < X < €%)
A

c 1
- SN
/_ez7T>\2+t2

2 /em A dt ité
= — - ar parite
Vs 0 )\2 + t2 p P

2 e*
= ;Arctan ()\>

En particulier F; est C' sur R. On en déduit que Z est une variable aléatoire & densité et une densité est la
fonction :

@

s 't'—>2)\ et
A T A2 4 e2t

3. (a) U est définie dés que XY #0, or :
P(XY =0)=P{X=0}U{Y=0}) <P(X=0+PY=0)=0
donc U est définie presque siirement.

De plus, U = In|X| + In |Y| et donc par indépendance de X et de Y, si on note respectivement f; et fo
des densités de In | X| et de In|Y], la variable U admet comme densité la fonction g définie par :

+o00

o) = / F1(8) fale — 0) dt
— 0o

On va mener le calcul en utilisant le résultat de la question précédente. Soit x € R*

4 400 et er—t
s@) = i
e 1+e2t1+ e2(z—t)

2

4 +o00 ot
= 72/ 5 57 o th dt

7 J_ (L+e2)(e?t +e27)

2 +00 617 d ¢ 2t (b t. . ¢ Cl)
- w2 TN 1 oz dY €l posant y = € 1Jjection croissante

2 0 (1+y)(y+62$)

2e% +oo 1 1 1 §
- ?/0 ezz1(y+1—y+62x)dycare"”;«élpourx;éo

2 1 y+1 ]t
= — In

’/T2 er 4 e~ y + €2w

4 x

ﬁ et —e %

(b) 1l suffit de calculer la limite quand x tend vers 0 de I’expression trouvée ci-dessus. Or :
4 x 4 z 2

2L 2L _ 4
m2er —e~T 0 w2 2x w2

On en déduit donc que ‘ g n’est pas continue en 0. ‘

4. (a) Comme g est une densité définie sur R :

+oo +oo 2
/ g(z)dx =1 donc / P qz=T

T _ p,—X
oo oo € e 4

Or en effectuant le changement de variable t = e¢* — valide car défini par une bijection croissante de classe

C' — on obtient par ailleurs :
2 +oo +oo
T Int
== / ———dr = / - dt
4 o € —e® o t?—1

d’ou le résultat demandé.



(b)

Il suffit d’écrire par la relation de Chasles :

T Int L oInt T Int
——dt = dt ——dt
/0 21 /0t2f1 +/1 21

1
et en effectuant le changement de variable u = n dans la seconde intégrale — changement de variable 1&

encore valide car toujours défini par une bijection décroissante et C' — on obtient :

“+o00 0 1 1
/ Int dt:—/ In (1) %:/ Inu du
1 t271 1 (%)2_].“2 0 U271

1 2 1 2
Int Int
d’ot 2/ ZL dt = = et donc finalement : / =T
0o t2—1 4 o 2—1 8
Pour t # 1, par la formule pour les sommes géométriques :
it% _rea
2 -1
k=0
d’otr :
t2n+2

Z t2k

puis finalement :

t2n+21 t
Zt%lnt—f— - Zt%lnt—i—rn t)

tint
avec 1, (t) = 711 1t2"+1
tint . . . .
On pose ¢(t) = 21 Alors la fonction ¢ est continue sur ]0,1[. De plus, par croissance comparée :
lim () =0
tandis qu’au voisinage de 1 :
tt—1) ¢
t ~ = —
PO T T i
1

d’ou : lim o(t) = 5 Ainsi la fonction ¢ se prolonge par continuité sur [0, 1] en posant ¢(0) = 0 et

(1) = 3 On continue de noter ¢ la fonction ainsi prolongée.

Alors, la fonction ¢ est continue sur le segment [0,1] et elle y est donc bornée. 11 existe donc M > 0 tel
que :
vt e [0,1] [p(t)] < M.

Remarquons que la continuité de ¢ sur [0, 1] implique que la fonction r, est bien intégrable sur [0, 1] et
on peut donc parler de son intégrale sur ce segment.

Alors :
1 1
/ Tn(t)dt‘ < [ intlar
0 0

1
< M| &
0
M

2n + 2

~

Par théoréme de comparaison, comme

M2 — 0 quand n — 400, on en déduit que :

1
/ rn(t) dt = 0 quand n — 400
0




(c) Remarquons que pour tout k € N, la fonction ¢ +— t2*Int est intégrable sur [0,1]. Cette fonction est
en effet continue sur |0, 1] et, pour k > 1, se prolonge en continuité par 0 car, par croissance comparée,
lim ¢** Int = 0.

t—0
Dans le cas o £ = 0, t — Int est bien intégrable au voisinage de 0, par exemple par comparaison &
une intégrale de Riemann convergente, ainsi |Int| = o (\/’E) au voisinage de 0. On peut aussi calculer

explicitement une primitive (c’est le calcul fait ci-dessous).
Cela remarqué, on peut intégrer terme a terme sur |0, 1] ’égalité obtenue & la question 5.(a), ce qui

donne :
/1 lnt i 1 ok 1 ()
——dt = — /t lntdt+/ r,(t)dt
o -1 —Jo o
1

On pose [, = / t?** Int dt pour k € N. En intégrant par parties, toutes les fonctions étant de classe C*

0
sur ]0, 1], on obtient :

J $2k+1 1 1 2k .
= — | ——dt
k {Qk—i— lnt}0 /02k+1
_ ot
2k +1)2
Ainsi :
/1lntdt—§n:1+/1r(t)dt
o t2—1 (2k +1)2 "
d’ou :

n 1 L Int L 2 1
S dt — n(t)dt = — — n(t) dt
kZ:O(2k+1)2 /0t2—1 /OT() 8 /OT()

Par la question précédente, on en déduit en passant a la limite que :

2

1 T
Z(2k+1)2 Y

k>0

On remarque alors, en séparant les termes d’indice respectivement pair et impair, que :
2 (2k) 2k +1)2 kz2 2k +1)2
k=1 k>1 k>1 k>0

d’ou :

_ 1 . 1 _7r2
> —§ZT+1> it |\ 5=

E>1 k>0 k>1




Exercice sans préparation S10

Soit f une fonction continue sur R telle que

z+1

Vz € R, f( 5

) = [f(x).

Montrer que f est constante.

Solution :

Soit z € R.

U 1
On considére la suite (u,,) définie par ug = z et Vn € N,y = — + .

Si z < 1 alors (u,) majorée par 1 [récurrence| et croissante |signe de f(z) — z|.
Si > 1 (uy), on montre de méme que (u,) est minorée par 1 et décroissante.

Ainsi dans tous les cas, (u,) converge. Elle converge donc vers 'unique point fixe 1.

(on peut aussi calculer explicitement w,, en remarquant que c’est une suite arithmético-géométrique :

‘v’neN,unzl—F(;)n(x—l))

Par récurrence, Vn € N, f(u,) = f(x) par continuité et unicité de la limite f(z) = f(1) et ‘ f est constante |




SUJET S11

Exercice principal S11

Soit n > 2. On munit I’espace vectoriel M,, 1(R) de son produit scalaire canonique, défini par : (X,Y) = 'XY.

1

T2
1. Soit Z = . un vecteur non nul de M,, 1(R) et on note H = Z 'Z.

Ty
(a) Montrer que H est diagonalisable et vérifier que Ker(H) = (Vect(Z))*.
(b) Montrer que Z est vecteur propre de H et préciser la valeur propre associée.

Dans la suite de ’exercice, on considére X1, Xs, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes, toutes
définies sur un méme espace probabilisé (2, .4, P), suivant toutes une loi normale centrée réduite N (0, 1).

1
On admet également la valeur suivante : I' 5= V.

2. Question de cours Lois v : densité et stabilité par une opération & expliciter.

3. Soit i € [1,n]
2

(a) Donner la fonction de répartition de la variable V; = en fonction de @ la fonction de répartition de

la loi normale centrée réduite.
Justifier que V; posséde une densité et proposez-en une.
Reconnaitre alors une loi 7 dont on précisera le paramétre.

n
(b) Donner la loi suivie par Z V.
i=1
X1
Xo
4. On note encore Z = ) le vecteur aléatoire de M,, 1(R) obtenu et la matrice aléatoire H = Z 'Z.
Xn
Soit F' un sous-espace vectoriel de M, 1(R). On note pp la projection orthogonale sur F'.
(a) Calculer la probabilité que Z soit le vecteur nul.
(b) Déterminer la loi suivie par la valeur propre aléatoire || Z||* de la matrice H.
U1
(¢) Soit u = : un vecteur normé de F.
Un
Montrer que la variable aléatoire (u, Z) suit une loi normale dont on précisera les paramétres.

(d) On admet que pour tout k € [1,n], si (v1,...,v) est une famille orthogonale de M,, 1(R), alors les
variables aléatoires (vq, Z), (ve, Z),..., (v, Z) sont mutuellement indépendantes.
Vérifier que les variables aléatoires ||pr(2)|| et ||Z — pr(Z)|* sont indépendantes et déterminer leur loi.

Solution :

1. Programme officiel ECS2 pages 12 (définition) et 14 (stabilité par la somme)
2.(a) '"H="(2'2)=7"'Z = H, donc H est ‘ symétrique réelle donc diagonalisable. ‘
De plus, pour tout 7' € M,, 1(R).

TeXKer(H) <= HT =0<= Z('ZH)=0<= (Z,H)Z =0 = (Z,H) =0 <= |T € (Vect(Z))™*




(b)

3. (a)

Le vecteur Z est biennon nulet : HZ = Z 'Z7Z = Z((Z,Z)) = || Z||*Z.
Ainsi, ‘ Z est vecteur propre de H pour la valeur propre || Z||* # 0. ‘
X;(9) =R, donc V;(Q) = R™.

e pour z < 0, Fy,(x) =0;

e pour x > 0,

Ainsi :
0 siz <0

Vz € R, Fw(x):{ 20(v2z) —1 siz >0

La fonction ® étant de classe C' sur R et vérifiant ®(0) = 1/2, on voit que Fy, est continue sur R et de
classe C' au moins sur R \ {0} ce qui suffit pour affirmer que V; est une variable 4 densité.
Comme densité de V;, on peut proposer :

0 siz <0 0 siz <0 0 siz <0

fv(l‘) = \/5 / . = 1 —x : = 1 1/2—1_—=x .
' = >0 >0
2 2\/5(1) (V2z) siz>0 \/7?336 six F(I/Q)x e six

‘ On reconnait donc une loi v de paramétre 1/2. ‘

Les V; étant mutuellement indépendantes de loi y(1/2), leur somme W = Z V; suit donc une loi | v(n/2).

i=1

Z=0] = ﬁ[xk:()]c[xlz()]
k=1

Ainsi, 0 < P(Z = 0) < P(X; = 0) =0, donc | P(Z = 0) = 0.

n

Ona|Z|*= ZX? = 2W, avec W la variable aléatoire calculée & la question 2(b). On a donc :
i=1

vz e R, P(|Z]? <$)2P<W< g) =fw (g)

Par composition, || Z||* est donc encore une variable & densité, de loi :

1 x 1 1 n_q _g
Ve € R\ fiz2(2) = 5 fw (5) =3 ez e g oof(@)

n
La variable aléatoire (u, Z) = E u, X}, est une combinaison linéaire de variables aléatoires indépendantes

k=1
de loi normale, elle suit donc encore une loi normale. De plus,

E[(u, Z)] = Zn: wE[X),] = 0
k=1

et

Vi, 2)] = S VX = S uf = Jluf? = 1
k=1

k=1

Ainsi, ‘ (u, Z) suit une loi normale centrée réduite. ‘

Notons r la dimension de F'.
Notons B = (v1,...,Up, Upt1,--.,Uy) une base orthonormée de M, 1(R) telle que (v1,...,v,) soit une

base orthonormée de F' (et (v,41,...,v,) une base orthonormée de F1).
T n

Alors : pp(Z) = Z(vk,Zﬁ;k et Z —pp(Z) = Z (vg, Z)v.
k=1 k=r+1



T n
Par théoréme de Pythagore, on a donc ||pg(Z)|* = Z((vk, Z)2 et | Z —pr(2)|? = Z ((vg, Z))?
k=1 k=r+1
On sait d’aprés (a) que chaque (vg, Z) suit une loi normale centrée réduite, et elles sont indépendantes.
d’aprés le résultat qui a été admis.
Par le lemme des coalitions, on voit donc que |[pr(Z)||? et ||Z — pr(Z)||* sont indépendantes.

lpr(2)]1?
2

De plus, en adaptant la méthode du (2.b), on voit que suit une loi gamma v(d/2) | et que

1Z - pr(2)|?
2
On en déduit ainsi la loi de |[pr(Z)||* et de ||Z — pr(Z)||* par transformation affine.

suit une loi gamma y((n — d)/2).




Exercice sans préparation S11

Soit une suite réelle (un)nen telle que

lim (u, —u
n—>+oo( "

On suppose que (uy,)nen ne tend pas vers 0.

1. Aton lim w,=17
n—-+4oo

2. La suite (uy,)nen est-elle bornée ?

Solution :

1. pour la question. Prendre u,, = 0 si n pair et 1 sinon

2. pour la question. Comme il existe M > 0 tel que pour n assez grand — M < u, —ui, soit ufb —up—M <
0, la suite (uy)nen se situe entre les 2 racines du polynome X 2 _ X — M et est donc forcément bornée.



SUJET S12

Exercice principal S12

Soit n € N*. Notons P, le polynome (X2 — 1)" et L, = P\, sa dérivé n-ieme.
1. Question de cours : énoncer le théoréme d’intégration par parties.

2. A l'aide d’intégrations par parties successives, montrer que :
1
V@ € R,_1[X], / Q(z)Ly(z)dz = 0.
-1

3. On note x1,...,x, les (éventuelles) racines de L,, d’ordre de multiplicité impaire.
On définit alors le polynéme Q par :

Q=(X—-=z1)--- (X —x,) siP admet des racines d’ordre de multiplicité impair
Q=1 sinon

A laide du polynome Q et de la question précédente, montrer que L,, admet n racines simples appartenant

a lintervalle | — 1, 1][.

4. Pour tout k € [1,n], on note

Rn_[X] — R . 1
g9 p L Py T p =+ [ Pads

Montrer que f est nulle sur ﬂ Ker gx.
k=1
5. Montrer que la famille (gx)1<k<n est libre dans L£(Ra,—1[X],R).

6. On admet provisoirement que si (¢1,...,@mn) est une famille libre de m formes linéaires sur un R-espace
vectoriel F, il existe des vecteurs uy,. .., u,, tels que pour tout (z,7) € [1,m], pi(u;) = 1 et @;(u;) = 0 si
i .
Déduire des questions précédentes qu'il existe (aq,...,a,) € R™ tel que :

YQ € Ron_1[X], /1 Q) dz = 3 wQ(n).
- =1

7. Montrer la propriété provisoirement admise par récurrence sur m.

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 12.

2. Par intégration par parties (les polyndomes sont C* sur [—1,1]), on trouve :
1 1 1
| @@t @ = [PrY@ew)| - [ @@rr e de
-1 -1 1
Remarquons que 1 et -1 sont racines n-émes de P,,, donc racines simples de P,(L"*U. On trouve alors :



En intégrant n — 1 fois de plus par parties, on trouve :

[1Q(I)Ln(x) dz = —[1Q’(m)P£”’1)(x) dr= - = (—1)"[1Q(”)(z)Pn(x) def = 0]

la derniére égalité étant obtenue puisque Q™ = 0.

1
. Sip<n—1,lerésultat de la question précédente assure que / Q(x)L,(x)dx = 0, ce qui est absurde puis
-1

le polynéme QL,, est par construction de signe constant et ne s’annule que sur les racines de L,,, qui sont
en nombre fini.

On en déduit que p = n, i.e. ‘Ln admet n racines dans | — 1,1[. ‘

Puisque deg L,, = n, toutes ces racines sont simples.

n
. Soit R € ﬂ Ker gr. On a alors R(z1) = -+ = R(z,) = 0. Puisque les réels z1,...,x, sont deux-a-
k=1
deux distincts, le polynome (X — z1)...(X — x,) divise R, donc L,, divise R. Il existe donc un polynéme
R e R,,_1[X] tel que R = QL,. La premiére question assure alors que :

F(R) = /_ 11 R(x)dz /_ 11 Q(2) L () dz = 0

n
f est nulle sur ﬂ Ker gy.
k=1

. Soit (A1,...,An) € R™ tel que Ayg1 + -+ + Apgn = 0, c’est-a-dire :
VQ € Ry 1 [X], MQ(z1) + -+ + XQ(2) = 0.

n

H(X — .231)

=1
i#k

Pour tout k € [1,n], on pose Ry = € Ryp—1[X]. On a Ri(zx) =1 et Ri(z;) =0sii # k.

n

[Tk — =)

=1
i#k

L’évaluation en Q = Ry, assure alors que A\, = 0 pour tout k € [1,n]. ‘La famille (gx)1<k<n est bien libre. ‘

. La question revient & montrer que f € Vect (g1,...,gn)-
Supposons par ’absurde que f ¢ Vect (g1,...,g%). La famille (g1, ..., gn, f) serait alors libre. Il existerait
alors Q € Ry, —1[X]tel que g1(Q) = -+ = gn(Q) = 0 et f(Q) = 1, ce qui est absurde puisque Q € ﬂ Ker gy.

k=1

1 n
Il existe (aq,...,q,) € R™ tel que : VQ € Ry, —1[X], / Q(z)dx = Z%Q(%)
-1 i=1

. Montrons le résultat par récurrence sur m € N*,
Pour m = 1 : o1 est une forme linéaire non nulle (car elle forme une famille libre), donc il existe z; € E tel
que @1(x1) = 1. La propriété est donc initialisée.
Soit m > 1 et supposons une famille de vecteurs (z1,...,2z,—1) déja construite.
m—1

Puisque la famille (¢1,...,¢m) est libre, la forme linéaire ¢ = ¢, — Z ©m(ug)pr est non nulle. Il existe

k=1
donc y € E tel que ¢(y) = 1.
m—1
* On pose u,, =y — or (y)ug.
k=1
m—1
Comme 9(y) = 1, om(y) = > @r(ur)r(y) et om(up,) =1
k=1

De plus, si j < m, ¢j(um) = ¢;(y) —¢;(y) =0 (seul le terme en j = k est non nul dans la somme.)
* On pose k € [1,m — 1], uj, = ur, — @m(ug)ul,
Sijel,m—1], ;(ur) = @;(ur) = 0k ;. Bt om(u}) = om(ur) = om(ur) =0

La famille (u},...,u.,) convient donc.

s Ym



Exercice sans préparation S12

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans |0, +o00[ et telles que In X et InY suivent des
lois normales N (0, 1).

Calculer la densité de Z = (X.Y)%.

Solution :

En passant au logarithme :
1

V2

et donc In Z est CL de deux variables normales indépendantes.

InZ = (InX +1nY)

E(lnZ) = 0; V(In Z) = 1,

et donc In Z < N(0,1).
On cherche maintenant une densité de Z = exp(lnZ). Soit ® la fonction de répartition de la loi normale
normalisée et F' la fr. de Z : Soit z €]0, 4+o00].

Fz)=P(Z<z) = P(lnZ<Inz)=o(lnz)

Pour 2 <0, F(z) =0.
La fonction F est CY sur R (remarquer le bon recollement en 0 du fait que ®(x) — 0 lorsque Inz = 2 — —o0),
C! sur R* et sa dérivée est une densité de Z :

0 siz<O0

Fl(z)={|1 1 1
(2) —®'(Inz) = S 37| G20
z z




SUJET S13

Exercice principal S13

Une puce se déplace sur un axe gradué d’origine O par bonds successifs d’une ou de deux unités suivant la procédure
suivante :

e au départ la puce est en O;

e si, & un instant, la puce est au point d’abscisse k, a I'instant d’aprés elle sera soit au point d’abscisse k + 1,

1
avec la probabilité > soit au point d’abscisse k + 2, avec la probabilité 5

e les sauts sont indépendants.

1. Question de cours : formule des probabilités totales.

2. Soit n € N. On note S, la variable aléatoire égale au nombre de sauts & deux unités effectués par la puce
au cours des n premiers sauts.
Déterminer la loi de S,,, son espérance et sa variance.

3. Soit n € N. On note X,, la variable aléatoire égale & ’abscisse de la puce aprés n sauts. Exprimer X,, en
fonction de S,. En déduire ’espérance et la variance de X,,.

4. Soit n € N*. On note Y,, la variable aléatoire égale au nombre minimum de sauts nécessaires pour atteindre
ou dépasser (au cas o on ne s’y arréterait pas) la case d’abscisse n.

On définit Y comme la variable aléatoire certaine égale a 0.
(a) Déterminer les valeurs prises par Y,.

(b) Montrer que pour tout entier n > 2 et pour tout entier k > 1 :
1 1
P(Y, =k) = §P(Yn—l =k-1)+ §P(Yn_2 =k-1)
(¢) En déduire que, pour tout entier n > 2 :

1 1
E(Y,) = iE(Yn_l) + iE(Yn_g) +1

(d) Déterminer un réel a tel que la suite (u, )ney définie par u,, = E(Y;,) —na vérifie une relation de récurrence
linéaire d’ordre 2.
Déterminer alors u,, puis E(Y;,) en fonction de n.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS1 2013 p. 14.

2. On note Z;, pour i € N* la variable de Bernoulli égale a 1 si le i-éme saut est de deux unités et & 0 8’il s’agit
d’un saut d’une unité. On a donc Z; ~ B(1/2).
n
Alors S, = Z Z; et comme les Z; sont indépendantes, puisque par hypothése les sauts le sont, on en déduit

i=1
que :

Sp ~ B(n,1/2)

En particulier :
E(Sh) = 5 et V(Sa) =

~] 3



3. De maniére immédiate, comme S,, est le nombre de sauts de deux unités, et que les n — S,, sauts restants
sont de une unité, et que la puce est situé au point d’abscisse nulle au départ :

X = 5,0+ 25, s [T =7 5]

On en déduit par linéarité de ’espérance que :

4. (a)

La plus grande valeur prise par Y,, est n, dans le cas ou 'on effectue que des sauts de une unité. L’autre
cas extréme correspond & des sauts qui valent tous deux unités et en ce cas, on atteint, ou dépasse la

1 1 1
case d’abscisse n en VL;J sauts (si n = 2k, {n * J = k tandis que si n = 2k + 1, {n;— J =k+1).

n+1
2

Ainsi : Y,(Q) C |H J ,n]‘ . Comme tous les cas intermédiaires sont possibles, I'inclusion réciproque

1
est également vérifiée et I'on en déduit finalement : | Y,,(Q) = |Hn;r J ,nﬂ )

On considére ce qui se passe au premier saut via la variable de Bernoulli Z; introduit a la question 1 :
Z1 =1 si le premier saut fait deux unités et 0 sinon. Alors, par la formule des probabilités totales :

P(Y,=k) = P(Y,=k2Z =0P(Z =0)+P(Y, =k|Z = 1)P(Z, =1)
1 1
= JP(YVa=HZ1=0)+ 3P(Ya =kZ = 1)

De plus : P(Y,, = k|Z; = 0) = P(Y,,—1 = k— 1) car une fois effectué un premier saut de une unité, il reste
& parcourir une distance de n—1 & atteindre en k—1 sauts car au départ on voulait parcourir une distance
de n unités en k sauts. C’est l'indépendance des sauts et I'invariance du probléme par translation sur
I’axe gradué qui assure la validité de ce raisonnement.

De méme : P(Y,, = k|Z; = 1) = P(Y,,_2 = k — 1) puisque si le premier saut est de deux unités, il reste
n — 2 unités & parcourir en k — 1 sauts.

Ainsi :

1 1
B(Y, = k) = 5P(Yao1 =k = 1)+ SP(Ya s =k = 1)

11 suffit de calculer en revenant a la définition de ’espérance et en utilisant la relation établie & la question
précédente :

E(Y,) = Y kP(Y,=k)
k:LH;IJ
= 1
= Zk]P)(Yn =k) car P(Y, =k) =0 pour k € |[17 VL; J - lﬂ
k=1
1 n
= 3 S kP =k—1)+P(Y, o=k 1))
k=1
_ 1y kP(Y, —k—1)+1§n:k]1ﬂ>(y —k—1)
= 5 2 n—1= B Z n—2 —

(k=1DPY,_1=k—1)+ P(Y,_1=k—1)

Il

N =
[]=
N =
[]=

1 n
3 Z FP(Yp1 =k —1)

=
Il

1

1 1
= 3 kP(Y,_1=k)+ 5 car Y,-1(2) C [0,n —1]



et de méme :

KP(Yy_g =k —1)

N | =
R

On en déduit donc finalement :

n

(k—1D)P(Yp_a=k—1)+ % > P o=k-1)

Il
N |
-

k=1 k=1
1 1
= 5 k]P)(Yn,Q = k) + 5 car Yn,Q(Q) C [[O7n — 1]]
k=0
= EY,—2)+ =

(d) On cherche a tel que :

o3 .
ce qui revient a —ia + 1 =0 soit

2
Alors, en posant u, =E(Y,,) — ga, on obtient pour n > 2 :

1 1
Up = Eunfl + 5’11/”,2
. L . s 1 1 . .. L.
Le trindme caractéristique associé est x“ — 535 —3 qui a deux racines distinctes, dont une évidente :

Ainsi, pour tout n :

avec A et B des réels.

rr=1 et 7“2:—5

1 n

De plus, de maniére immédiate, Y, et Y; sont des variables aléatoires certaines avec Yo = 0 et Y7 = 1,

1
d'ot E(Yp) = 0et E(Y1) =1et up =0 et uy = 3 et donc A et B sont déterminées par le systéme

d’équations :

Finalement :

et donc :

1 1




Exercice sans préparation S13

Soit f une fonction continue sur R.
On définit par récurrence la suite de fonctions f™ par f' = f et pour tout n de N*, f"*1 = fo fm.

Ainsi, f" = fo fo---0 f, ou la fonction f apparait n fois.

1. On suppose qu’il existe n € N* tel que f" admette un point fixe. Montrer que f admet un point fixe.
2. Proposer une fonction définie sur R qui n’admette aucun point fixe.

3. Proposer une fonction définie sur R qui admette une infinité de points fixes.

Solution :

1. Par I’absurde, on fait faire un dessin au candidat. (Comme f est continue, c’est en fait une conséquence du
TVIL si f n’admet pas de point fixe, le graphe de f est au dessus ou au dessous de la premiére bissectrice)
Supposons que le graphe de f soit au dessus de la premiére bissectrice alors

Vr e R f(z) > x.

Mais alors
Vr e R (@) =" M) > ) > ) > o>

C’est absurde.
‘ f admet un point fixe. ‘

2 [roe1]

3. |z — xsin(x)




les points fixes

20 A

10 +

_1{] -

_2{] -

_3{] -

—20

T
=10

10

20




SUJET S14

Exercice principal S14

Soit A un réel strictement positif.
On considére X et Y deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un méme espace probabilisé, suivant
toutes les deux une loi exponentielle de paramétre .

1. Question de cours : Rappeler la définition et les propriétés de la fonction de répartition d’une variable
aléatoire & densité.

2. Soit p > 0.
(a) Montrer que la variable Z = —uX est une variable aléatoire & densité, et en donner une densiteé.

(b) On note S, la variable définie par S, =Y — uX.
Montrer que S, admet pour densité la fonction f,, définie par :

exp(—Az) siz>0

A ex (Ax> six <0
TP\ K

3. On considére le polynome @ a coefficients aléatoires défini par :

VeeR, fulx)=

Pourtoutrelt, Q(t) =1*>+tX —Y.

(a) Vérifier que le polynéme @ admet, avec probabilité 1, deux racines réelles (aléatoires) distinctes, notées
S et T telles que :
S<0LT.

(b) Justifier que, pour tout réel ¢ positif, on a :
[T <t]=[Y —tX <t}

(c) En déduire que la variable aléatoire T' admet une densité, et en donner une.

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 20.

2.(a) On a Z(Q) =] — 00,0] et pour = < 0, P(Z < z) = P (—uX < z) P(X > x) =1-Fx (x)
0 0
py iz <0
On obtient alors que, pour tout réel x, on a : Fz(z) = eXp i Str
1 sixz>0
Aag
, . 1 " ., ) —en siz <0
Fz étant continue sur R, C* sur R*, Z admet une densité f; donnée par :| fz(z) = L
0 sinon

(b) Les variables aléatoires Y et —uX étant indépendantes, & densité, la variable aléatoire S, admet bien
une densité, donnée par le produit de convolution :

Julw) = / " b0 ot — tydt = / +°° )Ae‘” (*) er @t gy

—o0 max(z,0 12



oo 1 A
esiz<0,ona: f,(z)= )\e%z/ Zemw (Mg — Nen® = ein®

o H L+p |1+p

oo A
esiz>0,ona: f,(x)= /\e%w/ ZemwHmigy — Neu® S e

x M +p L+p

3.(a) Ici,ona A = X% 4+4Y >0
De plus, P(A =0) = P(X? =0,Y =0) = P(X = 0)P(Y = 0) = 0, donc presque-siirement, A > 0 et on
a donc \ deux racines réelles distinctes\ S et T. On note S la plus petite.
Puisque ST = —Y < 0, les deux racines sont de signes distincts, donc m
(b) On sait que le polynéme @ est positif sur | — oo, S] et sur [T, +o0].
Donc en particulier, pour ¢ positif, on a Q(t) < 0sit € [0,T] et Q(t) > 0sit € [T,4o0[. Ainsi :

WeRT, [[T<=[Q()>0]=[+tX-Y>0]=[Y —tX <’

(c) Remarquons déja que T étant positive, on a T(Q) C R™.
esit<0,P(T<t)=0.

t? 0 t?
A
esit>0, P(T<t)=PY —tX <t?) :/_Oo f,g(:zc)doc:/_oO 1+te%7”dx+/o me_de
0 t?
_ A [t +L _Loal n L1 e 1
e (A | Tl AT, T T4t 1+t 1+t 1+t
0 sit<0
Ainsi on a pour tout réel t : Fp(t) = 1_1_1“56_/\9 §t>0

Fr étant continue sur R et C' sur R*, T admet bien une densité, par exemple :

0 sit<0
tes 8 1T4H2X+ 202 2

it>0
1112 St




Exercice sans préparation S14

On rappelle que pour 7 € N, f(i) est la dérivée i-éme de f.
On définit pour chaque n entier naturel la propriété P, suivante :

P, :"Vf € C*R,R), JacRtel que ] (a) >0
i=0
1. Les propositions Py et P; sont-elles vraies?
2. Soit f € C*°(R,R) telle que pour tout z € R, f(x)f (z)f"(x)f® (z) < 0.
Montrer que f et f” sont toutes les deux & valeurs dans R™* ou toutes les deux & valeurs dans R™*.

3. En déduire que la proposition Ps est vraie.

Solution :

1. ‘PO et P; sont fausses‘ : il suffit de choisir fo: 2 — —e” et f1 : z — exp(—zx).

2. Remarquons que f, f/, f” et f”' qui sont continues sur R, sont de signe constant car sinon elle s’annulerait
ce qui est contraire & ’hypothése ff'f” f" < 0.

Si f” >0 alors f est convexe, donc sa courbe représentative C; est au-dessus de ses tangentes.

En particulier au-dessus de la tangente en 0 , d’équation y = f'(0).z + £(0).
Comme f'(0) est non nul (f’ ne s’annulant pas), y tend vers +oco quand x tend vers oo, selon le signe

de f'(0).

Donc f(x) est positif quand z tend vers o0, donc partout (f est de signe constant) :  f>0.

f"” <0 implique que f est concave, et un raisonnement analogue montre que : f <0.

Donc ‘ f et £ ont donc toujours le méme signe, et ne s’annulent pas sur R. ‘

3. Raisonnons par I’absurde : supposons que de méme qu’en 2) que f.f".f"”.f"" < 0, alors les fonctions f’ et
1" sont de méme signe ( méme preuve avec f’ et f au lieu de f et f”.)

Il en résulte que : f.f . f". f”>0; donc contradiction ; par suite :

JacR tel que: f(a) f'(a) f’(a) f"(a) >0, P3 est vraie.‘




SUJET S15

Exercice principal S15

1. Question de cours : Enoncer le théoréme de Rolle

2. Montrer que, pour tout a = (a1, az,as,as) € R*, il existe un unique polynéme P, € R3[X] tel que P,(0) =
ay, P;(O) = as, Pa(l) = a3 et P(;(l) = Q4.

3. On note (e, eq, e3,e4) la base canonique de R*. Déterminer P,
On pourrait montrer que P, = X (X —1)? P, = (—2X +3)X?% et P, = X*(X — 1).

Soit f une fonction réelle de classe C* sur [0, 1]. On note a(f) = (f(0), £/(0), £(1), f'(1))
On note alors Qy = Py (s, I'unique polynéme de R3[X] vérifiant

Qr(0) = £(0), Q%(0) = f(0), Qs (1) = f(1) et QF(1) = f'(1).

! 1 1, 1 1,
4. Montrer que /0 Q(t)dt = fif(()) + ﬁf (0) + if(l) - ﬁf (1).
5. Soit x €]0; 1] fixeé.

Notons C' = 4!%. En considérant la fonction g : ¢t — f(t) — Qf(¢) — %ﬁ(l —1)2
2?(1— )

montrer qu’il existe £ €]0, 1] tel que f(z) — Q¢(x) = Tf(4) (©).

6. Montrer qu’il existe M une constante que 1’on exprimera en fonction des propriétés de f telle que :

M
720°

(0= (~3/0+ 157 O+ 510 - 7w ar)| <

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 12.

2. Considérons I’application ¢, qui & tout P € R3[X] associe (P(0), P'(0), P(1), P'(1)) € R*. C’est une appli-
cation linéaire. Etudions son injectivité : un polynéme P € R3[X] appartient au noyau de ¢ si, et seulement
si 0 et 1 sont racines (au moins) double de P, i.e. si et seulement si P divisible par X?(X — 1)?; puisque
deg P < 3, cela revient a affirmer que P = 0. L’application ¢ est injective. Puisque R3[X] et R* sont deux
espaces vectoriels de méme dimension, ¢ est un isomorphisme.

On en déduit donc que pour tout a = (ay,as,as,as) € R* :
‘ il existe un unique polynome P € R3[X] tel que P(0) = a1, P'(0) = ag, P(1) = a3 et P'(1) = ay. ‘
3. On cherche P; € R3[X] tel que P;(0) =1 et P{(0) = P1(1) = P/(1) =0.
1l est donc de la forme (X — 1)%(aX + b). Puisque P;(0) = 1 et P{(0) = 0, il vient que b = 1 et a = 2, i.e.
| P = (2X + 1)(X — 12 ]

On trouve de la méme maniére| P = X(X —1)2, Py = (~2X + 3)X% et P, = X*(X — 1).|

4. Qp = ¢ Ha(f)) = f(0)6 (ex) + f'(0) ™" (e2) + f(1)¢ " (e3) + f'(1)¢ ™" (eq) par linéarité de ¢~
Ainsi Qf = f(0)P1 + f'(0)P> + f(1)Ps + f'(1) P,

On en déduit que, par linéarité de l'intégrale :

1 1 1 1 1
/OQf(t)dt:f(O)/O Pl(t)dt+f'(0)/0 Pg(t)dtJrf(l)/O Pg(t)dtJrf’(l)/o Pi(t) dt

1 1, 1 L.,
== f0) + 5 F(0) + 5£(1) = 5 /'),




. Remarquons que g est de classe C* sur [0, 1]. Puisque g(0) = g(1) = g(z) = 0, on peut appliquer le théoréme
de Rolle & g sur les intervalles |0, z[ et ]z, 1] : il existe a €]0,x] et b €]z, 1] tel que ¢'(a) = ¢'(b) = 0.
On a de plus ¢'(0) = ¢'(1) = 0.

‘ ¢’ s’annule au moins 4 fois dans [0; 1] ‘ En appliquant successivement le théoréme de Rolle a ¢/, ¢” et ¢,

on montre que g’ s annule s’annule (au moins) trois fois sur ]0, 1], puis ¢ s’annule au moins deux fois sur

10,1[, et enfin que g = f* — C s’annule au moins une fois sur ]0, 1.

22(1 —2)?
4!

Il existe donc € €]0,1] tel que f4(€) = C, ie. f(z) — Qf(x) = F@ ().

. Notons M = m[%§]| 4(x)| (M existe par continuité de f® sur [0,1]). D’aprés la question 5.(b), on a :
e
22(1 —2)?

M.
4!

Vo 6]07 1[v |f($) - Qf($)| <

Par continuité de f et Qf en 0 et 1, cette majoration est toujours valable en 0 et en 1. L’inégalité triangulaire
assure alors que :

zzc)da:—/o1 Qf(x)d

1 —x)2 M M
= M = = | —.
/ |f(z) = Q(@)] dz = / dr = 30521 = | 720




Exercice sans préparation S15

Donner la finalité du progamme suivant :

N=100000;S=0;
for i=1:N
u=rand () ;
S=S+4/Nx1/(1+u~2) ;
end
disp(S)

Solution :

4

X2 ou X

Le programme donne une moyenne empirique d’un échantillon de variables ayant la loi de ¥ =
suit une loi uniforme sur [0,1].

1
1422
Le programme permet donc ‘ d’approcher 7 en utilisant la loi des grands nombres. (méthode de Monté-Carlo) ‘

Question : subsidiaire : vaut-il mieuzr utiliser cette méthode ou une méthode des rectangles a 100 termes pour
approcher w %

1
Par la loi des grand nombre, ce programme approche E(Y) = 4/ dz
0




SUJET S16

Exercice principal S16

1. Question de cours : Somme de deux variables aléatoires & densité indépendantes.
2. Soit (Xj)r>1 une famille de variables indépendantes suivant chacune une méme loi exponentielles de para-
meétre A > 0.

n
On pose S, = ZXk pour n € N*,
k=1
Montrer qu’une densité de S,, est la fonction f,, définie par :

)\nxn—le—/\a;
fulz) = (n—1)!

0 siz <0

sixz >0

3. On note, pour n € N*, F, la fonction de répartition de S,,. Montrer que, pour t > 0 :

n—1
Fot)=1—e <1+)1\!t+...+8‘t11)!)

4. Soit ¢ > 0. On désigne par N (t) le plus grand entier n tel que S, < t.
Si S; > t, on pose N(t) = 0.
Déterminer la loi de N ().
5. On considére maintenant une variable aléatoire R de loi géométrique de parameétre p €]0, 1[. On pose ¢ = 1—p.
R
On suppose que R est indépendante de chacune des variables X, k € N* et ’on pose S = ZXk'
k=1
(a) Déterminer la fonction de répartition de S.

(b) En déduire la loi de S et montrer que E(S) = E(X;1)E(R).

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2014 p. 14.

2. On va prouver le résultat par récurrence sur n.
Pour n = 1, de maniére immédiate :

Ae ™™ giz >0
fl(x)_{o siz<0

et le résultat est vrai.
Soit donc n > 1 tel que le résultat demandé soit vrai au rang n. Alors, par le lemme des coalitions S,, et
Xn+1 sont indépendantes, S, 11 est & densité, et :

+oo
fus () = / fult) o — ) dt

— 00



Compte-tenu du support des densités f, et f, fntr1(x) =0 pour x < 0 et, pour z >0 :

fuea(2) / O fi(e — ) dt

B /I e e 2@ gy
0 (n—1)!

n+l_—Az * tn_l
AT e —dt

n
)\n+lef)\:r£
n!

et le résultat est vrai au rang n + 1.

. On démontre la encore le résultat par récurrence sur n.

Pour n = 1 le résultat est vrai car F}(t) = 1 — e~ est bien la fonction de répartition d’une loi exponentielle
de parameétre \.

Soit donc n > tel que le résultat soit vrai au rang n. Alors, pour ¢ > 0 :

Fn+1(t) = n+1 < t)

P(S
= [tz
0

t )\n—i—lxne—)\ac
L[,
0 n.

. " t t Angpn—leg—Az o ) )
—A\e M — + ———r dz par intégration par parties
n 1o Jo (n—1)

tn
_)\ne—Atﬁ + Fn(t)

IV At A (A
= 1-e? <1+1!+...+Enzl)!+(n? )

par hypothése de récurrence.
Le résultat est ainsi prouvé.
On peut également dériver la fonction F,, dont I’expression est donnée dans I’énoncé et vérifier que F = f,,.

. Soit n € N. Alors : P(N(t) =n) =P(S, <t,Sp+1 > t) car les variables X}, sont & valeurs positives.
De méme toujours par positivité des Xy, :

{Snt1 >t} ={Sn >t} U{S, <t,Sny1 >t}
et 'union des deux événements dans le second membre est disjointe. On a donc :
P(S, <t,Sp+1 >1t) =P(Spy1 > t) —P(Sp, > t) = F.(t) — Fa(t)

Finalement, compte-tenu de la question précédente :

P(N(t) =n) = e_’\t%

On reconnait une loi de Poisson de paramétre At. En particulier, cela prouve que N () est presque stirement
fini.



5. (a) Par la formule des probabilités totales :

P(S <

x)

> Pp_r(S < 2)P(R=r)

r>1
> P(S. <z)P(R=r)
r>1
r—1
e Az)P\
3 (1 G
r>1 k=0 ’
r—1 k
— Az (AIIJ) r—1
Lope™™ ) Y S5ia
r>1k=0

Az)* . . .
1 — pe A Z Z ( k') ¢" ! en intervertissant ordre de sommation
k>0r>k+1 ’

k k
1 _pe—AQZ Z ()\.’L’) q

| _
= kKl 1—gq
A k
l—ef)‘xz(q;) car l—g=p
k>0 ’

1— e—/\weq)\w

1 —e P

(b) On reconnait la fonction de répartition ‘ d’une loi exponentielle de paramétre Ap |

En particulier

E(S5)

1
3 = ECER).




Exercice sans préparation S16

Soient n € N* et A € M,,(R) une matrice diagonalisable. On pose B = A® + A + I,,.
Montrer qu'il existe un polynome @ € R[X] tel que A = Q(B).

Solution :

La fonction f : « — 2® + x + 1 est strictement croissante sur R donc injective.
Notons Aq,..., Ay, les valeurs propres de A, de multiplicités respectives mq, ..., mp. Il existe alors une matrice P
inversible telle que A = PDP~! ou :

ML, (0)
D= = diag(A1Lmy, - -5 Aplm,)-
(O) >\plmp

On a alors B = f(A) = Pf(D)P~' = PAP™! o :
A= dlag(f(Al)Imm veey f(AP)Imy)

Pour tout 4 € [1,p], notons u; = f(A;).

p
Puisque f est injective, les réels p1,. .., ptp sont deux-a-deux distincts. Le polynéme Q = Z AiL;, ou
i=1
p
H(X — k)
hZ!
Li=—
H (i — )
k=1
k#i

vérifie Q(y1;) = \; pour tout i € [1,p]. On a alors : Q(B) = PQ(A)P~* = PDP~! = A.
’il existe un polynome @ € R[X] tel que A = Q(B). ‘
On pourra demander auz plus rapides si la propriété est-elle toujours vraie lorsque A € M, (C).
Le résultat n’est plus vrai en toutes généralités si A € M,,(C) : la fonction f : z — 23 + 2z 4+ 1 n’est pas injective

sur C. Il existe donc deux complexes distincts a et 3 tels que f(a) = f(8)(= 7). Si A = (g g), alors B =

(f(oa) f(()ﬁ)) = ~I5. La matrice B est donc scalaire alors que A ne 'est pas.

’ La propriété est fausse lorsque 1’on choisit A € M,,(C), sauf si n = 1. ‘




SUJET S17

Exercice principal S17

1. Question de cours : définition de la convergence absolue d’une série. Lien avec la convergence.

n
2. Soit x un réel. Montrer que la série Z T converge.
(n!)?
n=0
On note alors :
+oo "
n=0

3. Soient x et y deux réels positifs. Notons z = max(z,y). Montrer que :

|f(@) = f(y)] < €|z —y

En déduire que f est continue sur [0, +oo].

4. Montrer que pour tout > 0,on a: f(x) > 1let que : f(z)—1 ~ =x.

z—0

5. On pose pour tout = > 0,
1

g(x) = / ——dt.
A ARTVIO)
(a) Justifier que g est bien définie sur ]0, +o0[.

(b) Montrer que :
g(x) ~ In(z)

z—0
Solution :
1. Programme officiel ECS1 page 18.
2. Soit z un réel. Alors : Vn >0, 0 < (S!)2 = (|§'|)2 < %
|z["

Comme la série exponentielle E —|- converge, on en déduit par critére de majoration de suites positives
n!

n
2. x
que | la série E W converge absolument, donc converge.
n
n=0

3. Soient z et y deux réels positifs. On a (toutes les séries étant bien convergentes) :

n—1
oo (@ —y) X aty T F
k=0

—+oo n_ .n +o0 n—1 +o n
F@) = ()] = Z‘”(n—,)y =12 I <\x—y|21”(;!)2 <"’”‘y'§%:

(on peut aussi appliquer I'TAF a ¢t — ¢" dans lintervalle [z;y] ou [y; z])

Comme & z fixé, y — max(z,y) est continue, on a bien : lim emax(@.) |t —y| =0
y*)flf

Pour tout réel x positif, on a donc : lim |f(z) — f(y)| = 0 par encadrement.
Yy—x

Autrement dit, ‘ f est continue en tout réel z de [0, +oo]. ‘




4. Soit z > 0. Remarquons que f(z —1+x+z 2/1+at>1

De plus, pour z proche de 0, z non nul, on a

f(x)—l_lJroo s _+°°xn—1_+°° o
v _z;(my_;(nwz_z((kﬂ +Z k:+1 B
Or,
+oo k
||
< -1
S e
+o00o k
D d t, 1 —— =0, et bien :
onc par encadrement, lim Z ESDE , et on a bien
-1
limleﬁ fl)—1 ~ zx
z—0 X z—0
1
5. (a) Soit x > 0. Alors la fonction ¢ — o est continue sur [1,z] (ou [z,1]) puisque f est continue et ne

s’annule pas sur [1,z] (ou [z, 1]). Ainsi, ‘ g(z) est bien défini pour tout réel z > 0. ‘

(b) Remarquons alors que :

St T T (f()? Lr) -1 f (t)
9(z) —In(z) = /1 t(f(t))zdt /1 tdt o /1 t(f )2 ))
Or, remarquons que : f(t)ti ! tioi 1 d’apres 4, et ngct()t;; 0F

-1
Ainsi, la fonction ¢ — f(t)t JESI()t)) est prolongeable par continuité en 0.
IR YIORS!

L’intégrale / est donc convergente car faussement impropre. En notant I sa valeur,
0

on a donc :

(f(#)?

gx)—In(x) =1+ o (1) = g(x)=ln(x)+I+ o (1) =|g(x) ~ In(z)

z—0 z—0 z—0




Exercice sans préparation S17

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé et (X,Y") un vecteur aléatoire défini sur Q tel que :
— (X, Y)(2) ={(0,0),(0,1), (1,1)} U{(n,0)|n € NN [2, +00[}
1

— X suit une loi de Poisson de paramétre —

V3

1
— Y suit une loi de Bernouilli de paramétre —

V3

1. Les deux variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ? Déterminer la loi du vecteur (X,Y).

2. Montrer que P(X #Y) <

Wl o

3. Soit A une partie de N. Montrer que :

IP(X € A)—PY € A) |<

W o

Solution :

1. Les variables X et YV ’ne sont pas indépendantes ‘ eneffet P(X =1NY =0)=04P(X =1)P(Y =0) .

Notons p = \/ig
On a, par définition des lois marginales : ‘]P’((X, Y)=(1,1))=P(X=1)=pe? ‘
et P((X,Y)=(0,1))+P((X,Y)=(1,1))=P(Y =1)=pdou:|P((X,Y)=(0,1)) =p—pe™? ‘IP’((X, Y)=(0,1))+

P((X,Y)=(0,0)) = P(X =0) =e P d’ou ‘ P((X,Y) = (0,0)) = pe™? + e~ P — p | Enfin pour tout n supé-

rieur ou égal & 2 on a : ‘IP’((X, Y) = (n,0)) =p"e?/nl|

Mais attention : pour prouver que qu’une telle loi existe il faut vérifier que la somme des proba vaut 1 :

“+oo
pe P +p—pe P +pe? —pt+e P+ Zp”efp/n! =1

2. On a:
PX#£Y)=1-PX=Y)=1-P((X,Y)=(1,1)) - P((X,Y)=(0,0))=1— (e P +pe?—p+peP)

or, par convexité de la fonction f(x) =e *ona:e P >1—p. Dou:

2
IP’(X%Y)1+pep(2p+1)§1+p2p(1p)2p2

3. PXeA)=P([X eAn(Y € A) +P([X € A|n (Y € A]) et de méme

P(Y € A)=P([X € Aln(Y € A]) + P([Y € A]N (X € A]) d’ot par soustraction

IP(X € A)—P(Y € A)| = |P([X € A|n(Y € A]) = P([Y € A]n (X € A])| < P([X € AN(Y € A)+P([Y € AIN(X € A])

or I'événement [X € AN (Y € AJN[Y € A]N (X € A] C [X #Y] et donc :

P(XeA)-PY e A)|<PX#Y) <

Wl N




SUJET S19

Exercice principal S19

On considére I’équation :
1 -5z =22"Inx (E)

1. Question de cours : énoncer 'inégalité des accroissements finis.

1 5
2. Soit ¢ définie sur |0, +o00[ par p(z) = PR 2Inz.

1
En étudiant ¢, montrer que ’équation (E) admet une unique solution « et justifier que o € ]0, 3 [

3. Soit f définie pour z €]0, 00| par :
_1l—z— 222 Inx

fla) = "=
(a) Montrer que I'on peut prolonger f par une fonction continue et dérivable sur [0, +oo[. Préciser alors f(0)
et f/(0).
(b) On rappelle que 0.69 < In(2) < 0.7. Etudier les variations de f’ et de f sur [0, 1].
4. Le but de cette question est de déterminer une valeur approchée de a.. Pour cela on définit la suite (un)n>0
par :

1
uo = et Upt1 = f(uy) pour n >0

(a) Justifier que : Vn € N |upq1 — af < =|u, — af.
(b

)

) En déduire que la suite (uy)n>0 converge.

(c) Comment utiliser cette suite (u,) pour obtenir une valeur approchée de o & 1075 prés?
)

(d) Ecrire un programme Scilab qui permette d’obtenir une telle valeur approchée a 10™° prés.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS1 2013 p. 12.
2. La fonction ¢ est dérivable sur son ensemble de définition et, pour z > 0 :

2 5 2 _2x2—5x+2__(2m—1)(x—2)

/ = —— _—— = =
v(z) = 3 +x2 x 3 3

1 1
On a donc ¢'(x) = 0 si et seulement z = 2 ou z = 5 De plus ¢'(z) > 0 si et seulement si z € ] 2 2 [

La fonction est donc strictement décroissante sur |0,1/2], strictement croissante sur [1/2, 2] puis & nouveau
strictement décroissante sur [2, +o0].

9
On remarque que ¢(2) = —= —21n 2 d’ou, par ’étude des variations, le fait que, pour tout = > =, p(z) < 0.

DN =

1
En particulier, ¢ ne s’annule pas sur [2, 400 [
. . . . 1 . . C 1
Par ailleurs, ¢ est continue strictement décroissante sur |0, 5| elle induit donc une bijection de |0, 5 sur

1
o <2> ,+oo[ en vertu du théoréme de la bijection.

1 1 1
De plus 0 €]y 5 , ool car ¢ (2) < 0. On en déduit donc qu’il existe un unique o € }0, 3 [ tel que

() = 0. De plus c’est 'unique solution de ’équation ¢(z) = 0 sur ]0, +oo[ par ce qui précéde.



Enfin, I’équation (FE) est équivalente & ’équation ¢(z) = 0 sur ]0, +o0].

1
On en déduit donc que I’équation (E) admet une unique solution « sur ]0,+oo[ et que « € ]0, 3 [

3. (a)

1
Par croissance comparée, lirrb 2?lnz = 0 d’ou lirrb flx) = T On peut donc prolonger f par continuité
xr—r xr—r

en 0 en posant | f(0) = — |

f(x)—i 1+2zlnz

x N 4
: , oo fl@)-g 1 : -

Encore par croissance comparée, on obtient hr% ——= = ——. Ainsi la fonction est dérivable en 0 avec

T— T
1
!
0)=—-.
70 =

La dérivabilité sur |0, 4+oo[ ne pose pas de probléme et f est donc bien dérivable sur [0, 4+o0].

-1
Vz €0, +oo[, f'(z) = T zln(x) — g
La fonction f’ est dérivable sur ]0,+oo[ et pour z > 0 : f"(x) = 7% — In(z) Ainsi f”(z) = 0 si et

3
2

seulement si 2 = e~ 2 €]0,1]. De plus f”(z) < 0 pour = € }e_
T E ]O, e 3 [

De plus, lin% f'(x) =0, donc f’ est continue en 0.
xr—

,1} et f(z) > 0 si et seulement si

. . . _3 . . L, _3
Ainsi f’ est strictement croissante sur [O,e 2} puis strictement décroissante sur {e 2,1]

1
La fonction f’ admet donc un maximum en z = e”? et ce maximum est égal a e 3 — 1 Ce nombre
1
est négatif car 3 > 4In(2). On a donc f'(z) < 0 pour tout = € [0,1]. De plus, comme f'(0) = ~1 et

)= —Z, on en déduit que :

vz e [0,1] |f'(x)] <

=~ w

1
Comme f’ < 0 sur [0,1], f y est strictement décroissante et comme f(0) = 1 tandis que f(1) =0, on en

déduit que :

vz e 0,1 f(z) €[0,1]]

On commence par montrer par récurrence sur n que u, est bien défini avec u,, € [0, 1] pour tout n.
Pour n = 0 le résultat est évident.

Soit n > 0 tel que w,, est bien défini avec u,, € [0,1]. Alors u,+1 = f(u,) est bien défini car f est définie
sur [0, 1], et d’aprés la question 2.c), up+1 = f(uyn) € [0,1]. Cela prouve le résultat au rang n + 1.

On en déduit donc le résultat annoncé par récurrence. En particulier : ‘Vn eN u,€l0,]] ‘

3 . . . .
Alors d’aprés la question 2.c), Vo € [0,1] |f/(z)] < 7 donc par 'inégalité des accroissements finis :

VneN [f(un) — F(@) < %un —af

soit

3
VYneN  |upr1 —al < Zlu" —qf

On montrer par récurrence, que, pour n € N :

3 n
_al< 2

Le résultat est trivial pour n = 0 car ug et a sont dans [0, 1].



On suppose qu’il est vrai au rang n > 0. Alors, par la question précédente :

lu —oz|<§|u —04|<§ \'_ (3 "
n+1 \4 n \4 4 - 4

en utilisant I’hypothése de récurrence.
On en déduit donc par récurrence :

YneN |u, —af

N

()

3 . :
Alors, comme 0 < 1 < 1, par théoréme de comparaison, (u,) est convergente et 111}3 Uy = Qs
n—-+oo

3 n
VYneN |u, —al < (4)

Comme :

n

3
il suffit de trouver n tel que <4) < 107° pour obtenir une valeur approchée de a & 107> prés. Cela
In(10)
n(3)

Une possibilité est le code suivant, qui en plus de calculer la valeur approchée de « renvoie également la
valeur de I’indice n du terme u,, étant ’approximation recherchée :

revient & choisir n tel que n > —5 . Pour une telle valeur de n, u,, est une valeur approchée de o &

107> prés.

u=1/5

n=0

geo=1

while geo>107(-5)
u=(1-u-2%u"2*log(u))/4
geo=geo*3/4
n=n+1

end

disp(n,u)



Exercice sans préparation S19

Un joueur lance simultanément N dés équilibrés. Puis, il effectue un deuxiéme lancer en ne relancant que les dés
qui n’ont pas donné 6. Il continue ainsi, en ne relangant a chaque tirage que les dés n’ayant jamais donné 6.
On note, pour n € N*, S, le nombre de 6 obtenus lors des n premiers lancers.

1. Déterminer la loi de Sy puis celle S5.

2. Quelle est la loi de S, 7 son espérance ?

—+o00
3. Montrer que P( U [S. =N])=1
n=1
Solution :
1 5.,
1. 51 — B(N, 6), SQ — B(N,l — (6) )

2. |S, < B(N,1— (2)")

3. Théoréme de limite monotone p21 ECS1
([Sn = N])nen est une suite croissante d’événements donc

+oo 5
P 15, = ¥ = tim P18, = ¥) = 1w (- ((3)=D)

n—-+oo n—-+oo

Interprétation : avec une infinité de lancers, presque sirement tous les dés donneront un 6.



SUJET S20

Exercice principal S20

1. Question de cours : Théoréme de d’Alembert-Gauss.

2. Soit n > 1 et soient ag,ay,...,a,_1 des réels positifs non tous nuls.

n—1
On considére le polynéme P € R,,[X] défini par : P(X) = X" — Z ap X"
k=0

P(x)

(a) Montrer que la fonction f: x + ———
X

est strictement décroissante sur ]0, +oo].
(b) En déduire que le polynéme P admet exactement une racine dans R .

On note « cette racine par la suite.
(¢) Soit z une racine complexe de P.

i. Si z # 0, déterminer le signe de f(|z|).

ii. En déduire que : |z| < a.

Soit n > 1, soient by, by, ...,b,_1 des réels non tous nuls et soit b, un réel non nul.

On considére maintenant le polynome @ € R,,[X] défini par : Q(X) = Z b X*.
k=0

n—1
3. (a) Montrer que ’équation Z |bg|2* = |b,|2"™ admet une unique solution réelle strictement positive.
k=0
On note cette solution .
(b) Soit z une racine complexe de Q.
Montrer que |z| < . Notons maintenant 21, 29, ..., 2, les n racines complexes (distinctes ou non) de @
avec :
lz1] < fe2| < +-- < zn| < B

n n—=k
e

4. (a) On admet que pour tout entier k € [0,n], on a : b—k
mn

n—1
En déduire que : 8" < Z (Z) BE|zn | F.

k=0
(b) Montrer finalement que : (V2 —1)8 < |2n].
5. On va prouver la formule admise
(a) On note pour k € [0,n], Ex 'ensemble des parties a k éléments de [0, n].
b
Factoriser @, et en déduire que Vk € [0,n], b—k = Z Ziy Zig - Ziy _x
" {1, sin—k}EEn &

(b) Prouver alors la formule admise.

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 7
n—1

2. (a) Pour tout x >0, f(x) = -1+ Zakxk_".
k=0

La fonction f est donc la somme de fonctions décroissantes sur |0, +o0o[, dont au moins une (les ay, sont
non tous nuls) est strictement décroissante.

‘La fonction f est donc strictement décroissante sur ]0, +oo]. ‘




(b)

La fonction f est continue et strictement décroissante sur |0, +o00[, donc réalise une bijection de |0, +o0[
vers f(]0, +o0[=] Em 1, lim fI=]— 1,400 car il existe k € [0,n—1] tel que f(zx) ~ arz®" avec ap > 0.
oo 0 rT—

La fonction f s’annule donc une et une seule fois sur ]0,+oo|, et donc P aussi (car pour z > 0, on a

léquivalence f(x) =0 <= P(x) =0). P admet donc ’ une unique racine réelle strictement positive. ‘

Soit z une racine complexe de P.

n—1 n—1
i. Supposons z # 0. On a alors : P(|z]) = |2|" — Z ax|z|®. Or P(z) =0, donc : 2" = Zakzk.
k=0 k=0

n—1 n—1
z arz®| < Z ak\zk\.

k=0 k=0

Donc par inégalité triangulaire, on a |z|" = [2"| =

Ainsi, on a P(|2]) < 0 et donc | f(|z]) > 0= f(a).|

ii. Si z # 0, d’aprés la question précédente, on a f(|z]) = f(a), donc comme f décroissante, on a

Et si z = 0, c’est bien vrai puisque 0 < a.

n—1 n—1 n—1
_ n __ bi’ k . k n bi k__
On note Py(X) = X kz_o‘bn X". Comme b, # 0 : kz:%\bﬂx b |2" <= kZ:O . x 2" =
P, vérifie les conditions de la question 2, donc P, admet une unique racine réelle strictement positive.
n—1
L’équation Z |br|2* = |bn|z™ admet donc une unique solution réelle strictement positive notée f.
k=0
n—1
En notant z une racine complexe de @, alors |b,2"| < Z |br||z|* et donc Py(|z]) < 0.
k=1
Or mkg—loo Py(z) = +oo donc par le théoréme des valeurs intermédiaires 8 € [|z|, +o00o[ et donc
2[< 5

On admet que pour tout entier k& € [0,n], on a :

k n _
pel< (i)
En multipliant par ¥, puis en sommant, il vient :

n—1 n—1
Zﬂk < kz_: (Z) Bz F

k=0 0

be
b

n

n—1 n—1
o s _ n _
Or par définition de 3, on a ,;) |bk\/6’k = |b,|B", dou : | B < kz_o (k) Bk|zn|" k.

On en déduit que 8" < (B + |z.))" — 8" <= 28" < (B + |zn])™

On conclut par croissance de la fonction z — /z sur Ry que : | (V2 —1)8 < |z, |

Les relations coefficients/racines ne sont pas au programme.
n
On factorise : Q(X) = by, H(X —zj)
j=1

On développe ce produit, on a somme de produit de "X" et de z;. Pour k € [0,n], on aura un terme de
degré k quand le facteur ” X" sera pris k fois et le facteur z; n — k fois.

b
Ainsi b X" = b, Z Ziy Zige--Zi, _, €6 | VE € [0,n], b—k = Z Ziy Zig-Zip s

{i1,yin—k}EEn_& {i1,yin—k}EEn_&

Soit k € [0,n]. Par inégalité triangulaire

b _
*lg Z |21y 2ig - Zin | < Z 2| "

bn
{i1,sin—r}EER 1 {i1,yin—k}EEn i

Or,ily a (n ﬁ k) = (Z) éléments dans F,,_j, donc (Z) termes dans la somme.

b
Vk € [0,7], b—’“

)

n




Exercice sans préparation S20

On considére un circuit électronique avec 3 composants Cy, Cs et Cs.

Ce circuit ne fonctionne qui si C'; fonctionne ainsi que Cs ou Cls.

Sachant que les durées de vie de chaque composant, supposées mutuellement indépendantes, suivent une loi expo-
nentielle de paramétre A > 0, déterminer la loi de la durée de vie du circuit complet.

Proposer un programme Scilab permettant de vérifier le résultat obtenu.

Solution :
En notant V; les durées de vie de chaque composant, on doit ainsi calculer la loi de
V =min(V3,V})
avec V' = max(Vz, V3). On a ainsi
P(V] <t) =P(Va < t)P(Vs < t) = (1 — exp(—At))*

uis
g P(V > t) =P(Vi > t)P(V] > t) = exp(=At)(1 — (1 — exp(=At))?) = exp(—2At)(2 — exp(—At))

et enfin (la fonction de répartition est bien continue sur R est de classe C* sur R*)

‘ f(t) = 4\ exp(—2Xt) — 3 exp(—3At) = Aexp(—2At)(4 — 3exp(—At)) ‘

On peut écrire le programme Scilab suivant pour vérifier ce résultat :

Ntest=100000;val=[];lambda=2;

for i=1:10000;
T=grand(3,1,’exp’,1/lambda) ;
val=[val,min(T(1) ,max(T(2),T(3)))];

end

clf ()

histplot(100,val)

x=0:0.01: (3*x1/1ambda)

y=lambda*exp (-2*lambda*x) .* (4-3*exp(-lambda*x)) ;

plot2d(x,y)
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SUJET S21

Exercice principal S21

Soit m un entier supérieur ou égal a 2. On note :

n

A= M=(mi;) € My(R) / Vi€ [L,n], [min—ip1] > Y [|mi
=1
A1

)

2

. my;
B=(M=(m;) € Mp(R) /Vie[l,n]:m;; #0et Z 52 <1
(i)eftn]®
i#j
1. Question de cours : Formule du produit matriciel.
2. Est-ce que A CB? Est-ce que BC A?
1
3. On munit M, ;(R) de sa norme euclidienne canonique : si X = | : [ € M, 1(R), on note || X|| =
Tn

Soit une matrice M de M, (R).

(a) Montrer que

VX € M, 1(R), [[MX|?<Tr(M'M)|X|>

(b) En déduire que si Tr(M*M) < 1 alors I,, + M est inversible.

(c) Soit B = (b; j)1<i,j<n une matrice de B.
On note D la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont égaux a ceux de B.
Déterminer une matrice C € M, (R) telle que B = DC.

(d) En déduire que B C GL,(R).

4. (a) Soient k,l € [1,n] et Ej,; le vecteur de la base canonique de M, (R) dont tous les coefficients sont nuls,
sauf celui situé sur la k-iéme ligne et la l-iéme colonne qui vaut 1.

Vérifier que Va € [0,1] I,, + aEy; € B.
(b) Caractériser le sous-espace vectoriel F' engendré par ’ensemble des matrices de B.

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 8.
1
2. M = est dans A (le coefficient "antidiagonal" domine la ligne ¢) mais pas dans B (les coeffi-

1
cients diagonaux sont nuls).



2
ms .
I,, est dans B (les coefficients diagonaux sont non nuls et E ;’] =0 < 1) mais pas dans A.
1<i<n M
1Z5<n
i#]

‘Onn’aniACEniBCA

3.(a) On a par la formule du produit matriciel :

n n
La i-iéme coordonnée de M X vaut E m; ;T et MtM = ( E m@kmi?j)l@,jgn.
j=1 k=1

Ainsi Tr(M'™M) =" m7; et |[M.X[]* = (> mijz;)*

(i,4) =1 j=1
n n n n
Or, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz : (Z m; jai)? < mej Zx? = (Z mfj) X%
j=1 j=1 j=1 j=1

n

X2 <Y | Qomiy) X ) =D mi X |P = Tr(M*M).|X|*, d'ou:
=1

Jj=1 i=1 j=1

1M.X | < Tr(' M) X |2

(b) On suppose que Tr(M"M)< 1. Montrons par ’absurde que I,, + M inversible.
Sinon, il existe X €M, 1(R))—{0} , tel que (I+M).X =0, c’est-a-dire tel que : —X=M.X.
Mais alors || X|| =||M.X| d’on, d’aprés a), || X||? < (Tr(M!M)).| X|?
Comme || X|| # 0, on obtient 1 < Tr(M"'M) : ce qui contredit Tr(M'M)<1.

Donc ‘ la matrice I + M est inversible. ‘

bii  bia bi,1
(¢) Ona: B=DCou|C= bra  bay ba.2
bn,l bn,2 bn,n
bn,n bn,n bn,n

(d) Montrons que B est le produit de deux matrices inversibles.

La matrice D est inversible car ses coefficients non non nuls
b2 .
On note T = C — I,,. On calcule Tr(T'T) = Z b;’J < 1, puisque B est dans B.

1<i<n bt
1<j<n
i#£]

Donc I,, + T = C est inversible
\Donc la matrice B est inversible.

2
M5
2

4.(a) si k=I[, la matrice aEy;+ I, est diagonale et Z =0<1 est vérifie.
m2 .
i#j )
si k#1, la matrice E,; + I, a des 1 sur la diagonale et un seul terme non nul hors de la diagonale,
valant a. Alors :

‘Dans tous les cas aFy; + I, € B ‘

(b) Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par B.
D’aprés (a), il contient I,, + aE}); pour a €]0,1].
Mais il contient aussi I,, € B, donc, il contient tous les vecteurs de la base canonique.
Ainsi, Pensemble F contient tous les vecteurs de la base canonique, et donc I’espace M, (R) tout entier.



Exercice sans préparation S21

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* admettant une espérance.

1 1 .
Montrer que X admet une espérance puis montrer que E(X)E <X> > 1. Etudier le cas d’égalité.

Solution :

) 1
Etudions la nature de la série Z —P(X =n). Pour tout n € N*; 0 <
neN*

P(X =n) < nP(X =n)

3=

La variable X admet donc une espérance | en vertu du théoréme de comparaison de séries & termes positifs.

1
On peut aussi dire que la variable X est bornée.

2

2
1 t 1
Soit ¢t € R. Considérons la variable aléatoire Y; = (1&\/Y + VX ) =% + 2t + X. Puisque X et X admettent

une espérance, Y; admet une espérance par linéarité. On en déduit que :

1
vt € R, E(X) 2 +2t +E(X) > 0.

1
Puisque E (X> > 0 (X € N* presque-siirement), on a trinome du second degré de signe constant. Son discriminant

1 1
est donc négatif ou nul, i.e. 4 — 4E(X)E (X)’ ie. |E(X)E <X> > 1.

D’aprés le raisonnement précédent,

E(X)E <1) =13 eR, E <)1(> t2 + 2tg + E(X)

X
1 2
t+\/X> =0
<°¢X ]
1
St eR, tg—=+ VX =0 p.s.
0 0\/)—( p

& | X est constante presque-sirement. ‘

< dtg e R, E




SUJET S22

Exercice principal S22

Soit n € N. On pose E = R, [X] et, pour P et Q dans F, on pose :

@)= [ POQWDY T

1. Question de cours : que peut-on dire des sous-espaces propres d’un endomorphisme symétrique d’un
espace euclidien ?

2. Justifier que lintégrale ci-dessus est bien définie puis prouver que (P, Q) — (P; Q) est un produit scalaire
sur F.
3. Soit ¢ définie sur E par p(P) = (X? —1)P" + (2X +1)P".
Justifier que ¢ est un endomorphisme de F.
On admet pour l'instant qu’en outre, ¢ est un endomorphisme symétrigue de E. Ce point sera prouvé & la
derniére question de ’exercice.
4. (a) Déterminer les valeurs propres de ¢.
(b) On note Ag, A1, ..., A, les valeurs propres de ¢ ordonnées par ordre croissant. Soit P, un vecteur propre
associé & i, pour k € [0, n].
Montrer que la famille (Py)o<k<rn €st orthogonale et déterminer le degré de Py, pour tout k € [0, n].
5. Soit k> 1

(a) Montrer que Pj, posséde au moins une racine d’ordre impair dans | — 1,1[.

ks
(b) On note ay,...,a, les racines d’ordre impair de Py sur | — 1, 1] et soit S = H(X —a;). En considérant
i=1
la quantité (S; Pj), montrer que Py a k racines distinctes dans | — 1, 1].
6. On prouve dans cette question que ’endomorphisme ¢ est symétrique.
Soient P et ) dans F. Montrer, en intégrant par parties, que :

/11(1t)3/2(1+t)1/2P“(t)Q(t)dt/11(2t+1 Pt ,/L‘rtdp/ HY2(1+ )2P (1)Q/ (1) dt

et en déduire le résultat demandé.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2013 p. 17.

2. Le seul probléme pour la définition de I'intégrale est en —1, or :

P -t ~ PR s

qui est intégrable par comparaison a une intégrale de Riemann convergente (1/2 < 1).
L’application (P, Q) — (P; Q) est clairement symétrique et bilinéaire par bilinéarité du produit et linéarité

de l'intégrale.
(P; P) /1 P(t)%/ﬁdwo
) - . 1+t =

Pour Pe F :



par positivité de l'intégrale et :

1
1—t [1—t
/ P’/ ——dt=0 = Vte]-1,1] P(t)? e 0 par continuité et positivité

— Vte]-1,1] P({t)=0

= P =0 car P a une infinité de racines

L’application‘ (P,Q) — (P; Q) est donc bien un produit scalaire. ‘

3. Lalinéarité de ¢ est immédiate par linéarité de la dérivation et de la multiplication. De plus, ¢ est clairement
A valeurs dans R[X] et si P € E, deg(X? — 1)P” = deg(2X + 1)P’ = deg P donc deg ¢(P) < deg P et donc
¢(P) € E.

Ainsi, ‘ ¢ est un endomorphisme de F. ‘

4. (a)

On remarque que (1) =0, p(X)=2X+1et pour 2< k< n:
O(XP) = k(k + 1)X* + kXF — k(k—1)XF2

La matrice de ¢ dans la base canonique est donc triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux

sont les n + 1 nombres ‘ k(k+1) avec 0 < k < n. ‘ Ce sont donc les valeurs propres de .

Avec les notations de I’énoncé on a donc Ay, = k(k+1) pour 0 < k < n. Comme ¢ a n+ 1 valeurs propres
distinctes, (Py,..., P,) est une base de E. De plus comme ¢ est symétrique, les sous-espaces propres de

FE sont orthogonaux deux a deux et ‘la famille (P, ..., P,) est donc orthogonale. ‘

Montrons que pour tout k € [0, n], deg P, = k.

On le prouve par récurrence sur n. On sait déja que le résultat est vrai pour n = 0 car ¢(a) = 0 pour a
un polynoéme constant.

On suppose le résultat vrai au rang n—1 pour n > 1. Comme la matrice R,,_1[X] est triangulaire, R,,_ [X]
est stable par ¢ et la restriction de ¢ & R,,_1[X] induit un endomorphisme de R,,_1[X] qui admet pour
valeurs propres Ag, ..., A,_1 comme on le voit en écrivant les matrices de ¢ et de sa restriction dans la
base canonique — c’est le calcul effectué a la question précédente. En fait, en considérant la restriction de
» a R,,_1[X] on se retrouve dans la méme situation une dimension en dessous. Autrement dit, en notant
¢ = pp pour E =Ry [X], pnr,_,(x] = Pn-1.

Ainsi (Py,...,P,—1) est une famille de vecteurs propres associée aux valeurs propres (Ag,...,A\,—1) et
par 'hypothése de récurrence deg P, = k pour 0 < k < n — 1.

Comme (P, ..., P,) est une base de F, on a nécessairement | deg P,, = n | ce qui achéve la récurrence.

Si Py n’a que des racines d’ordre pair sur | — 1, 1], il ne change jamais de signe lorsqu’il s’annule sur cet
intervalle et donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il est de signe constant. Quitte & remplacer
Py, par — P, on peut supposer Py, > 0 sur | — 1, 1[. Alors, par continuité et positivité de I'intégrale :

<yp>—/dpuhﬂ_tw>o
’k_,lk ].+t

Mais 1 est dans le sous-espace propre associé & Ao = 0 d’ou (1; P;) = 0. Contradiction.

Par le méme raisonnement, on suppose que le nombre r de racines d’ordre impair de P, vérifie r < k.
Alors S € Ry _1[X] = Vect(Py, ..., Py—1) et donc (S; Py) =0.

Mais dans le méme temps SPj, n’a que des racines d’ordre pair dans | — 1, 1[ donc ne change pas de signe
sur | — 1,1 par le méme raisonnement que précédemment et, quitte a remplacer P, par — Py, on peut
supposer que SP; > 0 sur | — 1, 1[ d’ott comme avant (S; Pg) > 0.

C’est une contradiction donc r = k et donc ‘Pk admet k racines distinctes‘ dans ] — 1, 1[. Ces racines
sont alors toutes simples.

6. On pose f(t) = (1 —t)32(1 4+ t)}/2Q(t). Cette fonction est C! sur ]0,1[ et pour tout ¢ €]0,1] :

PO = 202040 72QM) + 5 (- 0204 07Q) + (- (10 Q ()
= 200U T + 5 (- QU T+ (1 0¥+ 02Q ()
= —(2t+1)Q(t) 17t+(1—0”%1+tﬂ“@%@

1+t



En intégrant par parties — valide car P’ est également de classe C' — on obtient alors :

/1(1—t)3/2(1+t)1/2P”(t)Q(t)dt = /1 F@OP"(t)dt

-1

- / 11 PP (8 dt
1/1+ dt — / 3214+ 0)Y2P'(1)Q' (t) dt

On trouve bien le résultat annoncé. En faisant passer la premiére intégrale du second membre dans le premier
membre, 1’égalité obtenue nous dit alors exactement que :

|
—
=
~—
~
=

Il
\
\h
“Q

[
i~
S
+
=
“Q

(p(P); Q) = /1 (1= 0)*2(L+6) 2P ()Q'(t) dt

-1

L’expression dans le membre de droite est symétrique en P et @ donc on a automatiquement
‘ (p(P); Q) =(P; ¢(Q)) et ¢ est bien symétrique. ‘




function Y=smull(n,p)
X=grand(1,n, ’geom’,p);
disp(X)
Z=max (X)
T=zeros(1,Z)
for k=1:n
if T(X(k))==0 then
T(X(k))=1
end
end
Y=sum(T)

endfunction

function m=smul2(n,p)
X=grand (10000,n, ’geom’ ,p) ;
Y=zeros(10000,1)
for j=1:10000
Z=max (X(j,:))
T=zeros(1,Z)
for k=1:n
if T(X(j,k))==0 then
T(X(,k))=1
end
end
Y(j)=sum(T)
end
m=mean (Y)
endfunction

1. Commenter la fonction smull. Quelles sont les valeurs possibles de sortie ? Donner laloi de la VA smul1(2,0.75)

Exercice sans préparation S22

2. Le résultat de smul2(2,0.75) est 1.3971. Commentez ce résultat.

Solution :

1. sumll simule la VA Y, qui est égale au nombre de valeurs distinctes prises par n variables (X;)i<i<n
indépendantes suivant des lois géométriques de paramétre p. Y, () = [1,n]

Y2(9) = {1,2}

+oo
P(Yo=1) = P(X; =X3) =Y _p*((1-p)*)F ' =
k=1

2. smul2 donne la moyenne empirique d’un échantillon de 10000 variables de méme loi que Y,,

P(Y,

Elle approche donc 'espérance de Y,,.

3
pourpziona

= . Le résultat de smul2 est bien cohérent

9)=1- P(Ys

E(Yz) =

2

1-(1-p?> |2-p
:1):M72
2—p 5

4—3p
2-p




