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Concours HEC 2019
Sujet § 203

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : loi d'un couple de variables aléatoires discrétes, caractérisation de leur
indépendance.

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1].

Pour tout entier n strictement supérieur 4 2, on note

N = Card{i€[l,n]; X, € [1 - l,1]}
n

2
N = Card{i €[l,n]; X, € [1 - ~1- %[}
]

2. Scit n un entier strictement supérieur a 2.
a} Reconnaitre la loi de chacune des deux variables aléatoires Nl(n) et Nén’.
b) Ces deux variables aléatoires sont-elles indépendantes 7

c) Ecrire une fonction Scilab permettant d’effectuer une simulation du couple (N{™, N{™).

3. Btablir, pour tout (k, £} € N? et pour tout entier n > max{3, k& + ¢}, I’égalité :

i (n) _ (ny] _ . nl {n— 2)n-k—£ ‘
,,,EI}_IOO P([Nl = k] i [N2 = }} = PV (n “h o {:)! o

4. Démontrer que la suite {N¥™ + Né"))n)
Poisson P{2). -
5. Soit (s1,s2) € R%.
) prln)
a) Calculer, pour tout entier » > 3, l'espérance de la variable aléatoire siv‘ 3?3
b} Vérifier I'égalite :

5 converge en loi vers une variable suivant la loi de

(n} py(n)
. N N -
lim E(s)' 832 )=eft7527%,



Sujet S 293

EXERCICE SANS PREPARATION

1 1 1
Soit M =]2 -1 —-4].
3 2 1

1. Trouver le rang de M.
2. Justifier qu'il existe une matrice semblable & M possédant deux colonnes égales.



Sujet 5 293

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.

2. a) Chacune des deux variables aléatoires N™ et Ni™ suit la loi binomiale B(n, 1/n).
b) Non, puisque par exemple

PUNE = ] A [N = n]) =0 # PN = n]) x PN =]} .

c)

function [N1,N2]=ggrand(n)
X=rand(n,1);
Ni=length(find(X>=1-1/n));
N2=length{find ((X>=1-2/n})-N1;
endfunction

P =g = ) = ()7 F) b - 2t

B n! {n— gyn-k-t ‘
R n—k— ) n"

4. La voie la plus courte pour parvenir au résultat est d’ehserver que Nf") + N,‘En) suit la loi
binomiale B{n,2/n) et d'utiliser le résultat du cours sur la convergence de lois binomiales vers
la loi de Poisson.

On peut aussi utiliser le résultat de la question précédente, car lorsque n tend vers l'infini
k48
! 7

*Hltn-k-0 " K2
2
1 — n-k—£{ —2'
o n) —e

Il en résulte que

-2

; ") _ ) _ gy &
im PUNT = KOV = 6 = 2 (1)
Pour tout m € N, on déduit du résultat précédent que :
2 o

_e:_....._. = .—e_2 .
K{m—k)  m

=400

it
lim PN+ N =m]y =S
k=0

Ceci confirme que la suite (Nl(“} + Nz(n))n>
Poisson P(2). N

5 converge en loi vers une variable suivant la loi de



ny pylm el Sk 5248 2. n—ts $1+82—2.n
E(s;" 5% ) = =) (=) {(1-=) = (L ——)
kgo,egzo,;c+e~_<n Bon—k-81"n 7 n n
b}
. si+s2—2un g2
i, (4 =) e *
Sujet 5 293
CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1 1 1 1 0

1. Onaparexemple {2 -1 -4 =2 =10

3 2 1 1 0

(M) =2.

2. Soit f I’endomorphisme de R® dont M est la matrice dans la base canonique.
Soit x est un vecteur de IR® qui n’appartient pas au noyau de f et ¥ la somme de et d'un
vecteur non nul du noyau de f.
Les deux vecteurs x et y sont linéairement indépendants et il est possible de choisir un vecteur z
de R? pour lequel (z,y, 2} est une base de R?.
Comme f(x) = f(y), les deux premidres colonnes de la matrice de f dans cette base sont
égales et cette matrice est semblable & M puisque les deux matrices représentent le méme
endomorphisme,



Concours HEC 2019

Sujet S 295
EXERCICE PRINCIPAL

1. a} Question de cours : minorant et minimum d'une partie non vide de R.
b) Pour tout réel z, justifier que l'ensemble {{z — n|; » € Z} admet un minimum.

On note [ la fonction définie sur R par -
YreR, [f(z)=Min{jz-n|;ncZ} (1)

2. a) Calculer f(x} lorsque x est compris entre —1/2 et +1/2.
b) Donner une représentation graphique de la fonction f et écrive un script Secilab permet-
tant de la tracer.

3. Soit {(x,y) € R?.
a} Justifier que, pour tout n € Z, on a:

flx) <y —n|+1z-y|.

b) Etablir 'inégalité :
|flw) = )] < ly—2f.

4, a) Justifier, pour tout réel x, la convergence de la série Z 272 %) .
n=l

On note b 'application définie sur R par :

+oo
VeeR, bz)=> 27"f(2"x) (2)

n=0

b) Soit (x,%) € R?. Justifier, pour tout n € N*, les inégalités :

n-l1

by) — blz)] < (D 27F1f2F ) - fFm)) 42 <mly -2+ 27"
k=0

¢) En déduire que la fonction & est continue.

d) Démontrer que la fonction b n'est pas dérivable & droite en 0.



Sujet S 295

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit E un sous-espace vectoriel de R™ (o0 n > 2}.
Soit Xy, Xo,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant chacune la loi nor-
male d’espérance u et d'écart-type o > 0.

Quelle est la probabilité pour que (X, X2, ..., X,) appartienne & E7



Sujet S 295

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours.
b) {|z —n|; n € Z} admet un minimum parce que son intersection avec le segment [0,1/2]
est un singleton ou un doubleton.
2.
Yz eR, flz}=Min{|lz-nl;necZ} (3)
a)
vYre [-1/2,41/2], flz)=1fz|.

b) La fonction f étant 1-périodique , son graphe est celui d'une « onde triangulaire » .

Pour le tracer sous Scilab, sans utiliser la fonetion round qui n'est pas explicitement au pro-
gramime, on peut par exemple observer que :

VeeR, fla)= |z- qu+%“

ce qui permet d’utiliser le script suivant

> deff(Py=£(x)?,’y=abs(x-floor (x+.5))7};

--> x=linspace{-3, 3,13}; // comme f est affine par morceaux, on peut faire des &conomies
--> y=feval(x,f};

--> plot(x,y)

3. Soit {x,y) € R?.

afysly—nl=y—z+z-n/<|z-n|+ly—af.
b} En choisissant »n tel que f{z} = |x — n|, on obtient l'inégalité

fly) = fla) < ly-al.

Par symétrie des roles de x et y, on en déduit {'inégalité demandée.



4. a) Comme la fonction f ne prend que des valeurs comprises entre 0 et 1/2 la série
Z 27" f(2" z) est convergente, par domination.

nxi

+o0
VreR, blz)=> 27"f(2"z) (4)
n=0

n=1 +oo
lo(y) — b(z)| <D 27F|F@Fy) - f2F )+ D 2R F (2R y) — (2R )
k=0

k=n
n—1 +oo 1
o« Q—k 2k _ 2k -k
< Z j2%y x| + Z 2 5
k=0 k=n
=nly—x+27".
c) Soit z€Rete>0.
On choisit n € N* tel que 27" < % .

g
Dés lors, pour tout y tel que jy — 2| < —, on a:
T

by —blz) < = .

d) Soit n € N,
2k-n sik<n
2k 9~n) = :
g ) {0 sik>n
Par conséquent :

-1
b2 = RZ gk ok = [na .
k=0

p2™") — 5(9)
g=n

I'infini, ¢’est-a-dire quand le point 277 tend vers 0.

La fonction # n’est done pas dérivable A droite en 0.

Il en résulte que le taux d'accroissement = n tend vers +oo quand n tend vers

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Hormis le cas ot E = R" (pour lequel la probabilité demandée est égale & 1), on a toujours
P[{X1,X2,....X,) € E]| =0

puisque toute combinaison linéaire non nulle des variables aléatoires Xy admet une densité, ce qui
entraine que la probabilité que la probabilité que (X1, Xa,..., X} appartienne & un hyperplan est
nulle.
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Sujet S 206

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : ordre de multiplicité d'une racine d'un polynéme de K{X] {ou K = R ou
).

2. Soit P un polynome de R|X] admettant une racine complexe z dont 'ordre de multiplicité est
supérieur ou égal a 2.
a) Vérifier que le conjugué z de z est aussi une racine de P.
b} Démontrer que, st z n'est pas un nombre réel, alors il existe un polynéme @ € R[X] tel

que
P=(X?—2Re(2) X + 212)°Q .

¢) En déduire que z est racine du polyndme dérivé P’ de P.

3. Paur tout entier » > 2, on note F, le polynéme X?* — 2nX + 1 de R[X].

a) Déterminer les racines complexes du polynéme dérivé P},
b) Cornbien le polyndéme F,, admet-il de racines complexes ?

Pour iout entier n > 2, on nate f, la fonction réelle définie par :
veeR, fulz)= P —Onz+ 1.
3. Combien l'équation f,(z) = 0 admet-elle de solutions réelles?

4. On note u, la plus grande des solutions réelles de 'équation précédente.

a) Soit € > 0. Que peut-on dire du signe de f(1 + <) ? En déduire que la suite {un)n32
converge vers 1.
b) Justifier le développement asymptotique, guand n tend vers l'infini :

Ixa re Inn
" = ] 4+ — 4+ —_
Uy, oy T o{—)



Sujet S 296

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit X une variable aléatoire réelle.

Justifier qu'il existe une suite croissante {z,)}ren de nombres réels positifs ou nuls pour laquelle la
série terme général P([X > x,]} est convergente.



1.
2.

Voie S
référence : S 296

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Question de cours.
a) Comme les coefficients de P sont réels, P{Z) est nul puisque ¢’est le conjugué de P{z),
lui-méme nul.
b} Cornme z est une racine multiple de P, il existe un polynéme M &€ C[X]telque P = (X — z)* M .
En effectuant dans C[X] la division euclidienne de M par (X — 2)%, on peut écrire P =
(X - z)z((X —-2)PQ+ R) oit le degré du polynéme R est au plus égal 1.
Le reste R est en fait nécessairement nul puisque la factorisation (dans C[X]) P ={(X —2)° M
prouve que R est divisible par (X — 2)2. Il en résulte que P = (X — 2)2{(X - z)* ,@ =
(X 2 _2Re(z} X + |z]2)‘2 Q et cette mise en facteur d’un polynome & coefficients réels prouve
que le polynéme ¢} appartient & R[X].
c)
» Si z € R, alors il existe un polynéme Q@ € R[X] tel que P = {X — 2)?Q de sorte que
P'{z) = 0 (ce qui est un résultat de cours, dans R|X|, pas dans €[X])}.
s 5i z ¢ R, on utilise la factorisation trouvée en 2.b pour dériver le polynéme P

P =(X?—2Re(2) X +[2/?) (z(x ~ Re(2)) @ + (X? = 2Re(2) X + |2%) @)

et constater qu'il s'annule bien en z.

. Pour tout entier n > 2, on note P, le polynome X?" — 2nX + 1 de R[X].

a) Le polynome dérivé de P, est £, = 2nX*""1 — 2n.
Par conséquent :
Plz)=0e=2""1=1

Les racines complexes du polynéme P, sont donc les racines (2n — 1)-iémes de I'unité, c’est-a-
dire les 2 — 1 nombres complexes

Y ouke [0,2n—2].

2ikw
2 = exp(z—

2 1

b) D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss, le nombre de racines complexe de P, est
compris entre 1 et 2n.
Si P, admettait une racine complexe multiple z, celle-ci annulerait simultanément, comine vu
en 1.b, P, et son polyndme dérivé

PL=2n(X*1 1),
On aurait done 22771 = 1 et par conséquent

P2y =2""-2nz+1={(1-2n)z+1=0

1 . .
ce qui est impossible puisque 2 n'est pas une racine (2n — 1)-iéme de 'unité (puisque
n u—
n > 2).

Le polynéme P, admet donc 2»n racines complexes (distinctes).

1




4. Une étude de la fonction f, montre que celle-ci est décroissante sur | — oo, 1[ puis croissante
sur |1, +oof avec f,{1) = 2(1 — n) < 0 L'équation f,{x) = 0 admet donc deux solutions, I'une
< 1 et 'autre > 1.

5. a) Comme [, (0} =1>0, fo(1) =2(1 - n) < 0 et fr(2} = 4" —4n+ 1> 0, la plus petite
des deux solutions de l'équation (77} est comprise entre 0 et 1, et la plus grande entre 1 et 2.

Yn>2 1<u,<2.
b}

fall ey =(1+e)™ —2n(l+e) +1~ (14"

quand 7 tend vers l'infini, ce qui entraine que f,(1 + £) > 0 pour n assez grand.
I} en résulte que, pour tout £ > 0, u, est compris entre 1 et 1 + £ pour tout n suffisamment
grand.
Par conséquent :  lim wu, =1.
—r o

¢) On écrit u, = 1+ £, puis on exprime la relation fi{u,) = 0. Il vient aprés un DL de

In{l+z)en0:
gfrentolnen) —on 1 4 2pe

puis
1
2ne, + o(ney) = In{2n) + In{l — o T £n} = In{n) + O(1)
ce qui implique en prenant les équivalenis & gauche et & droite 2nz, ~ Inn et

N Inn _l_o(lnn)
= 2n 1

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Comme liI_ll_l F{[X = z]) =0, on peut définir par récurrence une suite (&, }nen vérifiant :
T—r O

¥ne NN, Tnti 2 Tn _
P[Xzz,+1p 2™
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Sujet § 208

EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours : définition et propriétés des fonctions continues de R™ dans R.
b) Soit ¢ une fonction continue de R® dans R telle que :

YM >0, 14> 0, Yz € R*, |z] > A= o(z) > M .

i) Justifier que Vensemble K = {z ¢ R"; ¢(x} < ©(0}} est non vide, fermé et borné.
ii} En déduire que la fonction  admet un minimum global.

Soit f la fonction définie sur R2 par :  ¥Y{z,4) € R%, flz,y)=2' +¢* -2z —y)*.
2. a) En quels points la fonction f admet-elle un extremum local ?
i
b) Justifier, pour tout (z,y) € R?, 'inégalité :  f(z,y) > §(x2 + 3 - dlx +yh) .
¢) La fonction f admet-elle un extremum global?
3. On rappelle que, pour tout réel ¢, la ligne de niveau ¢ d'une fonetion de deux variables est
Yensemble des points de IR* en lesquels la fonction prend la valeur c.

La figure suivante, obtenue & l'aide de Scilab représente les lignes de niveaux —6 et —7 de la
fonetion f.

FIGURE 1 — Lignes de niveau

a} Quelle symétrie des lignes de niveau de la fonction f la figure 1 suggére-t-elle? En
donner ung justification mathématigue.

b} Trouver I'équation de la tangente au point {—1,+1} 2 la ligne de niveau —6.

¢} En quels autres points les tangentes & cefte ligne de niveau sont-elles paralléles & la
tangente trouvée en b7



Sujet S 298

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit un entier naturel n non nul. Une urne contient 2n boules numérotées de 1 4 2n.
On tire successivernent n + 1 boules de cette urne, sans remise.

Quelle est la loi de la variable aléatoire X égale au rang du dernier numéro impair sorti?



Sujet S 298

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

a) Question de cours.

b} i)
* K est non vide puisque 0 € K.
+ K est fermé d'aprés la premiére propriété rappelée en question de cours.
e K est borné parce qu'il existe 4 > 0 tel que

YreR", |z] > A= ¢lz) > p(0)

ce qui entraine que K est inclus dans la boule fermée de centre 0 et de rayon A.

ii) D’aprés la seconde propriété des fonctions continues rappelée en question de cours,
la fonction ¢ admet un minimum global m sur K.
Comme ¢{x) > ¢(0) > m pour tout = £ K, m est en fait un minimum global de ¢ sur R".

a) Les dérivées partielles d’ordre 1 de la fonction f sont données par :
(), y) =40 Az —y) =4 -z +y)
)z, y) = 1° +dlz — ) =4 +x —y)
Les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f sont données par :

81 (F)lz,y) = 4(3z% — 1)
a-ig(f)(.'l.', y} = a%,l(f)(mz y) =4
Rz, y) = 4(3° - 1)
La fonction f posséde trois points critiques (0,03, (v2, —v/2) et {—/2, v2).

e f admet un minimum local en chacun des deux points (v2, ~v/2) et (-2, v/2) parce que
les deux valeurs propres, 24 et 16 de la matrice hessienne de f en ces deux points

VANVE =VE) = V()2 V) = (240 20)

sont strictement positives.

» f n’admet pas d'extremum local en (0,0) et (0,0} est un point col (ou point selle) de f
parce que f(x,x) = 2z* et f(z, —z) = 2x! — 82 sont de signes contraires au voisinage de z = 0.

b} Pour tout (2, y) € R?, les inégalités =2 +y2 —2[xy| > 0 et 34 +y* — 22%y? > 0 entrainent
(-1 <2+ + 2|xy| < 22+ ¥?)
(x? +9°) =2 + ' + 26%° <20 + )
et par conséquent :

1
) 2 2t +y' = 4@ +4°) 2 5% + o) - 4" + 7).

¢) 1l résulte de V'inégalité précédente que f(z,y) tend vers +oc quand x° + y® tend vers
+00, ce qui entraine que f n'est pas majorée et quelle admet un minimum global, d'aprés le
résultat de la question 1.b.



3. a} Chaque ligne de niveau (composée de deux courbes pour les niveaux —7 et —0 de la
figure 1) de la fonction f présente une symétrie par rapport & l'origine parce que :

VeeR, Viz,y) €R® flay) =ce= f(-z -y =c.

b} L’équation de la tangente 2 la ligne de niveau —6 au point (1, -1} est y =z + 2.
Par symétrie, de la tangente a la ligne de niveau —6 au point (—1, 1} est y = — 2.

¢) Les vecteurs directeurs des tangentes aux lignes de niveau sonf orthogonaux aux gra-
dients de f aux points correspondants.
Lorsque les gradients sont colinéaires, Deux tangentes en des points réguliers d'une ligne de
niveau sont donc paralléles si, et seulement si, les gradients de f en ces deux points sont
colinéaires.

VIN(-1+1) = (2)(=1,1), 020/ }{-1. 1)} = (4, -4)

Pour que la tangente a la courbe de niveau —6 en un point (z,y) soit paralléle & sa tangente
au point (1, -1}, il faut et il suffit que

2yt -2z —y)t =6
AP —x+y) = -4+ z -y

c’est-a-dire

2t —4x?+3=90
y=-x

On trouve ainsi les deux autres points ofl le gradient est proportionnel au vecteur {—1,1}, les
deux points {3, —v/3) et (—v3, /3), c'est-A-dire ol les tangentes 4 la ligne de niveau —6 sont
paralléles 4 la tangente trouvée en b.

Les équations des quatre tangentes paralléles trouvées, représentées sur la figure 77, sont donc

y=xt2 et y:a::|:2\/§.
CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

Comme toute {n + 1)-liste d’éléments de 1, 2n] contient au plus n nombres pairs donc au moins un
nombre impair, I'ensemble des valeurs possibles de X est inclus dans [[1,n + 1]).

Pour tout k € [[1,n]l, 'événement [X < k| est constitué des (n + 1)-listes d'éléments de [1, 2r] dont
les {n+ 1 — k) derniers termes (correspondants aux tirages de rangs &+ 1 & n+ 1) sont pairs.
On trouve ainsi :

n+k— 1)

(
P([X < k]) = _(;'1)—
T
Cette relation restant valable pour k = 0 et &k = n + 1, on conclut que, pour tout k € [1,n+1] :
(n + k- 2)
P(X = k) =P(X <k)-P(X<k-1)=~""1
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Sujet S 299

EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout l'exercice, {12, 4, P} désigne un espace probabilisé et (X,},en- une suite de variables
aléatoires définies sur cet espace probabilisé.

1.

a} Question de cours : rappeler la définition d’une tribu de parties de 2.
b) Donner trois exemples de tribus de parties de IN.

2. On note ' 'ensemble des éléments w de € pour lesquels BT Xplw) =0,

a} Justifier 'égalité :

c= N U N Ixl<s].

pEN* LEN* n=k

b) En déduire que C est un élément de la tribu A.

On dit que la suite { Xp}nen- converge presque sirement vers 0 si la probabilité de ['événement C
est égole &4 1.

a) Comparer, pour tout € > 0, les deux événements ﬂ U [|Xn| > 6] et C.
kEN* nzk
b) En déduire que si {X,}ncn+ converge presque stirement vers 0, alors (X, Jpen+ converge
en probabilité vers 0.

. Dans cette question, o désigne un réel strictement positif. On suppose que les variables aléa-

toires X, sont mutuellement indépendantes et que, pour tout n € IN*, X, suit la loi de Bernoulli

. 1
de paramétre — -
nl‘l

a) Justifier que la suite (X, )nen- converge en probabilité vers 0.

b) Soit p et & deux entiers strictement positifs.

kv
1
Calculer, pour tout N € N, la probabilité py de I'événement ﬂ [|Xn| < ;] et étudier la
n=k
convergence de la suite (py)nen.

¢) Pour quelles valeurs de ¢ la suite (X, )+ converge-t-elle presque siirement vers 07



Sujet § 299

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit L; et Ly deux matrices triangulaires inférieures, dont les termes sur la diagonale sont égaux & 1,
et U7 et Uz deux matrices triangulaires supérieures inversibles. On suppose que

LU = LyUs.

1. Montrer que Ly et Lz sont inversibles.
2. Montrer que L3 "L, est une matrice triangulaire inférieure.
3. Montrer que Ly = L.



Vole 8
référence : S 299

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout 'exercice, ((,.4, P} désigne un espace probabilisé et (X, )ren- une suite de variables
aléatoires définies sur cet espace probabilisé.

1.

2,

a) Question de cours.
b} {0, N}, {#, {0}, N*, N}, P(N)
a) Soit w € Q. Par définition d’une limite :

lim Xp(w)=0 < VYe>0, JkeN", ¥Yrn2k, [Xaolw)| <e
n— 40

o . . 1 :
ce qui dquivaut A ¥p e N*, ke N*, ¥n > &, |X,(w)| < -, Cest-d-dire a w e ' .
7

b) Tous les ensemnbles [iX nl < ;—1)] étant des éléments de A puisque les X, sont des variables

aléatoires sur 'espace probabilisable {2, .4), C est un élément de .4, par stabilité de cette tribu
par réunions et intersections dénombrables.

a) Soit ¢ > 0. 8i w est un élément de C, on a, par définition d'une limite,

FkeIN*, Vn 2k, |Xplw)| <&

+oa
ce qui signifie que w appartient & U ( ﬂ [an| < e]) .
k=1 nzk

+oo
On a donc Tinclusion ¢ C U ( ﬂ [|Xn| < e]) qui fournit, par passage aux événements

k=1 nzk
contraires : n U [|Xn| = E‘] cC.

REN* nzk
b) On suppose que la suite {X,)nen+ converge presque sarement vers 0 (i.e. P(C) = 0.
Soit £ = 0.
De 'inclusion de 3.a, on déduit que la probabilité de 'événement ﬂ U [|Xu| = 5} est nulle.
REN* Rk
Comine les événements Ay = U []1 nl = 5] forment une suite décroissante, la propriété de
n=k
limite monotone permet d’en déduire que @ lim P(A;) = P( ﬂ Ak) =0.
k= 4oo
keN*
Des inclusions [|Xk| > 5] < Ay, on en déduit ensuite que ; ) lim P([|Xk| > s]) =0.
— o

La suite {X, },en- converge donc bien en probabilité vers 0.

a) P([|X,1| > s]) < P([an| > 111111{5,1}]) =P((Xn=1])= ni“ qui tend vers 0 quand

1 tend vers Finfini.



n=k n=k
eSia=1 o N
+
n—1 E—1
by = H ( n )= E+ N
n=k
qui tend vers 0 quand N tend vers 'infini.
k+N 1 k+N 1
e Si o < 1, les inégalités ]_:Ik (1- n_“) < ;!_:[k {1- ;) prouvent que py tend aussi vers 0

guand N tend vers Iinfini.

* Sia > 1, la série de terme général In (1 - =) est convergente (par comparaison & la série
de Riemann 1/n%).
0 sia<l

Finalement :  lLim = e 1 .
N—l-+oopN exp( Z In (1 — '."1_0‘]) sia>l
=k

)
‘ +oo 1 k+ M 1
eSiagl, P(Qk (X < 5]) = Jim P( Qk [1Xn] < ;]) =0,

+oo
1
Par limite ruonotone, on en déduit P( U ﬂ [|Xn| < —]) = 0 pour tout p € N*, puis
P

kEN* n=k
P{C)=0
ce qui prouve que la sutte (X, ),en+ ne converge pas presque sQrement vers 0.
400 1 1
ia> 1,1 1 ln{l— — éri te de terme général In{l1 — —),
¢ Sia , le reste Z;c n( n“)’ de la série convergente rme général In { na)
n=
tend vers 0 quand & tend vers l'infini.
+ oo
. ey 1 .
Par limites monotones, on en déduit P( U ﬂ [|Xn| < —]) =1 pour tout p € N*, puis
keN*n=k P
F(Cy=1

ce qui prouve que la suite (X, )nen- converge presque sirement vers 0.

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

. L1 et L5 sont inversibles puisqu’elles sont triangulaires et que leurs coefficients diagonaux sont
tous non nuls.

. Le produit de deux matrices triangulaires inférieures I’est aussi. L'inverse l'est également.

. Onadone Ly Ly = UyU; ! est triangulaire inférieure mais aussi supérieure donc est diagonale.
De plus, ses termes sur la diagonale sont les produits des termes diagonaux de L7 Let Ly, donc
1. Ainsi L3'Ly =T puis Ly = Ly et Uy = Us.
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Sujet S 301
EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours : fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle a densité.
b} Quelle propriété specifique la fonction de répartition F d’une variable aléatoire posséde-
t-elle lorsque cette variable aléatoire posséde une densité paire? Que dire alors du graphe de F'7

Dans toute la suite de I'exercice, X désigne une variable aléatoire & densité, définie sur un espace
probabilisé (2, 4, P). On note F, la fonction de répartition de X.

2. Dans cette question, on suppose que X admet une espérance E(X) et qu'elle posséde une
densité continue sur |0, +oo[ et nulle sur | — co, 0].

a) Démontrer que : lim z P{{X >z])=0.
E=0on

Rl
b) En déduire, & 'aide d’une intégration par parties, que l'intégrale / P(X z t])d¢
0
est convergente et que :
+oo
B(X) = / PUX > ¢))dt .
0

3. Soit r > 0.
+oo
a) Justifier, pour tout ¢ > 0, 'existence de H{t) = / w e du.
t

b) Montrer que H est continue sur IR . Pour quelles valeurs de r est-elle de classe C* 7

+oo

¢) Montrer que I'intégrale H{t) dt est convergente et préciser sa valeur.
0

4, Dans cette question, on suppose que X posséde une densité continue sur R.

+o0
Démontrer que si X admet une espérance, alors : £{(X) = / (1= Fo(f} = F(-1))dt .
Jo

C

V4t 4

5. a) Justifier 'existence d'une unique constante réelle ¢ pour laquelle la fonction f: ¢ —
est une densité de probabilité.

On suppose désormais que X admet f pour densité {pour la valeur convenable de ¢).

+o0

b} L'intégrale {1— F, {t} ~ F,(—t}} dt est-elle convergente ? La variable aléatoire X
0
admet-elle une espérance ?

c} Justifier que x P{[X > x|} tend vers e quand z tend vers +co.



Sujet § 301

EXERCICE SANS PREPARATION

On considére deux nombres complexes « et v et on pose :
z=1-+iv .

1. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur le nombre complexe u ¥ pour que le
module de z soit égal & /|ul? + |v|? .

2. Proposer une interprétation géométrique du résultat trouve.



Sujet S 301

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours.

b} Lorsqu'une variable aléatoire posséde une densité paire, sa fonction de répartition F
vérifie la propriété de symétrie :

YreR, F(-z)=1- F{z).

1
Le graphe de F est alors symétrique par rapport au point d’abscisse 0 et d'ordonnée 5

+oco
2. a)0<e P{[X > 2]} < f £ f (i} di qui tend vers 0 quand z tend vers +oc.
e

b} On prouve la convergence et 'égalité demandées par passage A la limite {quand ¢ — 0
puis 4 — 400} & partir de P'égalité :

[Atfx(t)dt - [—tP([X > c])}j +fAP([X' > t))dt .

3. Soit r > 0.
a) La question de cours permet d'éviter une preuve par domination.

b) H est continue sur R% en tant que primitive de u — —u"~!e™* et en 0 par définition
d’une intégrale convergente.
Elle est de classe C! pour v > 1.

¢) On applique le résultat de 2° & une variable aléatoire X suivant la lot ~{r).

/ ™ ) dt = 1) / " BN > 1)) dt = DR E(X) = +T(r) = T+ 1) .
1] 4]

1~ Fo(t) = Fo(mt) £ 1= Fe () + Fy (—t) = P([IX] 2 ¢])
dont U'intégrale est convergente puisque |.X| admet une espérance.

+o0
L'intégrale / (1 — Fy () — F (1)) df est donc (absolument) convergente.
Jo

Comme précédemment, par intégrations par parties et passages a la limite, on obtient -

-fo (1—{*}&))':11»,:/D Ef (t)de



5.

» L+m(—FX(—t)))dt=—/o F‘x(u)du=/0 u frlu) du

— —0

On en conclut, par la formule de Chasles, que

E(X) = +cx3(1 — F(t)— F(—t)}dt .
Q

a) Il g’agit d'une conséquence directe de la positivité et de l'intégrabilité de la fonction ¢ —

+o0
b) Lintégrale / {1 — F,(t) — Fy(—t)) d¢ est convergente, et elle est nulle (par parité
0
de f).

+ao0
La variable aléatoire X n'admet pas d’espérance, puisque l'intégrale / ¢ f(t)dt est diver-
0

gente.

¢) Comme t* < /1 + 2+ t4 < 142 pour tout ¢ € R, on obtient par intégration

+o0 c 4o +on e
/ dtg/ f(t}dtg[ < g
. 1+ N PENT

“+ca

cArctan(é) = c(g — Arctan(z)) < / Fitydi < ;% .

x

c'est-a-dire

Quand z tend vers +oo, on en déduit 'équivalence :

400 +oo
[ [
£)dé ~ —dit=—
/I S [ R

d’ol le résultat.

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

. Onpose u=a+ b et v=c+id (avec a,b, ¢, d réels).

|2 = [u? + o) = {a—dy? + (b+ ) =a’ + 62 + & + d°
= ad-bc=0+<

Comme u¥ = {a + 16)(c — id} = (ac + bd} + i{bc — ad), on a 'équivalence :

2] = Ve + o] = uve R.

. On peut observer que le module de z est égal & /|ul?2 + |v|? si, et seulement si, les deux vecteurs
de R? {a,b) et (—d, ¢) (associé & v = —d + ic} sont orthogonaux pour le produit scalaire usuel.

1
VAR
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Sujet S 302

EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout I’exercice, X désigne une variable aléatoire réelle, qui est définie sur un espace probabilisé {{, A, P}
et suit la loi exponentielle de parameétre 1.

1. Question de cours : définition et propriétés de la fonction T.

2. a) Justifier que la variable X admet des moments de n’importe quel ordre et établir, pour
tout entier 7 € N*, Pégalité :
V(xX™) 22n — 1) 1
2 B(X7-%  n (2n-2y
()
V{X™)

b) En déduire la limite de quand n tend vers l'infini.

nZ E(X2-2)

o0
On note L I'ensemble des fonctions f continues sur R, telles que intégrale f (f (:r,)]2 e 7 dz
0

ast convergente.
3. a) Justifier que L est un R espace vectoriel.

+oo
b) Justifier que Uapplication {f, g) — f Flz)g(zye™ dx définit un produit scalaire
0
sur L.
4. Soit g une fonction de classe C'! sur R.. telle que g et sa dérivée ¢’ appartiennent & L.
a} Justifier 1'égalité :
- oa 5 + 0o
| e g0y’ e maz=2 [ (o) - at0)g @ e
0
b} En déduire l'inégalité :
. : 2

V{a(X)) < 4E((¢(X)°) .
¢} Existe-t-il une constante ¢ < 4 telle que

V(h(X)) < cE({K(X))") .

pour toutes les fonctions k de classe C! sur Ry pour lesquelles les variables aléatoires A{X)
et B'{X) admettent un moment d'ordre 27



Sujet § 302

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit f un endomorphisme de R? tel que f2 + f = 0, p2, et rg f = 2.

Déterminer le spectre de f et les sous-espaces vectoriels de R? qui sont stables par f.



1.
2,

Sujet S 302

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Question de cours.

a) Soit n & N™.
Par la formule de transfert, la vaciable aléatoire X" admet une espérance parce que l'intégrale

+o0
impropre ] t"e'dt est {absolument) convergente (cf question de cours).
0

E(X")=T{n+1)=n!.

On a done E{X?™) = (2n)1 = 2n(2n— 1) (2n — 2)! = 20(2n — 1) B(X?"~%) et par conséquent ;

VXt EX™) - (B(X) 20@n—1) m)?  22n-1) 1
A2 B(X7-2) pZ B(X%™2) n af(n-20 n  [2n—=2Y
( n—1 )
b) lim VIX") 4.

n—+too 12 E(XZ“'"Q) o

a) On démontre que L est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des fonctions
continues sur R, (2 valeurs réelles) en constatant que L contient la fonction nulle, est stable par
multiplication par un sealaire {immédiat) et par addition (seul point consistant de la preuve).

En effet, si f et g sont deux éléments de L, la majoration

(f+9) <2(f*+ g%

+oo .
prouve la convergence de l'intégrale / {flx)+ g(m))‘2 e~ % dx et par suite 'appartenance de
o

la fonction continue f+ g & L.
b) On vérifie aisément que P'application considérée est une forme bilinéaire symétrigque

définie positive sur L {en n’omettant pas de signaler le réle décisif de la continuité des éléments
de L dans le caractére « défini » de 'application).

. Soit g une fonetion de classe ! sur R, telle que g et sa dérivée ¢’ appartiennent a L.

a) Pour tout 4 > 0, une intégration par parties permet d’écrire -

A s _ 2 _ A A , 3
f (9@) - 5(0)* e = | - (g(=) - 9(0))"e™*] "+ fn 2(g(z) — g(0))g' (@) e dx (1)
0

oo
Comme les fonctions g — g{0) et ¢’ appartiennent & L, les intégrales f (g(:r} - g(D))ge‘“‘ dz
0

+oo

et / (g(x) — g(0)}g'(x) e~ dax sont convergentes, ce qui entraine que (g(4) — g(O))2 e

0
admet une limite finie quand A tend vers +oo.



+oo
Cette litnite ne peut qu’étre nulle puisque "intégrale f (glx)—g(0)) 2% dx est convergente,

0
et on obtient donc par passage & la limite dans I’équation (1), I'égalité demandée :

+oo 2 + o0 , 3
f (glz} — g(0}} e du = 2] (g(x) — g{0}) g'(x) e da: .
0 0

b) Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz (pour le produit scalaire défini en 3.b}, on obtient
& partir du résultat précédent 'inégalité

(/{;H’O (g(z) - 9(0))2e“”d$)2 = 4/0+°° {g(x) - g(O))Ze—x dz x /:00 (g'(;z:))ze—x dr

qui entraine :
+oo

[ g0y erarss [ (f@) e
Jo o

Par la formule de transfert, il ne reste plus qu'a traduire l'inégalité précédente pour obtenir
I'inégalité demandée.

¢) Il n'existe pas une telle constante.
Cela provient du résultat trouvé en 2b, puisque pour k= z+—— x", on a :

B((K(x))") =nE(x™?)

V(X)) _ _ vi(x™)

= —— peut done étre arbitrairement proche de 4.

Le quotient

CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

e Cornme 1g f = 2, dimKer f = 1 et 0 est valeur propre de f. C'est la seule, puisque toute valeur
propre de f est racine du polynéme (annulant f) X3 + X = X(X2+ 1).

» Soit § un sous-espace vectoriel de R? stable par f (autre que {{0,0,0)} et R%) .

o 81 § est une droite, § est dirigée par un vecteur propre de f, donc § = Ker f, seule droite propre
de f.

o 8i § est un plan, le sous-espace vectoriel § N Im f, stable par f, est soit une droite, soit un plan .
Si ¢’était une droite , on aurait S Nlm f = Ker f, ce qui est absurde parce que Im f et Ker f sont
supplémentaires. ! Il en résulte que § M Im £ est un plan et par conséquent que S est égal & I f.

Il en résulte que les sous-espace de R? stables par f sont {(0,0,0}}, Ker f, Imm f et R”.

1. 8o € Imf rKerf, on dispose d'un vecteur ¢ € R* tel que x = f(t). Il vient que f*(¢) = f{z) = Ogs, done
que f2{t) = Og, et f{t) = Og; ainsi, Im f " Ker f = {Oga}, et, d'aprés le théoréme du rang, Im f et Ker f sont
supplémentaires.
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Sujet 8 303

EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout I'énoncé, = et n sont deux nombres entiers vérifiant les inégalités : 1 <r < n .

1. Question de cours : définition et caractérisation des projecteurs orthogonaux d’un espace eu-
clidien.

2. On note D = ((d,;)} la matrice diagonale de M,{R) dont tous les coefficients sont nuls, sauf
les + premiers coefficients de la diagonale, qui valent 1 :

1 sil<i=j<r
iy = .
0 sinon

Compléter le code Seilab de la fonction suivante d’arguments r et n pour qu'elle fournisse en
sortie la matrice D.
function D=drn{r,n)

D=zeros(n,n);
A

endfunction

Soit f un endomorphisme de IR™ dont le rang est égal & r, et M sa matrice dans la base canonique.
L'espace R™ est muni de son produit scalaire usuel, qui fait de la base canonique une base orthonor-
male.

3. Justifier que f est un projecteur orthogonal i, et seulement si| il existe une matrice orthogonale R

telle que ;
‘RMR=D.
4, a) Justifier I'existence d’une base de R™ dont les n — r derniers vecteurs constituent une
base du noyau de f.
b) On note B8 = (e, es,..., e, ) une telle base et H le sous-espace vectoriel de R™ engendré
par les r vacteurs e, ...,e,.

Soit g l'application de H dans I'image de f définie par
Vo€ H, g(z) = f(z) .
Démontrer que ¢ est un isomorphisme.

c) Justifier l'existence d'une base € = {f1, f2,..., fo) pour laquelle 1a matrice Matg g{f)
est I,

d) En déduire qu’il existe deux matrices inversibles P et @ de M, {R) telles que :
‘QMP =D

5. On note §F(R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (IR) dont toutes les valeurs propres
sont positives ou nulles.
Démontrer que la matrice M appartient & §T{IR) si, et seulement si, il existe une matrice

inversible P telle gque :
‘PMP=D.



Sujet 5 303

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance rn et une variance v.
On note (X, nen« une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi que X.

On dit que la loi de X est stable lorsque, pour tout entier n non nul, il existe a, > 0 et b, € IR tels
que les variables aléatoires X; + -+ + X, et a, X + b, suivent la méme loi.

1. Démontrer que, si la variance v est nulle, alors la loi de X est stable.

2. On suppose désormais que la variance v est strictement positive.
Trouver la loi de X.



Voie 8§
référence : § 303

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours
2. Code complet

function D=drn(r,n)
D=zeros{(n,n);
D(l:r,l:r)=eyelr,r);
endfunction

3. e Si f est un projecteur orthogonal, c’est un endomorphisme symétrique de R™. Il existe
donc une matrice orthogonale R telle que la matrice 'R M R est diagonale. Comme le rang de
F est r, les sous-espaces propres E)(f) et E — 0{f) sont de dimensions respectives r et n — 7,
on peut choisir R de telle maniére que :

‘RMR=D.

# Réciproquement, s'il existe une matrice orthogonale A telle que ‘R AM R = D, la matrice
M de f dans la base canonique {orthonormale) de R” est symétrique et vérifie M? = M. Il en
résulte que f est un projecteur orthogonal.

4. a) La dimension du noyau de f est égale 4 n — r.
On peut donc choisir n — r vecteurs eq.1,..., e, formant une base de Ker(f), puis compléter
cette famille libre & l'aide de r vecteurs ey, ..., ey, pour constituer une base (¢,...,e,) de R™.

b) L’application ¢ est linéaire {(par linéarité de f) ef les deux espaces vectoriels H et f(R™)
sont de méme dimension .
Il suffit donc de prouver que ¢ est injectif, en observant que son noyau est réduit au vecteur

nul :
Ker{g) = Ker{f) N H = {0~}

puisque H = Vect{ey,...,e;} et Ker{f) = Vect{e,41,...,ea}
L’application linéaire g est donc bien un isomorphisme de H sur f{R™).
¢} Comme g est injective, les vecteurs f; := gle(),. .., f 1= g{e,) sont linéairement indé-
pendants et on peut les compléter pour former base ¢ = {1, f2,.. ., fn) de R™
sig<r

Comme f(e;) = fi

Op~» sinon
I’espace de départ) et C (base de l'espace d’arrivée) est la matrice I ;

. la matrice Mate g{f) de f relativement aux bases 8 (base de

[\/Ia,tc?g(f} =D.



d) On note P la matrice de passage de la base canonique 5y 4 la base 5 et @ la transposée
de la matrice de passage de la base € & la base canonique :

P= PBn,B = N{atb‘g.B(IdR")

Q= tPc.Bg = ‘Matc g, (ldp~)
D’aprés le résultat précédent :
D = Matg g(f) = Mate g, {Idg=) Matg, g, (f) Matg, s(ldg-) = ‘QuM P

5. # Sl existe une matrice inversible P telle que 'P M P = D, alors ['égalité
M=4Yp-Yyppt
entraine que M est symétrique et que
VXeE Mui(R), ‘A MX>0
donc que M appartient a S (IR}

¢ Si la matrice M appartient & S, (IR), il existe une matrice orthogonale R telle que ‘RM R
est une matrice diagonale Diag(A1,...,A~,0,...,0), avec Ay > 0,..., A, >0
La matrice inversible § = Diag{v/A1,..., v, 1,..., 1} vérifie alors

‘RMR=1'SDS

et on a donc *P M P = D pour la matrice inversible P = RS5~1.

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance y et une variance v.

On note (X,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi gque X.

1. Si la variance de X est nulle, on a :
P([X=m]}=1
P(X1+ -+ Xp=nm]) =1
Pour tout » € IN*, il suffit donc de choisir a, > 0 et de poser

by =t — apn

T
pour que a, X + b, suive la méme loi que ZX,-A
k=1
2. Par identification de I'espérance et de la variance des deux variables aléatoires X, +--- 4+ X,
et an X +b,, on obtient :

an=+n et b= (n—-a)m

Il s’ensuit que :

Xt oot Xn —mm suit la méme loi que X-m
N ot N

D’aprés le théoréme central limite, % s N{0,1) et par conséquent : X — N{im, %)
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EXERCICE PRINCIPAL

On considére un paramsétre # décrivant un intervalle ® de IR, non vide et non réduit & un point, et
une famille de probabilité {Fp) geo SUL un méme espace probabilisable {Q, A).

On note (U )pens et (Vi )nen+ deux suites de variables aléatoires sur (€2, 4) telles que, pour tout ¢ € ©
et tout entier n & N* ;

¢ les variables Ury,..., U, V1,..., ¥, sont Py-indépendantes

¢ chaque variable U}, suit, sous la probabilité Py, la loi uniforme sur [0,1]

e chaque variable ¥}, suit, sous la probabilité Py, la loi uniforme sur [#,8 + 1] .

Pour tout n € IN* et tout w € £2, on note :
Xalw) = max{U,,(w), Va(w)} et M) = min{ Xi{w); k € [1,n]} .

On cherche A estimer le paramatre & A partir des valeurs observées pour les variables Xy,..., X,,...

1. Question de cours : rappeler, dans le contexte précisé ci-dessus, la définition d'un estimateur
convergent du paramétre #.

2. Dans cette question, l'intervalle © est le segment [—1, 0.
a) Démontrer que, pour tout 8 € ©, la variable aléatoire X posséde une densité que ['on
déterminera.
b) Vérifier que, sous la probabilité Fy, 'espérance de X est :

Eo(X) = ={(6+1)° +3) .

L= A

6 — 173
c) En déduire que Ty, = ((; Z Xu) — 3) — 1 est un estimateur convergent de #.

3. Dans cette question, lintervalle © est inclus dans [0, +eaf.
a) Justifier que, pour € > 0, la probabilité Pa([X| > 6 + ]} est strictement inférieure a 1.
b) En déduire que {M,),cn- est une suite convergente d’estimateurs de €.
¢) Démontrer que M, n'est pas un estimateur sans hiais de € et indiquer le signe de son
biais.

4, a) Peut-on trouver un estimateur convergent de € lorsque € est inclus dans | — oo, —1[?
b) Proposer une méthode pour trouver un estimateur convergent de ¢ lorsque & = [~1, +o00].



Sujet S 307

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit £ = C%R,R) l'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R.

Soit f € E non constante et n un entier supérieur ou égal a 2.

Pour tout entier & € [1,n], on note f* 'élément de F tel que pour tout réel z ;
Fola) = (fap* .

Etudier la liberté de la famille {f1, f2,..., f™).



Sujet § 307

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.
2. a) Lorsque 6 € [—1,0}, « X,(}}) = [0,1] » et la fonction de répartition Fy = & —
Py([X, < z]) de Xy est donnée par :

0 sizx<0
z{x—8) si0<z<f+1
: sid+1<xr<l
1 siz > 1

Fa{z) =

Cette fonction étant continue sur R, et de classe ¢! sur R privé des points 0,6 + 1 et 1, la
variable aléatoire X, admet une densité.

Toute fonction fp A valeurs positives, qui ne différe de F qu'en un nombre fini de points, est
alors une densité de X.

Une densité de X, est donc donnée par -

0 sizx <0
20-6 s0<a<h+1

folw) =4 sif+1<z<l
0 siz >0l

b) La variable X, n'est pas sans espérance puisque X est bornée et on a :

Eg(X) =£ x folz) da

o+1 1
:/ :1:(2:::—9)(13:4—/ zdx
0 g+1

_2 3_1 2_'1_ 2
=201 - 500+ 1) - 5 (07 + 29)
P B Sy VI

6
1

1o s
¢} Par la loi faible des grands nombres, — Z X} converge en probabilité vers Fy(X).
L
k=1
Comme la fonction ¢ := x — ¥/6z —3 — 1 est continue dur R, la suite (T,;},,>1 converge en
probabilité vers

p(Ee(X1)} = @(é((ﬂ +104+3)=96.

Par conséquent, T}, est un estimateur convergent de #.



P{lX1 >0+ =1~ Fo(lUy1 <0+ e])Pp(Vi < 0+¢€]) <1
puisque les probabilités Pe([L); < 8 + €]) et Py{[V) < & + ¢]) sont stricternent positives.

b) Pour tout € > 0,
Pol[ M — 6] > €]) = Po([ My > 8+ ¢]) = (Bol X1 >0 +2])

qui tend vers 0 guand n tend vers l'infini, d’aprés le résultat précédent.
Par conséquent, {M,),en+ converge en probabilité vers 4.

¢) Soit 8 > 0.
Comme Py([M,, > 8]) = 1 (puisque par exemple M,, > 1]}, le biais Fg(M,)—8 de l'estimateur M,
est positif ou nul.
Comme de plus on n'a pas Fp([M,, = ¢]) = 1, ce biais ne peut pas étre nul.

4, a) Lorsque € < ~1, X, est égale & U, pour tout n € N”. Il en résulte que la loi d'un
estimateur 7, de 6 ne dépend pas de 8, et que la suite (T}, ) e n+ ne peut converger en probabilité
vers & pour Py que pour au plus une valeur de &.

Par conséquent, il n’existe aucun estimateur convergent de ¢ lorsque l'intervalle @ {non réduit
& un point par hypothése) est inclus dans | — oo, —1[.

b} En s’'inspirant de la méthode utilisée en question 2, on peut exploiter le {ait que l"espé-
rance des variables aléatoires X, sous la probabilité Py est une fonction strictement croissante
et continue de € (conjecture plausible) pour construire un estirateur convergent de 6 en appli-
quant & la moyenne empirique la bijection réciproque de cette fonction.

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

n
Soit a,, ..., an des réels tels que : Zawf" =10g.
i=1

Onadonc: VzeR Za,-f‘(x} =0.

=1

T
Le polynome P tel que P{X)} = ZaiX" s'annule done sur f(IR).

=1
Comme f n’est pas constante f{IR) est, par continuité de f, un intervalle non réduit 3 un point et P
s’annule donc une infinité de fois.

Il en résulte que P = 0 et que la famille (f, f2,..., f*) est libre.
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Sujet § 308

EXERCICE PRINCIPAL

Dans cet exercice, p est un entier naturel non nul et on note Up[X] l'ensemble des polyndmes réels
unitaires de degré p, ¢'est-a-dire des polynomes de R,[X] dont le coefficient de X est égal & 1.

1. a) Question de cours : formules d’Euler et de Moivre.
b) Pour tout # € R, exprimer cos(2¢) et cos(34) en fonction de cos(#).
On admet qu'il existe un unique polynoéme T, € U,[X] vérifiant :
Y8R, cos(pd)=2"""T,(cos(8)) .
2. Pour tout polynéme P £ R[X], on pose :
| £ll= max |P|.
[-L+1]

a) Justifier, pour tout P € R[X], lexistence de la quantité | P .
b} Calculer || T |-

0 — km
Pour tout entier k & [0, p], on pose : b p
ap = cos{fg)
3. a) Justifier que les réels ag, ay,. . ., g, sont deux a deux distincts et vérifient :

Vke[0,p], ITlac =T | -

1

b) On suppose qu'un polynéme P ¢ Up[X] vérifie I'inégalité stricte || P || < el

Montrer que le polynéme A =T, — P satisfait &
Yk & [[l,p]], A(ak_;)é(ak) <0

et en déduire une contradiction.

- 1
4. a) Soit A €]0,1[ et P € U[X] tel que : "PH=F'

Justifier que le polynome T, — AP a au moins p zéros distincts dans le segment {~1,+1] et en
déduire I'inégalité :

I T(x) — AP{2)| <2P(1—A}.
b) Démontrer que 7, est I'unique polynéme P de Uy X] vérifiant :

I Pl=_ min {Q1I .

Qe [X]



Sujet 5 308

EXERCICE SANS PREPARATION

Le script Scilab suivant permet de simuler une épreuve aléatoire consistant & effectuer des tirages
successives dans une urne dont le contenu est lui-méme aléatoire.

--> p=rand();

——> U=[1]; // contenu initial de 1l’urne

--» N=1;

--> while rand()>p; U=fU,0]; N=N+1; end;

-->» C=U(grand(i,1,’uin’,1,N)) // couleur de la boule tirée

1. Détailler 'épreuve simulée.
2. Quelles sont les lois des variables aléatoires simulées par N et C'7



2.

Voie S
référence : S 308

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

a) Question de cours.
cos(26) = 2cos?(9) — 1
) {cos(?»ﬂ) = 4¢08°(8) — 3cos(8)
a) L'image du segment [—1,+1] par la fonction continue £ — —P — (x} étant un segment,

cette fonction est majorée sur ce segment et y atteint sa borne supérieure, ce qui justifie
Iexistence de la quantité

| Pl|= max |P|.
(F1+1]
1
b} Des égalités T, { cos(8)) = Cgsp(ff), on déduit || T, || = o1 puisque | cos{pd)| < 1 pour
, cos({) i
tout 8 et {T,{1)] = T} ( cos(0}) = E?Eil =5

a) Comme la fonction cos est strictement décroissante sur [0, 7], ona:ag > 61 > -+ > ay
De plus, pour tout k£ € [0,p], on a:

. |cos{p8i}| |cos{km)| 1
Ty(an)] = S = S )
b) Soit £ € [1,2] .
—1y*
Comtne Af{ay) = { _) — Plag) et |Plag)| < ——, Afax} est strictement positif si & est
ap—1 2p-1

pair, strictement négatif si £ est impair.

Par conséquent, quelle que soit la parité de &, on a bien : Af{og_1)A{ax) < 0.

I en résulte, par le théoréme des valeurs intermédiaires, que le polyndme A posséde p racines
distinctes (une dans chacun des intervalles ouverts |ag, a1, la;,a — 2[,.. ., ]as—1, ap[)-

Comme P et T, sont unitaires, le degré de A est inférieur ou égal & p — 1, et il ne peut étre
que le polynome nul s'il posséde p racines distinctes.

On a dés lors P = T}, ce qui est impossible puisque || T}, [| =

p-1
a) En appliquant & T,— AP le résultat appliqué précédemment au polyndme P, on démontre
que e polyndme admet p racines distinctes 1, ¢z, . ., ¢p situées dans [-1,+1].

Par conséquent,

T, — AP = (1—\) ﬁ(X—ck)
k=1

ce qui entraine que, pour tout x € [(—1,+1],on a:
| Tp(z) — AP(z}] <2P(1 - X)

puisque & — x| < 2 pour tout &£ € [1,p].



b}
¢ En raisonnant par 'absurde, on a démontré en 3.b :

YReU[X], T [<lQl

ce qui prouve 'égalité :

| Tp ”=Q§3ff[’x1 el .

e D’aprés a, sl un polyndéme P € U,[X] vérifie

Pl= mi
e Qérr}f[lm Qi

alors :
Ve [-1,+1,vAel0,1], |T,(x)— AP{z)| £2°(1-A)
ce qui entraine, en faisant tendre A vers 1, que le polyndme T, — F s’annule en tout point z du
segment [—1,+1], donc que P est égal & Tp,.
Finalement, 7, est bien 'unique polynoéme P de Up[X] vérifiant :

FP|l= min .
I Pll=  mmin 1QI

CORRIGE DE LEXERCICE SANS PREPARATION

. Une urne contient initialement une seule boule, rouge par exemple.

On tire & pile ou face avec une piece équilibrée : pour pile, on ajoufe une boule d'une couleur
différente, noire par exemple, et on rejoue. Pour face, on tire une boule au hasard dans 'urne
et le jeu s'arréte.

La boule tirée est rouge si C =1, noire si C = (.

e N est une simulation de la loi géométrique de paramétre p = 0,5,

" - 1
VkeN*, P(N=#k=(1-pF lpz—k :
e C est une simulaticn d’une loi de Bernoulli de paramétre égal a la probabilité que la boule
tirée soit rouge, ¢’'est-a-dire :

3 _+oo B B _+oo_ P +oa(1_p)k_+ocih
PUC =1 =3 PUN =kl Fv=n((C =D = 3= 5 25— = X 77
k=1 k=1 k=1 k=1
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Sujet. S 310

EXERCICE PRINCIPAL

Dans l'exercice (E,{ | }) désigne un espace euclidien de dimension n € N* et B = (ey,...,85) une
base de E.

1. Question de cours : énoncer le théoréme de réduction des endomorphismes symétriques d’un
espace euclidien.

T
2. Soit f l'application de E dans £ telle que pour tout x de E, f(z} = 3 {ex |z} ex.
k=1
a} Montrer que f est un endomorphisme symétrique de E.

b) Montrer que toutes les valeurs propres de f sont strictement positives et en déduire que
f est bijectif.
3. Scit p un entier naturel non nul et xy,...,xp des nombres réels deux & deux distincts.

Montrer que I'application ¢ de R,_;[X] dans R? définie par
YP Ry, 1{X], 8(P)=(Plzi},...,Plxy))
est bijective.
4. a) Calculer, pour 3,k entiers compris entre 1 et n, le produit scalaire {ex | f~'{¢;)}.
b} Justifier 'existence d’un polynéme P tel que g = P(f) vérifie gog= f~'.

¢) Pour un tel endomorphisme g, montrer que (g{e),...,g{e,)) est une base orthonormée
de E.



Sujet 5 310

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit X une variable aléatoire 4 densité qui est & valeurs dans |0, +-co et telle que X et % ont méme
lot.
1. Quelle est la valeur de P(X < 1)7

2. On suppose que X admet une densité f qui est continue sur |0, +oo[ et qui est constante
sur ]0,1].

Déterminer la valeur de f(x) pour tout x > 0 et vérifier la cohérence du résultat obtenu.



1

2,

Sujet 5 310

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Question de cours.
a) L’application f est linéaire par linéarité 3 droite du produit scalaire.
T
De plus, si @,y € E, {(f(2)|y) = kZ {ex | w)lex |y}
=1

On constate que dans I'expression qu'on vient d’obtenir pour {f{z) |y}, = et y jouent des roles
symétriques donc {f{z) |y} = {f(y) |z} ce qui prouve que f est sympétrique.

b} Soit A une valeur propre de f et x un vecteur propre associé.
n
Alors {f(z) |z} = 3 {ex|2)? > 0 car z étant non nul, 'un au moins des {ex | =} est non nul.
k=1
D autre part, {f{z) |z} = Allz||*. Donc & = %ﬁ—} > 0.

En particulier, 0 n’est pas valeur propre de f donc f est bijectif.

. L’application € est clairement linéaire. Son noyau est réduit au polynoéme nul car un polyndme

de degré inférieur ou égal &4 p — 1 admettant p racines distinctes est nécessairement nul. De
plus, R,_,[X] ¢t R? sont deux espaces vectoriels de méme dimension finie égale & p donc
I’application @ est un isomorphisme.

i3

a) Onad’unepart, f{f~'(e;)) = e; et, par définition de f, f(f ~He;)} = 3 {ew | f 7 {es) ek
k=1
Par unicité de la décomposition de ¢; dans la base {e1,...,ex}, on en déduit que pour tout

1, sii=j;
kell,n], (e | f7 e = bk y = { 0 ginton‘dr

b} Notons p le nombre de valeurs propres distinctes de f. D'aprés 3., il existe un {unique)
polynéme P de degré au plus p—1 tel que pour toute valeur propre A de f, on ait P(A} = v A~L.

On a alors pour tout vecteur propre x de f de valeur propre associée A, P{f)%(x) = P{})2x =
A7z = f~Yzx) donc P(f)* = f~! puisqu’il existe une base de E formée de vecteurs propres
de f.

¢} Remarquons que f étant syméirique, toutes les puissances de f le sont également donc
g = P(f) est un endomorphisme symétrique de E.

On a done pour tout (k,7) € [L,n]?, {g(ex) 1g(e;)) = {exig*(es)) = {ex| f~'(e;)) = dx; donc
la famille (g(el), ... ,g(en)) est orthonormale, et étant de cardinal n = dim E, ¢’est une base
orthonorinée de E.



CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

i
1. Puisque X et < ont méme loi, P(X <1)=P(% <1) = P(X 2 1}.

Comme X est 4 densité, P(X > 1) =P(X > 1})=1-P(X <1}
Onadonec P(X <1)=3-

1
1
. On sait que f est constante sur |0, 1] et que P(X <1} = / fliyde = 3
0
1
On a donc pour tout x €]0,1], f{z) = 3
x +o0
De plus, pour tout z €]0,1], P(X < z) = P{X > %) sait 3= / F(e)de.
I/z

L’application f étant continue sur |0, oo, les deux membres de la derniére égalité sont déri-
vables et on obtient en dérivant :

11 1 1
va €]0,1], 3= ?f(;) ou, de maniére équivalente Vo > 1, f(z} = e

0 sie <0
1 .
Réciproquement notons f I'application définie sur R par f{z})= ¢ 3 sidzasl
2—2 sz =1
T

Alors f est continue en tout point de R*, & valeurs positives et d'intégrale convergente égale 4
1 donc f est une densité de probabilité et elle est constaate sur 0, 1].

De plus, on apour tout < 0, P(X < ) = P(% < z) = 0 et pour tout x €]0, 1}, P(X < x) =

et P(} <x)=P(X > %)= [[\7 gz dt = § done Yz €0, 1], P(X < &) = P(x <2).

[ 1]

Enfin, si z > 1, on a d’aprés ce qu’on vient de montrer P(X < 1) =P($ < 1)
soit P(% > x) = P(X = z} ou encore, en passant aux événements contraires,

|
P{X <x)= P(} < x)
et finalement, compte-tenu du fait que X est 4 densite,

PX <z)= P(% < ).

X et e ont donc méme fonction de répartition et par conséquent méme loi.
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EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : énoncer le théoréme du rang.

2, Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie (K = R ou ), v € L(E, F) et
v € L{F, E)} tels que :
wevou=u et vouoy=w

a) Vérifier que v o u est un projecteur sur E.
b) Montrer que Iinfv) = Em{v o u) et Ker(v o u) = Ker(u).
¢) En déduire que £ = Ker(u) $ Im(v).
3. Soit uw e L{E, F).
On note B et Fy des sous espaces vectoriels de F et F tels que :
E=Ker(u)$ E, e F=Im(udF .
On définit ensuite 'application linéaire & € £{£;, Im(u}}, comrne la restriction de w & £,.
a) Montrer que 4 est une application linéaire bijective.
En utilisant I'issmorphisme réciprocue 4! de i, on note alors v 'unique application linéaire

de F dans E telle que

oly) = @~ Hy) siy <€ Imfu)
=0 siye R

b) Montrer que Ker(v) = Fy et Im{v) = E;.
¢) Montrer que wovou=wet vouov = v



1
2.

Sujet 5 313
CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Question de cours.
a) Onabien vouovou=1vou.
b) L'inclusion In{v o u} C Im(v} est toujours vraie. Réciproquement
Im{v} = Im{vouvov) C Im{vou).
De méme, l'inclusion Ker(u) < Ker(v ou) est toujours vraie. Réciproquement

Ker{w o u} € Ker{uowvou) = Ker{u) .

c) Comme v 0w est un projecteur, on a bien £ = Ker(vou) @ Im{v o u} = Ker(u) & Im{v).
a) On montre tout d’abord que % est injectif : en effet si 2 € By est tel que u(z) = 0, alors
z € By NnKer{u) = {0}. D'autre part
dim(E,) = dim{E) — dim(Ker{u)} = dim{Im(u)) .

et @ est bien bhijectif.
b} Ceci vient de la définition de v (dont on pourra demander de justifier I'unicité) et du
fait que =1 € £({Im{u), £1) est bijectif.
¢} Pour wovou = «, cette égalité est évidemment vraie sur Ker(u), Sur EY, elle I'est aussi
car
wovou(z) = uovly) =uo i y) =y = ula) .

Pour vou o v = v, cette égalité est évidemment vraie sur F1. Sur Im{u},

vouou(y)=vouli () =vly) .

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Comme g doit &tre monotone, on distingue les deux cas envisageables :

* g croissante
1
Onveut: Vxe|-1+1[ PlgX)<gz))=1—e 9 = P[X <2]= %, d'oi :

=i ()

g est alors une bijection croissante de | — 1,41 [ sur |0, +ool.

+ g décroissante

I—x

Onveut: Yae|—1,+1[, PlgX)<glz}=1-e9 =P[X2z]= —5 s dou:

glx) = —ln(l +m) .

g est alors une bijection décroissante de | — 1,41 [ sur |0, +oo|.
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EXERCICE PRINCIPAL

On considere un entier 7 € N™; on note M,(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n
a coefficients réels et S, (R} (respectivement 4,,(R)) le sous-espace vectoriel de A, (R) constitué des
matrices symétriques (resp. des matrices antisymétriques).

Le but de I'exercice est d’étudier I'équation (£} d'inconnue M & A, (R} :

W4 M=,

1. Question de cours : sous-espaces supplémentaires © définition et caractérisations.

2. Montrer que toute solution de {E) dans M, (R) posséde un polynome annulateur de degré 4.
Qu'en déduit-on pour les valeurs propres d’une solution de (£)?

3. Soit M une golution de {E£) dans M, (R).
a) Montrer que M et ‘M commutent.
b} Justifier l'existence et I'unicité de {5, A} € Sp{R) x A, (R) tel que M = 5+ A.
¢) Avec les notations précédentes, montrer que :

AS = SA,
S+S5°+A2=1,,
—-A+245=0.

d) Justifier existence d’une matrice inversible P telle que D = P~1SP soit diagonale
et A’ = P~L AP soit antisymétrique.

e} Indiquer les relations entre D et A’ résultant de ¢).

f) En déduire que A’ = 0 et préciser les valeurs possibles pour les coefficients diagonaux
de D,

4. Déterminer la forme des solutions de {E} dans M, (R).
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.

2. 8i M est solution de {(£), M = *!M) = "(I,— M?*) = In—(°M]2 = I~ (I, —M*? = aMm?— M4,
On en déduit que P = X% -~ 2X% + X = X{X - 1)(X? + X — 1) est un polynéme annulateur
de M.

~1++v5 -1-5
> 0z )

3. a) Comme M est solution de (E), '™ = I, — M? donc '‘M.M = M — M3 = M.'M.

Par conséquent, si M est solution de (E), Sp{M) < {0,1,

b} Par analyse-synthése, on trouve 'unique décomposition cherchée :

1 1

c) Daprés 3.b), 5=
5 et A commutent.

1
(M +'M)et A= §(M —*M) done, vu que M et *M commutent,

[N

On peut donc appliquer la formule du binéme donc ‘M + M? = 8§ — 4 + §% + 248 + A%,
On remarque que S° et A? sont symétriques car 5% = (tS]2 =5%et 4% = ("’A)2 ={-AY =A%
De méme, AS est antisymétrique car {AS) = %4 = —5A = — AS.
Par unicité de la décomposition d’une matrice en somme d'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique, l'égalité § + 5% + A% + (- A + 248)= I, donne :
—— e
5 (R S AR}
S54+8%74+A4%=1, et —A+245=0.

d) Le théoréme de réduction des matrices symétriques réelles donne 'existence d’une ma-
trice orthogonale P telle que P 'SP = D soit diagonale. Si l'on pose A’ = P"'AP, la matrice
A’ est antisymétrique car A’ = ‘PAP donc ‘A’ = 'PAY'P) = 'P(-A)P = ~'PAP = ~ 4.

A'D=DA,
ey{ D+D*+A4%=1,,
—-A+ 24 D=0
f) Soit D = Diag(A1, ..., A} et A" = (2] ;)1eij<n-
Alors le terme général de A'D — D A" vaut, af ;(A; - As), celui de —A"+2A4°D vaut o] ;(—142%;)
L 13
et le i-eme coefficient diagonal de D + D? + A" vaut \; + A7 + Z @ kg = A+ AP — Z al’y.
k=1 k=1
On a donc pour tout (4, 7) de [1,n}?,
a;.j()\j -A)=0
a; ;(~1+2x;) =0

NAA =D a1
k=1



. oo : 1 - 3
Si I'un des a; ; était non nul, on aurait A, = A; = 5 mals alors A; + A? — Zr:afk < 1< 1ce
k=1
qui contredit la derniére relation ci-dessus.

“1+v5 —-1-V8
2 2 }

Onadonc A =0etVie [l,n], i+ A7 =1 =0s0it A; € {

. D’aprés la question précédente, si M est solution de (E), il existe £ matrice orthogonale et

—1+v5 -1-v5

-5
5 "5 } tels que

D matrice diagonale A coefficients diagonaux appartenant & {
M=PDPL

Réciprogquement soit M une matrice de la forme précédente. Alors M est symétrique car P~! =
‘P et que D = D. On en déduit que ‘M + M? = M + M? = P(D + D¥)P~! = I, : en effet
D + D? = [, étant donné que tous les coefficients diagonaux de D vérifient X + A* = 1. La
matrice M est donc solution de (E).

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

. Soit f la densité continue de X.

D’apreés le théoréme de transfert, I'existence de E{|X —d]) équivaut a l'absolue convergence de
+oo

I'intégrale / | = d|f(x) dz, et celle-ci est assurée par le fail que pour tout z réel,

0 < fe—dlf{x) < |[f(z) + |d]f(z).

Done E(|X — d|) existe et

+00 d +o0
Bix-d) = [ l-dfnd= [ @-9i@det [ @-ai@a

— ol

= dl_/_iof(a:)dx—/_dma:f(:c)d;r+/d+mxf(x)dx—d/d+mf(a:)};:

. D’aprés 'expression précédente 'application ¢ : d — E(|X — d|) est dérivable sur R.

d +o0
g'(d) /: flaydz + df(d} — df (d) — df(d) - /d fle)x + df(d)

" r@de- [ s
[ - [

d
-l+2/ Haydz = 1+ 2Fx{d)

Comme la fonction de répartition de X est continue et croissante sur R et tend vers 0 en ~o0
1
et vers 1 en +oc, elle prend la valeur 5 surun intervalle fermé [a, ] (éventuellement réduit & un

point). La fonction ¢ est décroissante sur | — oo, af, constante sur [a, b] et croissante sur [b, +oof.
Donc ¢ est minimale en tout peint de [a, ] : ces points sont les médianes de X.
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit n € N* et E = M,(C).

1. Montrer que E est un espace vectoriel sur K.

2. Quelle est sa dimension ?



1.
2.

8317

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Question de cours
ry3

1
a) La négligeabilité n’”i—l = o( E), quand n tend vers l'infini, entraine la convergence de

" .
la série Z ' o et I'existence de S,.(z).

tr
b) (Z2)" = f(¥a) avee f(t) = —.
e~ "
D’aprés a}, f(n)P(Y; =n) = n" = est le terme général d'une série positive convergente,

T 11!

donc d'apres le théoréme de transfert, (ZI)‘“ admet une espérance et

g 00

e ™ e’F
E((Z)) = — ;w‘g= —5:(z).
i
a) B(Zs) = EY:) _ let V(Z,) = ' {};;) = l; done, d’aprés l'inégalité de Bienaymé-
£ jrig X
Tchebychev

l/x

_ 1
P(|Zx —llzz ”3) =23 T F1/3

1A

On a donc, par encadrement, P(|Zx -1 = m_'/:’] —+> 0 ou encore, en passant 3 1'événement
L= =00

contraire, P(|Z, - 1] < 2~} — 1.
T—+00
En outre, l'événement (|Z, — 1] < 713} = (-27Y% < Z, =1 < 27!/3) est inclus dans
I'événement (Z, > 1 — x7'/%} donc on a également P(Z, > 1—x~'/3) v 1.
XLy

b) Pour o > 0, on a d’aprés I'inégalité de Markov, P(Zy > a) = P({Z,)" 2 a"} < ﬂ(ffJ
soit a" P{{Z,)" = a") < E{{Z,)") ce dernier résultat restant vrai pour ¢ = 0. On a donc
I'inégalité souhaitée puisque si 2 > 1,a=1—2"13 >0,

a) La variable T ;, est une fonction de ¥; done, en vertu du théoréme de transfert, 'exis-
tence de E(Tzl k) équivaut A I'absolue convergence de la série de terme général

wn = nln=1)... (n—k+ )P(Y, = n) = et U0 1)“7‘1,(”_“ Don.

Pour n € [k = 1], up =Cet pour n = k, u, = e"’mkr%} done la série positive 3w, est

bien convergente de somme e~ *z* % = z*.

La variable aléatoire T, , admet donc une espérance égale a z*.
b} Pour tout & € IN, Hy, est de degré k done (Hy, H1,..., Hy) est une base de Rx[X]. Par

N
conséquent, il existe un unique (ag,...,ax) € RV*! tel que XV = 3~ ap Hy.
E=0

En considérant la valeur en 0 des deux membres, on obtient uq = O et en égalant leurs coeflicients
dominants, on obtient ay = 1.



N N
¢) Le résultat est évident si N = 0. Si N € N*, YN = 3 Hiy(Ye) = 3 axTyx puis, en
k=1 k=1

N
prenant l'espérance E((V;)") = 3 ax2* ou encore
k=1

N N-1
1 i
E((Zr)N) = Q:TE :“'”»'xk =1+ Z Nk
k=1 k=1
Pour k € [I,N — 1), o#== — Odonc E{{Z;)") — L
T—++00

r—+on

d) Le réel s appartient & [0, 1] donc 'application 2 : ¢ — ¢* est concave sur R} : en
effet, elle est de classe C? sur R, et A”(t) = s(s — 1)#*~% < 0. On a donc pour tout ¢ € R,
h(f) < A'(1)(t — 1) + A(1) soit £ < s(t— 1) + 1.

Onadonc Z3 = 237N < 8(Z, — 1)+ 1 = (1 - 5) + 87, et, vu que Z, est & valeurs strictement
positives, {Z,)" < (1 — s)(Z,)" + s{Z, )V,

Par linéarité et croissance de 'espérance, on a donc :

E((Z:)") (1= )E((Zo)™) + sE((Z)N*).

5. Enposant ¥ = |r] et s = r — /¥, on a d’aprés les questions 3.b) et 4.d), pour tout x > 0;
(L=a VY P(Zy 21 -2 S E((Z:)) < (1 - ) E({Z:)Y) + sE((Z.)V+)

Or, d’aprés 3.a), (1—z~ /3y P{Z, > 1—2x~ /%) oo, L1 =Tlet daprés d.c), (1-8)E({Z:)¥)+
x5 ok
sE((Z,)N+1) oot {1—s)+1 =1 donc, par encadrement, E{(Z.)") Bl 1 ce qui, compte-

tenu de 2.b) prouve que S,.{r) et " er,
T o0

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit ne N* et £ = M,(T).

1. On sait que, muni de 1'addition matricielle et de la multiplication externe des matrices par les
scalaires complexes, M, (C) est un espace vectoriel sur €. En se restreignant a des scalaires
réels, on conserve les propriétés qui définissent la structure d’espace vectoriel.

dimg E = 2n?% .

puisque les matrices Eg ¢ et iEx ¢ (pour (k,€) € [1,n]?) constituent une famille libre et géné-
ratrice du R-espace vectoriel E.



