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Sujet S 96

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Indiquer pour quels nombres réels x les séries E o™ et E nz™ ! sont convergentes et préciser

n>1 n>1
alors leurs sommes respectives.
Soit @ un nombre réel strictement positif,
I1+a -1 1
Onnote M = [1+2a -a-1 1], ulendomorphisme de R? dont la matrice dans la base
2a —-2a a

canonique B = (e, e3,e3) est M, et id I'endomorphisme identité de R3.

. Maontrer que —« est une valeur propre de u et trouver la dimension du sous-espace propre £ _g(u)
associé.

. On pose : f = {u— aid)? (composé de 'endomorphisme » — aid avec lui-méme).

a) Calculer f(ey + ez + e3).

b) Montrer que E_,(u) et Ker f sont deux sous-espaces supplémentaires de R3,
¢) En déduire un polyndme annulateur de u de degré 3.

d) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

. On note p le projecteur de noyau F_,(u} et dimage Ker f. On pose : h = u— ap+ a{id — p).
a) Montrer que %2 est 'endomorphisme nul.

b) Etablir pour tout n € N*, Pégalité : «™ = a™p + (—a)*(id — p) + na™ 1.

. On suppose dans cette question que 0 < a < 1.
Montrer que 'endomorphisme id — u est bijectif et que sa réciproque (id — u)~! appartient a
Vespace vectoriel Vect(id, p, h).



sujet 596

EXERCICE SANS PREPARATION

On constdére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (Q, A, P) suivant la loi uniforme
sur un segment [&,b5] (1 < a < b).

Justifier la double inégalité :
1 1
E(X+<)>a+->2.
X a



Sujet S 96
CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Cours
1+22 -1 1
2. La matrice M +af3 = {1 +2a —1 1 | n'est pas inversible, puisque ses deux premiéres
2a —2a 2a
lignes sont identiques (ou ses deux derniéres colonnes opposées), et son rang est égal & deux
puisque, de plus, ses deux derniéres lignes ne sont pas proportionnelles (on demandera éventuel-
lement de le justifier}.
Il en résulte que —a est une valeur propre de u et, par le théoréme du rang, que la dimension
du sous-espace propre E_,(u) est égale & 1.
Remarque : E_,(u) = Vect{es + e3}

3. On pose f = (u — aid)? (composé de 'endomorphisme % — aid avec lui-méme).

1 -1 1
a) M —alz={14+22 -1-2¢ 1],
2a —2a 0
d’ol (u - a,id)(el + eg + 63) = g + ez, puis f(C] + ez + 83) = Ops.
0 0 0
Remarque : (M —al3)? = | —40%2  4a® 0O
4¢? —da® 0

b) Comme ey + e3 est un vecteur de F_,{u), e; + ez et e + ez + e3 des vecteurs de Ker(f)
et que ces trois vecteurs constituent une base de R®, E_,(u) et Ker(f) sont deux sous-espaces
supplémentaires de R2.

c) On en déduit que {X — a)2(X + a) est un polynéme annulateur de u, puisque 'endomor-
phisme {u — aid)?{u + aid)} s’annule sur chacun des deux noyaux.

d) On peut affirmer que I’endomorphisme u n’est pas diagonalisable, puisqu'eon sait désor-
mais que o et —a sont ses seules valeurs propres et que la somme des dimensions des sous-espaces
propres qui leur sont associés n'est pas égale A 3 mais 4 2 (comme celui de A + als, le rang de
M — al3 est égal 3 deux).

4. On note p le projecteur de noyau F_,(u) et d'image Ker(f) et A = u — ap+ a(id — p).
a) On peut utiliser le polynéme annulateur de u trouvé précédemment, pour rester en pays
géométrique, mais il est plus simple de raisonner matriciellement, 4 ’aide d'une base bien choisie.

Ainsi, dans la base (g1 + eg, €1 + €2 + €3, €3 + €3),

e 1 O 010
lamatricedeuest {0 a O | donccelledeh (0 0O 0], dont le carré est la matrice nulle.
0 0 —a 0 00

Il en résulte que h? est l'endomorphisme nul.
b} Matriciellement aussi, on obtient la formule

uw® = a"p+ (—a)*(id — p) + na” "'k

en appliquant la formule du bindine & I'ordre » & la somme des deux matrices Diag(a, a, —a) et
H', qui commutent.



5. On suppose désormais que ¢ est strictement inférieur & 1.
L’endemorphisme id — u est bijectil puisque 1 n'est pas valeur propre de u (car 0 < a < 1).

On obtient ) )
.d_ _1:_
(i u) 1—ap+ l1+a

(id —p) + h,

1
= ap
n
par passage A la limite (4 justifier) & partir de Z o = (id - )7 — W t.
k=0

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

L . .
L’étude de la fonction A : x — x+ — sur [1, +oc] montre qu’elle un minimum au point 1, qui est égal
x
a2 !
1l en résulte que a + — est supérieur ou égal & 2 pour tout ¢ > 1 (et méme pour tout ¢ > 0).
@

Comme P([X > al}=1,0na E(X + %) >a+ é, et comme de plus P([X > |} > 0, l'inégalité est

stricte.



Sujet S 175

EXERCICE PRINCIPAL

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie non nulle et soit f un endemotphisme de E.

1. Question de cours

Rappeler la définition d’un sous-espace stable par f.

2. Exemple
1 1 -1 0
Soit g ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est M = 3 -1 1 0
0 0 2

a) Calculer M? et identifier ’endomorphisme g.
b) Démontrer qu’il existe une infinité de plans vectoriels stables par g.

On dit qu’un sous-espace vectoriel F est presque stable par f si dim(F’) > 1 et s’il existe un sous-espace
vectoriel F* de F tel que
dim{F) =dim(F) -1 et f(F)CF (%)
3. a) Montrer qu'il existe toujours un sous-espace vectoriel de E presque stable par f et qu’il
v en a une infinité si dim(E) > 2.
b) Soit F un sous-espace vectoriel de £ presque stable par f mais qui n’est pas stable
par f. Montrer qu'il existe un unique sous-espace #" qui satisfait (*).

4. Exemple (suite)
a) Montrer que tous les plans vectoriels de R3 sont presque stables par g.
b) Quels sont les plans vectoriels F* presque stables par g pour lesquels le sous-espace F° !
qui satisfait (*) n’est pas unique?

5. Montrer qu’un sous-espace vectoriel F' de E est presque stable par [ si et seulement si la
dimension de F + f(F) est égale & dim(F) ou dim{F} + 1. On pourra considérer pour une des
implications 'espace vectoriel G = f~Y{(F}N F.



S 175

EXERCICE SANS PREPARATION

La figure ci-dessous est la représentation graphique de la fonction de répartition de deux variables
aléatoires X et Y. Quelle est la variable dont ’espérance est la plus grande ? Justifier.

1

0




S 175

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Cours.
I -1 0
2. Soit g Pendomorphisme de IR® canoniquement associéa M == | -1 1 0
0] 0 2

a) M? = M et g est le projecteur d’image Vect{e; — e3,e3} et de noyau Vect{e; + e3}.
b} Tout plan de la forme Vect{o e, + azes, e3} {avec (o, az) # (0,0)) est stable par g.

3. a) L’espace E et toute droite de F sont presque stables.
b) En supposant qu’il existe aussi F” vérifiant (*), ona f(F' + F) C F et donc F/ + F” =
F' = F", Avec les dimensions,

Aim(F' + F”} = dim(F) — 1 = dim{F') + dim(F") — dim(F’ N F7)

soit dim(F' N F) = dim(F') et F' = F",
4. Exemple {suite)

a) Pour tout plan vectoriel F de R3, Uintersection de F avec I'image de g est une droite
stable par g.

b) Réponse : les plans vectoriels engendrés par deux vecteurs propres de g.
L'image de g contient une infinité de droites stables. Quant aux plans engendrés par e; + e3 et
un vecteur non nul de 'image de g, ils contiennent deux droites stables.
Les plans engendrés par un vecteur non nul de 'image et un vecteur non nul qui n'est pas vecteur
propre de g ne sont pas stables et vérifient donc la propriété d’uniciteé.

5. On remarque tout d’abord qu’on a dim(F + f(F)} > dim{F) Pour le sens direct, soit D une
droite de F telle que I soit supplémentaire de F' dans F. On a alors

4 [(F) = F+ f(F') + {(D) = F + f(E) + {(D) C F + §(D)

et donc dim(F + f(F}) < dim(F) +1

Réciproquement, si dim(F + f(F)) = dim(F), alors f{#) C F et F est stable par f. On suppose
donc que dim(F + f{F)} = dim(F) + 1. On note alors H un supplémentaire de G dans F. La
restriction de f & G est injective car G contient f~1({0}} N F, noyau de la restriction de f 4 F.
De plus f(H) est en somme directe avec F car H est en somme directe avec f~1{F). Il s'ensuit
que '+ f(F) = I & f(H)} et donc dim(H) = 1. I’ = G convient donc et I est presque stable.

S 175
CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

La fonction de partition de Fy étant inférieure & Fy on montre aisément que les réciproques de ces

fonctions sont, ordonnées en sens inverse.
Ainsi E(FEH @) > B(FEV@) et done E(X) > E(Y).

Remarque : 'existence des deux espérances n’est pas assurée,



Sujet S 89

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Enoncer le théoréme du rang.

On note ¥ Pespace vectoriel complexe formé des suites © = (un)n & termes complexes.

€
Soit € C* et N € IN* .

Pour tout k& € N, on définit la suite u®) par :

¥n €N, u,(f) = nfah

(en vertu de la convention 0° = 1, la suite 4 est la suite géométrique (") en) -

2. On note Ey le sous-espace vectoriel de £ engendré par (9, «{V, . w™ et id Pendomorphisme
identité de Fy.

Montrer que la dimension de Ex est égale & N + 1.

3. Soit D 'endomorphisme de E défini par : Vu € F, D(u) = v <= Vr e N, v, = ttpq1.
a) Pour tout & € [0, N], calculer D{u{*)}. En déduire que Ex est stable par D.
b} Montrer que 'endomorphisme Dy de Ey induit par D est bijectif.
¢) Plus généralement, montrer que pour tout polynéme P € C[X], Pendomorphisme P(Dy)
est bijectif si et seulement si o n'est pas racine de P.
4, On admet que pour tout r € N*, Ker(Dy — aldg, )" C E._1.
a) Soit r € [1, N].
Justifier les égalités Im(Dy ~a Idgy, )" = En_, et Ker(Dy —aldp, )" = E,._1, o Idg, désigne
Pendomorphisme identité de Ey.
b) Soit P € C[X] et o une racine de P dont I'ordre de multiplicité, noté rp, est supposé
inférieur oun égal & N.

Montrer que Im(P(Dy)) = Ex_,, et Ker{P(Dn)) = E;y_1.
5. Trouver N et une suite u € Ey telle que :

Yn €N, upis—2aunpys+ ot Uppy = Q7.



Sujet S 89

F.XERCICE SANS PREPARATION

So0it X4,..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la loi uni-
forme 24[0, 1].

Pour tout n € N*, on pose ;
mn

1/n
o= (T %)
i=1
1. Expliquer pourquoi la figure ci-dessous, obtenue & partir du code Secilab suivant, suggére la
convergence en probabilité de la suite (Yy)nen.

x=linspace(0.2,0.8,20};

n=[50 200 800];

for i=1:3

N=1000;

LY=sum{log(rand(N,n(i))),"c");// sommation des colonnes
C=exp(LY/n(i));

subplot(1,3,1i);// place trois graphiques céte & cite
histplot(x,C);

end

,

.4 24

[ o T 19 -l

Zebt 01 dedt fed1 a0 deD1 BeB1 €Ol Zed1  AeD1 EaO1 EedD

FIGURE 1 — Histogrammes

2. Justifier la convergence en probabilité de la suite (Y3, )}nen.



Sujet S 89

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Cours.
2. Ey = Vect{u(® 4} u(M}
Pour tout Ag,...,Ax € C tels que Agu® + -+ Anyu™ =0, 0na:
VreN, Ag+Mn+ - +Ayn”™ =0
Le polynome complexe g + - 4+ Ax XY a done une infinité de racines, donc il est nul
iedg=-=Ay=0.
Donc la famille (@ 44D, .. 4tV est libre, donc c'est une base de Ey ; donc dim Ey = N + 1.

3.a) Pour tout £ € [0, N], par la formule du bindéme, on a :
b (k
D(u®)) = ( ,)u(ﬂ € Ey.

b) D'aprés la question précédente, la matrice M de D dans la base w(®, 4 ... u{N) est triangulaire
supérieure avec o sur la toute la diagonale; comme « £ 0, elle est inversible.

¢} I’endomorphisme P(D) est bijectif si et seulement si P() # 0, car la matrice P(M) de P(D) est
triangulaire supérieure avec P(a} sur la diagonale.

4.a) D’aprés le calcul de la question 3, pour tout &k € [1,N],on a:

k-1
(D - oldg)(u'*)) = o (k) u e B,
=0 J

Donc (D — aldg){Ex) C Ex_, formule qui reste vraie pour & = 0 4 condition de poser E_; = {0g}.
Par récurrence on en déduit alors que, pour tout r € [1,k+ {],ona:

(D —aldy) (Ey) C Ex_y .
Soit r € [|1, N].
En appliguant le résultat précédent & £ = N, on obtient U'inclusion Im{Dy — aldg, )" C En_r .
En lappliquant & k = v — 1, on obtient E._y C ker(Dy — aldg, )", puisque (D — aldg)"(E._1) est

inclus dans E_, = {0g}.
D’aprés I'inclusion admise et le théoréme du rang, les deux inclusions obtenues sont des égalités.

b) On a: P= (X — a)*Q avec Q{a) # 0; donc Q(Px) est un isomorphisme (voir 3.b.) qui envoie
chaque E, dans lui-méme (se déduit du 3.). Or P(Dy) = (Dy — aldg, )™ o G(Dy), donc :

ImP(Dy)=Im{Dy — aldg,)™ = En_yy-

De P(Dn) = Q(Dn) o (Dy — aldy, )™ on déduit ker P(Dy) = ker{Dy — aldg,)™ = By -1



5. La relation s’écrit : P(D) = ul® avec P = X® — 2aX? 4 o?X = X(X — @)% Comme « est racine
d’ordre rq = 2 de P et u©} € Ky, d’aprés la question précédente il existe une solution dans Ey avec
N =2

La question 3 denne :

111 0 1 1 00 2
M=cal0 1 2|, M -al=al0 0 2|,(M-a)?=0*{0 0 0],
00 1 00 0 0 0 0
donc :
¢ 0 2
PM)=M(M—-al)?=c{0 0 0
000

1 1
Ainsi P(D)(u®) = 202 4. On peut donc prendre u = 37 u'?| cest-a-dire u, = 5 nfa™ 8.
o



Sujet S 89

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1. x=linspace(0.2,0.8,20);
n=[50 200 800];
for i=1:3
N=1000;
LY=sum(log{rand(N,n(i})}),"c");// sommation des colonnes
C=exp(LY/n(i));
subplot(1,3,1i);// place trois graphiques c8te i cdte
histplot(x,C);
end
Ce programme fournit une simulation de trois échantillons X7, X3,..., X,, de taille n = 50,200
T

et 800 de la loi [0, 1], puis une simulation des variables aléatoires LY = Zln(L,-) et

i=1

LY. TT/vi/n
C=exp( ~ ) :H(Xi)
i=1
Les trois histogrammes de la figure montrent une concentration de la distribution empirique
des échantillons lorsque n augmente, ce qui suggére une convergence en probabilité de la suite

(Yn)nE]N-

n

1
2. Par la loi des grands nombres, la suite des moyennes — Z In{X;} converge en probabilité vers
n

i=1

Emmgifmmm=4

ce qui entraine par contimiité de la fonction exponentielle que la suite (Y )nen converge en
probabilité vers e~!, qui vaut environ 0.37, ce qui est cohérent avec les sorties graphiques Seilab.



Sujet § 167

EXERCICE PRINCIPAL

Soit & un nombre réel, T un intervalle contenant a et non réduit 4 ce point et f une application de J
dans IR.
1. a) Question de cours.
B
Justifier que, si f est une fonction continue sur I, alors la fonction F' @z — j f(t) dtest
a
définie et de classe C! sur [ .

b) Dans cette question, on suppose que a = 0, [ = [-1,+1] et que f est définie par :
Vael, flz)= |2z} .

i) Indiquer comment obtenir une représentation graphique de la fonction f a l'aide de
Scilab. Quelle sera I'allure de la figure cbtenue ?

T
ii) Justifier que la fonction F': z / F(t) dt est continue sur I et donner 'allure de sa
a

représentation graphique.

Dans la suite, on suppose que [ est l'intervalle [a, +oo[ et que f est continue sur [.
On considére également deux applications g : [ = R et ¢ : [ — R continues sur /, ainsi que
deux réels positifs ou nuls & et 4.

2. On suppose que, pour tout z € I, g{z} > O et f(z} <4 +f F)gltyds .
T “ X
a) Caleuler la dérivée de la fonction =z — (6 +/ F () g(t) dt) exp ( —f a(t) dt).
[47 Q
T
b) En déduire que, pour tout € I, on a: f(x) < dexp (/ g(t) dt).
a

€T
3. On suppose maintenant que, pour tout z € 1, f(z) < oz} + k/ Sty de.
a

En s'inspirant de la méthode précédente, montrer que, pour tout = € I, on a I'inégalité :
x
f@) <ol +k [ o)t
@€

4. On suppose désormais que, pout tout z € I, on a:

0< fl2) < 6(;nfa)+/‘wf(t)dt

+o0
Justifier & ’aide de ce qui précéde que lintégrale () e=2% d est convergente.
Ja



Sujet S 167

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit @ € R.
On considére une variable aléatoire réelle discréte X admettant des moments jusqu'a l'ordre 4 et

vérifiant :
E(X)=qa
E(X?) =FB(XY) =1

1. Montrer que o est nécessairement compris entre —1 et +1.
2. Trouver la loi de X.



CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

. Question de cours.

a) Cours
b} i)
2 siz==l1
fz)=<1 si0s<]|z| <1
0 silz| <05

Ce qui donne la figure 1, avec le code Seilab suivant.

-->x=linspace(-1,1,100);
~~>y=floor (abs(2#%x));
-->plot{(x,y)

—r T
4 g2 05 94 4r 8 02 04 o8 om 1

FIGURE 1 — Représentation graphique de f

ii)
z+05 si —1<x<035
Fx)=<¢0 si —0.5 < |z2[ <05
z—05 si05<z<]

Ce qui aboutit 3 la figure 2.

Sujet S 167



FIGURE 2 — Représentation graphique de F

a) La fonction @ : = — (5 —|—f Flt) git) dt) exp(~f g(t)dt) est dérivable sur I, de

@ T
F0 ) o) exn( - [ syat) <o
[}
b) La fonction ® décroit donc sur I : par conséquent, pour tout 2 € I, ®(z) < &(a) = 4.
T T
11 s’ensuit que, pour tout z € I, f{z) <4 +f Ft)g(t)dt < dexp (-/ g(t) dt).
a a

. Notons F la primitive s’annulant en a de f sur [.
L’hypothése s’écrit, pour tout 2 € I, F'(z) < p(z) + kF(z),
soit aussi F'(z)e™** — ke % F(z) < p(z) e~k

x x
11 s’ensuit que, pour tout z € 1, [F(t)e*k*] < / e(t)e H dt,
a a

dérivée ¢ ;x> (f(:r) 757f

a

soit F(x)e™®® < / wft) e ¥ dt,

o(tye=*t dt — / o(t) 1) gy,

a a

T
Comme & > 0, il vient ainsi que, pour tout z € I, f(z) < ¢(z)+kF(z) < tp(:r:)—{—k] () eH==1 at,
@

k4

soit encore F(z) < eF* /
. D’aprés le résultat de la question 3 avec p :=x+— d(z—a) et k:=1, on a pour tout z € { :

/(@) s6(m_a)+/Ia(t_a)er-fdt=a(em—a_1) ,

+oo

1l en résultat par comparaison que 'intégrale f(z)e™*® dx est convergente.
@



Sujet S 167

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

LV(X)=EX?)-B(X)=1-a?>0,dot -1 <a<+1.
2. Comme E(X?) = 1et V(X?) = E(X*) — E(X?)? = 0, on a nécessairement P{[X? =1]) = 1,
cest-a-dire P([X = +1)) + P([X = —1]) =1, d’ouy, 3 Vaide de F(X) =« :
P(X = ~1) = =52

PX = 1) ="



Sujet S 170

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Rappeler la formule donnant une densité de la somme de deux variables aléatoires & densité
indépendantes et les conditions sous lesquelles cette formule est applicable,

2. Soit f la fonction définie sur R par :

1
1 so<z<l1
VzeR, fla)=l2vz & 0=

0 sinon

a) Verifier que f est une densité de probabilité.

b) Donner Pallure de la représentation graphique de la fonction de répartition d’une variable
aléatoire réeile de densité f.

c) Trouver laloide Y = VX lorsque X est une variable aléatoire positive admettant f pour
densité.

1
3. a) Pour quelles valeurs réelles de s l'intégrale f est-elle convergente ?
k]

dz
Vz{z —s)

r—8
en utilisant le changement de variable { = :

1
dx

b) Calculer alors f —_—

s Va(z —3)

4. On considére deux variables aléatoires X et Y, indépendantes, admettant chacune f pour densité.

a) Proposer une méthode de simulation en scilab de la variable aléatoire S = X — Y.

b) Démontrer que S est une variable aléatoire & densité et en donner une densité continue
sur R*,



EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les deux sous-espaces vectoriels F et G de IR® définis par :

F=Vect{{1,1,1)}
G={(z,y,z2 e R}; x+y—22=10}

Trouver un endomorphisme de R? dont le noyau est F et I'image G.
Peut-on le choisir diagonalisable ?

Sujet S 170



Sujet S 170

CORRIGE DE I’EXERCICE PRINCIPAL

1. Cours
a) La fonction f est positive, continue sur R privé des points 0 et 1, et son intégrale sur R
est égale & 1.

b) La fonction de répartition #' d’une variable aléatoire de densité f est donnée par :

0 siz <0
VzeR, Flz)=< /z si0<z <1
1 siz>1

Les candidats doivent étre capables de repérer la tangente verticale a I'origine, la concavité de
F sur [0,1] et sa non-dérivabilité en 1.

¢) Par calcul de la fonction de répartition de ¥, on constate que Y suit la loi uniforme sur
[0,1].

2. a) | Pour quelles valeurs réelles de s l'intégrale f \/__ est-elle convergente 7
z{x —s)

e Sis <0, Pintégrande n'est pas défini sur l'intervalle ]0, s{ et I'integrale n’a pas de sens.

o Sis=0, l'intégrale est une intégralte de référence notoirement divergente.

¢ Si0< s < 1, lintégrande est continue sur }s, 1] et 'intégrale est convergente par compa-
raison 4 une intégrale de référence.

s Sis =1, l'intégrale n’a pas vraiment de sens. La qualifier de convergente ou divergente est
affaire de convention.

» Sis> 1, intégrande n'est pas défini sur l'intervalle |1, s[ et l'intégrale n’a pas de sens.

Finalement, est convergente si et seulement si 0 < s < 1.

! dz
]s Vz(r —s)
b) Soit s €]0, 1[.

L’application ¢ : . — \/ =4fl—= déﬁmt une bijection de s, L[ sur |0, /1 — s|, crois-

sante et de classe C! (on est en droit d’ex1ger ces précisions des candidats).

1l en résulte que intégrale obtenue par le changement de variable est convergente et de méme
valeur que l'intégrale initiale.

On trouve :

= [ln(l-'—t)]ol_s =1In 1tg)

[ ==l e



3. On considére deux variables aléatoires X et Y, indépendantes, admettant chacune f pour densité.

a) D’aprés la question 2.c, X et Y suivent la méme loi que le carré d’une lot uniforme
sur [0,1], ce qui permet de simuler $ par deux appels & la fonction « rand » .

(1) u=rand() //simulation de &/ de loi uniforme sur [0,1)
(2) wv=rand({) //simulation de V, indépendante de U, de loi uniforme sur [0,1]
{3) s=u"2-v"2 //simulation de S

b} Comme S prend ses valeurs entre —1 et +1 et comme sa loi est symétrique par rapport
0 (puisque X — Y et ¥ — X ont la méme loi}, elle admet une densité paire et il suffit de calculer
le produit de convolution i = fx = f_y aux points s € )0, 1[.
Pour un tel s, on obtient :

Foo 1 /Y de 1. 14+I-5s
h(s)—/_w fx(w)f_y(s—w)dwzzfs —Mw(w—s):zln(ml— —l—s)'

Finalement, la fonction A = fx % f v est définie et continue sur R privé des seuls points —1, 0
et 41 avec :
1+ +/1-|s

T
h{s) = Fa 1 s
0 sifsf > 1

) si0<|s|<1

Prolongée par 0 en +1 (pour la rendre continue en ces deux points) et par n'importe quelle
valeur en 0, i devient une densité de 5, continue sur R*.

Sujet § 170

CORRIGE DE L’'EXERCICE SANS PREPARATION

1t suffit de choisir un supplémentaire H de F' et d’imposer que la restriction de 'endomorphisme 4 ce
supplémentaire réalise un isomorphisme de H sur G.

Si le dialogue s'établit dans le langage matriciel, on pourra demander au candidat d’exhiber la matrice
dans la base canonique d’un endomorphisme convenable.

On ne peut pas choisir 'endomorphisme diagonalisable puisque F et G ne sont pas supplémentaires.



Sujet 8 173

EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout l'exercice n est un entier strictement supérieur & 2.

1. Question de cours
a) Montrer que toute matrice de M, (C) admet au moins un polyndme annulateur non nul.
b) En déduire que toute matrice de M, (C) admet au moins une valeur propre complexe.

2. Exemple

. -1
Trouver les valeurs propres complexes et les polyndmes annulateurs de la matrice (1 1 )

3. Soit A et B deux matrices de M, {R).
On considére 'endomorphisme ¢ de M,(R) défini par (M) = AM + MB.

a) Caleuler (XY} lorsque AX = AX et *BY = uY, ol A et 4 sont des nombres réels, X
et Y des matrices de M, 1(R).

b} En déduire que toute somme d’une valeur propre réelle de A et d’une valeur propre réelle
de B est une valeur propre de l'endomorphisme .

¢) Démontrer que, si A et B sont des matrices symétriques, alors ¢ est diagonalisable.

4. Soit maintenant A et B deux matrices M, (C).
On note alors ¢ 'endomorphizsme de M, (€) défini par (M) = AM + MB
Seit # une valeur propre de et M € M, (C) un vecteur propre associé.

a} Montrer que, pour tout polyndme P € C[X],ona: MP(B)= P(vi, - A)M.

m
b) On pose P(X) = H (X — by} un polynéme de C[X], annulateur de B.
k=1
Montrer que la matrice P(vl,, — A) n’est pas inversible et en déduire qu'il existe k € {1,--- ,m}

tel que v — by soit valeur propre de A.

¢} Montrer que v est la somme d'une valeur propre de A et d’une valeur propre de B.
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EXXERCICE SANS PREPARATION

Donner la finalité du progamme suivant :

N=100000;5=0;
for i=1:N
u=rand{);
S=8+4/N*1/(1+u"2);
end
disp(S)

On pourra penser a la loi des grands nombres.



1.
2

3

Sujet S 173

CORRICGE DE L’EXERCICE PRINCIPAL

Cours

Les valeurs propres sont 1+i et 1— %, et les polynémes annulateurs les multiples de X2 +2X +2.

a) p(XtY) = AXY + X'YB = AX'Y + XptY = (A + p) XY |

b) On choisit X et ¥ non nulles telles que AX = AX et !BY = p¥ (i est valeur propre de
B donc de tB), et on applique le résultat précédent, qui prouve que A + u est valeur propre de
@ et que la matrice non nulle X*Y est un vecteur propre associé.

¢) Soit A1,--+, A, les valeurs propres de A (non nécessairement distinctes) et pq, -+, itn
celles de 'B.
Soient (X1, -, X,) une base orthonormée de vecteurs propres de A et Yi,---,Y, une base

orthonormée de vecteurs propres de ‘B,

La famille (X!Y;)1<i j<n, formée de n? vecteurs de M, (R} est libre.

En effet si ZZQHX;Yj =0, alors, pour tout 1 <k <nettout 1 <{<nona
i=1 j=1

noon

t E : t

Xk ainin Y[=O£k,1:0.
i=1 j=1

La famille (X!Y;}1<; j<n est donc une base de M,,(R), formée de vecteurs propres pour ¢. Il
en résulte que ¢ est diagonalisable,

a) Onae(M)=vM =AM + MB. Donc MB = (] — A)M et par récurrence immeédiate,
pour tont k entier, M B* = (v] — A)*M.
Plus généralement, pour P{(X) =ag+ a1 X + -+ e, X", 0na:

MP(B) = M(aoI+a1 B+ +amB™) = (agl + (T = AAM +- - - (I — AY"M = (P(vI — A))M .

b) Comme P est un polyndme annulateur de B, on a (P{v] — A))M = 0, d'aprés le résultat
précédent,
Si P(vI — A) était inversible, en multipliant & gauche la relation précédente par I'inverse de
P(vf — A), on aurait M = 0 ce qui est impossible puisque M est vecteur propre.

m
La matrice P(vf — A) = H(VI — A — bid) n’est donc pas inversible. Il existe donc un entier

k=1 .
ke {1,.--,m} tel que {vI - A — byl} soit non inversible, ce qui signifie que & — by est valeur
propre de A,

¢) On peut choisir I de telle maniére qu'il ne posséde pas d’autres racines que les valeurs
propres de B. Dés lors, le résultat précédent fournit la décomposition cherchée sosu la forme :

V=(Uébk)+bk.



CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Le programme permet d’approcher 7 en utilisant la loi des grands nombres.
1
1
En effet, on a v = 4/ — dx et donc
i} ]. + X

! 4
Tixe)

— M

ot X suit une loi uniforme sur [0,1].

Sujet S 173
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EXERCICE PRINCIPAL

On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

1. Question de cours
a) Rappeler ’énoncé du théoréme limite central.

b) Comment en déduit-on un intervalle de confiance asymptotique pour P’espérance d'une
loi admettant un moment d'ordre deux?

Soit {X,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace
probabilisé (£, A, P) et suivani toutes une méme loi, qui admet un moment d’ordre deux.

On suppose de plus que les variables aléatoires X, sont centrées et réduites.

2. Pour tout n € N*, on pose :

_ XN+ X+ -+ Xy

U, = 7
V. = Xn.+1+Xn+2+“‘+X2n
W=

vn
Soit € > 0.

a) Démontrer que P([U, > ¢!} tend vers 1 — ®(¢) quand n tend vers l'infini.
b) Quelle est 1a limite de P([V, < —¢]} quand n tend vers 'infini?
¢) Pour tout 7 € N*, on pose : Y, = (V2 = 1)U, — Vj,.

i) Justifier I'inégalité :

P([Yn 2 ev2]) > P([Un 2 €] N [Vn < —¢]) -

ii) En déduire que la suite (Y, )nen- Ne converge pas en probabilité vers 0.

3. On conserve les notations de la question précédente.

a) Exprimer Uz, — Uy, en fonction de Y5,

b) Démontrer qu’il n’existe pas de variable aléatoire Z telle que la suite (Un)nen- converge
en probabilité vers Z.



EXERCICE SANS PREPARATION

Soit » un nombre entier supérieur ou égal & 2 et M la matrice de M, (IR) dont les coefficients sont
donnés par : _
V(i) e [L,n]? m; =70,

Démontrer que M est inversible.
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CORRIGE DE L’EXERCICE PRINCIPAL

a) Cours

b) Soit e € |0, L[ et ¢ = (1 — g).

. . v CO = . .
Si ta variance o2 est connue, (X, — —=, Xn + ﬂ] est un intervalte de confiance asymptotique
N N
pour m de niveau 1 — o
. . 9 . CSn = CSn . .
Sila variance o est inconnue, W n— 7:, Xp+ m] est un intervalle de confiance asymptotique
T n
X IR 12
pour m de niveau 1 — g, o0t S, = —mz (Xi — Xn) .

a) Par application du théoréme limite central, la suite des variables aléatoires U/, converge
en loi vers une variable aléatoire Z suivant la loi normale centrée réduite A'(0,1).
Par conséquent, 2111 P(lUnze)=P(lZ 2 €]} =1— ®(e) .
n (v

b) Comme X,41 + Xnyz + - + Xopn, somme de n varlables aléatoires indépendantes de
méme loi que X, suit la méme loi que X; + Xz +-- -+ X,,, V3, suit la méme loi que U,. La suite
des variables aléatoires V;, converge donc aussi en loi vers Z.

Par conséquent, ﬂBTM PV, < —e]) = P([Z < —¢]) = ®(—~e) = 1 — (e} .

c} i) Pour tout w € ), 81 U, (w) > € eb Vy(w) < —e, alors
Yalw) = (V2 — )Un(w) = Valw) > (V2 = 1)e — (¢) = ev2

d’otr inclusion
[Un 2 €] N[Vy < —¢] € Yy 2 V2]

et ’inégalité
P([YVa > ev2]) 2 P([Un = e N [Va < —¢]) -

ii) D’aprés le résultat précédent et par indépendance de Uy, et V;, (qui résulte du lemme
des coalitions), on a :

P([IYa] > V3)) > P([Yy > eV2)) 2 P([Un > ) P([Vi < ~€]) — (1-2(c))” quand n — +00.

Il en résulte que P([|Y,| > €v2]} ne peut pas tendre vers 0 quand n tend vers linfini. Par
conséquent, la suite (Y,,)nen+ ne converge pas en probabilité vers 0.

1 1
a) Uan — Un = E(UHJF I/;l) U= _ﬁ
b) Si la suite (U,)nenw+ convergeait en probabilité vers une variable aléatoire Z, alors la
suite des variables aléatoires Us, — U, convergerait en probabilité vers 0 {on pourra en demander
une preuve, car la stabilité par addition de la convergence en probabilité ne figure pas dans le
programme)), ce qui est en contradiction avec le résultat précédent.

Ya .
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a
Soit A= . | tel que MA =0,
an

1]
MA=0e=Vie [Lin], Y a;i ' =0 Vi€ [I,n], Pa(i)=0
=1

n
olt P4 est le polynéme Zaj Xi-1 ge Rn—1[X].
i=1
Lorsque M A = 0, P4 posséde n racines distinctes, ce qui prouve que c’est le polynéme nul, donc que
la matrice A est nulle.
Par conséquent, M est inversible.



Sujet S 179

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Soit f une application de R” dans R qui est de classe C'* sur R”. Donner la forme du dévelop-
pement limité & 'ordre un de f en un point et pour (x, A} € R® x R™, donner l'expression de la
dérivée de I'application g définie sur R et qui 4 ¢t € IR associe g(t) = f(z + th).

2. Soit @ et b deux applications de R dans R qui sont de classe C* sur R. Soit f I’application de
R? dans R telle que, pour tout (x,y) € R?,

T+

foi) = [oe+ i) rate -0+ [ o))

Ty
Justifier que f est de classe C? sur R? et montrer que 87 ,(f) — 83 ,(f) est I'application nulle.
Pour x € R, préciser les valeurs de f(x,0) et de 8:(f){z, 0).

3. Dans cette question, f désigne une application de R? dans R qui est de classe C? sur R?.

a) Montrer qu’il existe une unique application g de R? dans R telle que pour tout {z,y) € R?,

Dans la suite, on admettra que 'application g ainsi définie est de classe ©? sur R2.

b} Si g désigne I’application définie au a), montrer que pour tout (z,y) € R?,
&1 (Nwy) — B 5() (@, y) = 487 ,5(g) (e + v,z — y)

¢) En déduire que si 87 ,(f) — 82,(f) est I'application nulle et que pour tout = € R,
Flx,0) = 82(f{x,0) = 0, alors f est application nulle.

4, a) Montrer qu'il existe une unique application f de R? dans R qui est de classe C? sur
R? telle que 87, (f) — 82 ,(f) soit 1’application nulle et que pour tout € R, f(z,0) = z® et
Sp(f)(z,0) = z, et déterminer cette application.

b) Etudier les extremums de f.
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EXERCICE SANS PREPARATION

On tire {avec remise) une boule d’une urne contenant n boules mimérotées.

1. On note T la variable aléatoire égale au numéro du tirage oil pour la premiére fois deux boules
différentes ont été tirées.

Déterminer 'espérance de 7T'.

2. Quelle est la variable aléatoire V}, dont la fonction Seilab suivante calcule une simulation ?

function compt=V{n)
A=[]; compt=0;
while length{A)< n
u=floor{n*rand()+1);
i=find(A==u); // renvoie les positions de u dans le vecteur A
if length(i)==0 then
A=[A,ul;
end;
compt=compt+1;
end;
endfunction
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Cours

2. Les applications (z,y) —— a(z + ¥) et (z,y) > a{z — y) sont de classe C? sur R? comme
composée d'une application linéaire qui est de classe C? sur R? avec @ qui est de classe C? sur
IR. Si B désigne une primitive de b sur R, B est C® sur R et fﬁy b(s)ds = B(z+y) — B(z—y).

Finalement f est de classe C? sur R comme combinaison linéaire de telles fonctions.
O flzy) = 2 3 [0'(z +y) +o'{z - y) + bz +y) - blz — y)]

Oaf (x,y) = 3 [a’(ﬂ:+y) o " —y) + bz + y) + b{z — y)]
B f(m,y) =R f(zy=" @t} +ad(@-y) +b(z+y) —V(z—y)

D'on|df,f - 85,f =0et Vz e R, f(z,0) = a(z) et de 8,/ (z,0) = b(x)

3. a} L'application ¢ := (z,y) € R? — (z + y,x — y) € R? est une bijection de R? dans R?
de bijection réciproque ! := (u,v) — (¥t2, 2=2) donc il existe une unique application g de

IR? dans R telle que f = go@ quiest g = fo (pfl.

b) Comme f{z,y) = gz +y,2 —y) = g((y, —y} + x(1, 1)) on a d’aprés la formule rappelée
en question de cours :
If(z,y)=0wg(z +y, 2~ y) + doglz + y,x — y) et
1 fley) = 19z +y. 2~ y) + 3 9(x + yox — y) + ag(@ +v,2 - y) + B agle + y,x — )
et, d’autre part, & flz,y) = dhglr+y,2—y) — gl +y,z — y) et
RBof(z,y) =07 gz +y.2—y)— B glz+y,a—y) ~ Foglz+y,3—y)+ Baglz +y,2—y)
d’olt le résultat attendu, ,compte-tenu du théoréme de Schwarz qui stipule que 822,1 g= 8f‘2g.

c) D’aprés b}, la condition 87, f — 93, f = 0 équivaut & 87 ,¢ = 0
1l existe donc a € C*(R, R) telle que ¥ (u, v) € R?, d3g9(u, v) = alv)
(e est C?, car par exemple a{v) = 8;¢{(0, v) et que g est C?)
Si A désigne une primitive de @, la condition 07 ,g = 0 revient donc a lexistence de B € C*(R,R)
telle que

¥ (u,v) € R?, g{u,v) = A{v) + B(u)

Dans ces conditions, pour tout = € R, f(z,0) = g(z,z) = A(z) + B(z) = 0 et daf{x,0) =
g(z,x) — Bag(x,z) = A'(z) — B'{z) donc pour tout = € R, A(z) = B(z) = 0.

Conclusion : g est donc ’application nulle et par suite f est également I"application nulle,

4, a) D'apres 2., fo := (z,y) — S |lz+y)+(—y?P+ ;f; Sds] = z% + y® + zy est
solution et, d’aprés 3., si f est solution f — fy est la fonction nulle donc f; est I'unique solution
du probléme posé.

b) f est de classe C! sur Pouvert R? et admet un unique point critique : (0,0). En outre,
pour tout (z,y) € R?, f(z,y) = (z+ %)%+ 34% > 0 = f(0,0) donc f admet un minimum (global)
en (0,0} et ne peut admettre un extremum local en aucun autre point.
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H)
L ET)=1+4——-
(Ty=1+-"—
2.

function compt=V{(n)
A={]; compt=0;
while length(A)<n
u=int (n*rand{()+1};
i=find(A==u);
if length(i)==0 then
A=[A,u];
end;
compt=compt+1;
end;
endfunction

La fonction ci-dessus simule la variable aléatoire V,, égale au numéro du tirage od pour la
premiére fois, chague boule a été tirée au moins une fois.
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EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : changement de variable dans une intégrale impropre.

Dans la suite de 'exercice, toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme
espace probabilisé (2, A, P) et a valeurs réelles.

2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes, & valeurs positives, ot ¥ suit une
loi exponentielle de parameétre X > 0 et X posséde une densité.

a) Montrer que la variable aléatoire Y - X posséde une densité et expliciter une telle densité
en fonction d'une densité de X et de A.

b) En déduire une expression de P({Y > X]} sous la forme d’une intégrale et trouver une
application f de R dans R telle que P([Y > X]} = E{f(X)).

¢) P([Y > X]) peut-elte &tre nulle?
3. Soit X1, X3,Y trois variables aléatoires indépendantes, 3 valeurs positives, possédant des densités

ol ¥ suit une loi exponentielle de paramétre A > 0. On suppose que X; posséde une densité
bornée.

Montrer que P([Y > X1+ Xz]) = P([Y > Xl])P([Y > Xg])
Quelle propriété a-t-on ainsi généralisé ?

4. Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et (X),...,X,) un systéme de n variables aléatoires
indépendantes, toutes de méme loi exponentielle de paramétre A > 0. On pose M = max X
=KE5n

a) Calculer P([X, > i X))
k=2

) . l n
b) En déduire la valeur de P([M > 3 ;Xk]) .



EXERCICE SANS PREPARATION

Soit (E, (| )} un espace euclidien.
On note || || la norme euclidienne associée au produit scalaire sur E.

Soit (a,b) une famille libre de vecteurs de E et f ’application de R dans R définie par
Fi=tr—|a—tb]

Etudier les variations de f et interpréter le minimum de f.

Sujet S 180
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1. Cours
2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes, & valeurs positives, ot ¥ suit une
loi exponentielle de paramétre A > 0 et X posséde une densité.

a) Notons p une densité de X.

Comme la densité d'une variable exponentielle est bornée, la variable aléatoire ¥ — X posséde,
d’aprés la question de cours, une densité g donnée par :

oo +oo
g(z) = / Ae™M s oplt — 2)dt = ] Ae™Mp(t — 2)dt
-0 N max{0,z)
soit, en effectuant le changement de variable affine : s =¢ — z,
+o0

g(z) = )\e_“/ e Mp(s)ds

az(—z,0)

+oo
b) Pour 2> 0, g(z) = che M ol c = f e~ Mp(t)dt d’od
0

+oo +oo
PY > X) = cf de Mz =c= f e AMp(t)de
0 0

On adonc P(Y > X) = E(f(X)) avec f :=z — e %
c) La fonction ¢t € R* 3 e~ *p(t) est & valeurs positives, continue sauf en un nombre fini

+oo
de points, différente de la fonction nulle (car f p(t)dt = 1) .
0

+oo
Doa PY>X)= f e Mp(t)di > 0.
o

3. On applique le résultat précédent au couple (X + X3, Y} de variables indépendantes d’aprés le
lemme des coalitions. On a donc P(Y > X + X} = E(e~**1e~*%2), Or les variables aléatoires
e~ 21 =22 gont indépendantes donc E{e *Xte*X2) = E(e=*X1}E(e~*¥2) qui vaut encore
P(Y > X1)P(Y > X2} toujours d’aprés 2.

Le résultat précédent peut encore s'écrire P(Y > X| + Xq|V > X)) = P(Y > X3) ce qui
généralise la propriété d’absence de mémoire des variables aléatoires de loi exponentielle.

n n Ay X
4. a) Le résultat de 2. s’applique au couple (3 Xi, X1) dodt P{X1 > 3. Xi) = E{e  +=2 k)
k=2 k=2
puis par indépendance des variables aléatoires e ¥ :

P(X; > ixk) = f[ E(e=Xe)

k=2 k=2



+o0o
1 .
Or E(e %) = / Ae” My = 3 (on peut également invoquer un argument de symétrie),
0
d'oi :
n ]_
P> 30 =

k=2
n n
- 1 .
b) L'événement [M > — ZXk] =[M> (Z Xi)—M] est'union des événements [X; > 3, Xy
2 k=1 k=1 1<k<nk#j
1
qui sont disjoints deux 4 deux, et tous de méme probabilité, égale a 1) d’olt :

n

1 n
P(M > 3 ZXkD = oot
k=1

Sujet S 180
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L’application P =t = |la — tb||% = £2[|b))? — 2t(alb) + ||a||? est de classe C' sur R et & valeurs dans

ti)| — (alb
R "= car la famille (a, b) est libre donc f = +/P est de classe C°° sur R de dérivée f'(t} = % :
On en déduit, en posant #, :'%%Tzl’ que f est strictement décroissante sur | — oo, tp] et strictement

croissante sur [g, +oo[ et admet donc un minimum en 5 et uniquement en ce point.

Interprétation : Le vecteur tgb est la projection orthogonale de « sur la droite vectorielle 2 = Vect(h)
puisque £gb € D et {a — tob|b) = 0 soit a — tob € DL, Le fait que f soit minimale en ¢, est conforme
au fait que pour tout y € D, |la — y|| = |la — pp(a)] avec égalité si et seulement si y = ppla).
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EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Enoncer le théoréme concernant la réduction des endomorphismes symétriques d’un espace eu-
clidien et démontrer la propriété concernant les sous-espaces propres d’'un tel endomorphisme.

Dans la suite de ’exercice, on considére un espace euclidien (F,( | }) de dimension n > 2.
On note T(E)} 'ensemble des endomorphismes u de E qui sont symétriques, de rang inférieur
ou égal 4 1 et tels gue pour tout z € E, (u(z)|z) > 0.
2. Si a € E, on note u, Vapplication de E dans F qui & tout vecteur x de F associe u,(x) = {alz)a.
a) Montrer que pour tout a € E, u, € T(E).
b} Si @ est un vecteur non nul de E, préciser les valenrs propres et sous-espaces propres
de ug.
3. Soit u un élément non nul de T(E) et b un vecteur non nul de Imu.

a} Montrer que b est vecteur propre de u associé & une valeur propre p > 0.

b) Montrer que pour tout vecteur x de B, u(x) = ﬁ(mfb)b.

¢} En déduire qu'il existe un vecteur a de E tel que w = u, .

d) L'application ¢ de F dans 7'(#) qui & a associe ¢(a) = u, est-elle surjective ? injective?

4. Soit @ un vecteur non nul de ¥ et f un endomorphisme de E
a) Pour o € E, expliciter f o uq(z).
b) Montrer que f o u, est symétrique si et seulement si e est vecteur propre de f.

c¢) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f o u, appartienne a T'(E).

5. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,) € E? pour que u, o up = Up © 1.
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit X une variable aléatoire réelle discréte définie sur un espace probabilisé (2, A, P) et f, g deux
applications de IR dans IR qui sont croissantes et hornées.

Etudier le signe de la covariance des variables aléatoires f(X) et g{X) : on pourra pour £ réel considérer
la variable aléatoire (f(X) — f(E))g(X) — g(£))



1.
2.
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Cours

a) L’appplication u, est bien linéaire par linéarité & droite du produit scalaire, de rang
inférieur ou égal & 1 car Imu, C Vect(a), symétrique car (u,(z)|y) = (alz)(aly) = (z|ua(y)) et
telle que pour tout x de E, (uy(z)|z) = (a|z)? > 0.

b) Si B = (e;)1<i<n est une base orthonormée de £ telle que e; = ”%”, Matg(ug) =

Diag(}ial|?,0,...,0) donc les valeurs propres de u, sont |ia||? et 0 d'espaces propres associés
Vect(a) et Vect{a)’.

a) Comme b € Imu \ {0} et que u est de rang inférieur ou égal & 1, Imu# = Vect(b) donc il
existe ;¢ € R tel que u(b) = ub. De plus (u(b)[b) = u||b||? = 0 donc g > 0.

b) Soit # € E. Comme Imu = Vect(b), il existe & € R tel que u{xz) = ab. On a alors
d’une part, (u(z}[b) = |b||® et, d’autre part, (u(z)[b) = (z|u(h)) = p(z|b) d'ot & = rfr= (z[b) et
finalement, w({z) = = {z|b)b

c) D’aprés b), on a v = u, avec a = %b

d) L'application ¢ est surjective d’aprés ¢) mais n’est pas injective car par exemple ¢(—a) =
w(a} pour tout a.

a) Pour tout vecteur x de E, f o uy{z) = (alz)f(a)

b}
e Si f(a) = Aa, fou, = Au, est symétrique puisque ug 'est.
o ¥ apres a), pour tout x de E, (f o ue(2)|a) = (alz){f(a)|a) = (z|{f(a)|a}a) et (=|f oua(a))
(z]ila]|*f(a)) donc si f owu, est symétrique, on a pour tout z de £, (z|(f(a)|a)a — |laf|? f{a)) =
soit fla) = (—”%"lg—la done a vecteur propre de f

=N

¢) D'aprds a), f o u, est toujours de rang inférieur ou égal 4 1, et d’aprés b}, f o u, est
symétrique si et seulement si il existe A € R tel que f({a) = Aa. Dans ces conditions (foue(z)|x} =
Ale|z)?. On en déduit que fou, € T(E) si et seulement si a est vecteur propre de f associé &
une valeur propre positive ou nulle.

. Pour tout = de F, ug ous(z) = (a[b)(b|z)a et upoug{x) = (a|b)(alz}b donc si u, et uy commutent,

ou bien (a|b) = 0 ou bien pour tout = € E, {blz)a — (a|z)b = 0 ce qui implique (a,b) lice.
Réciproquement si b = g, up = A%y, commute avec u,.

u, et up commutent si et seulement si les vecteurs a et b sont orthogonaux ou colinéaires.
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Notons que toutes les espérances considérées dans la suite existent car elles concernent des variables
aléatoires bornées.

Comme f et g sont croissantes, pour tout réel ¢, la variable aléatoire (f(X} — F(£)){g(X) — g(t)) est
4 valeurs positives donc d’espérance positive soit

vt € R, B(f(X)g(X)) - F(O)E(g(X)) — g(t) E(f(X)) + f(t)g(t) > 0

Posons X (1) = {xg, k € I} avec I C N et pour tout k € I, pr = P(X = zg)
On a alors pour tout k € I, pi (B(f(X)g(X)) — f(z) E(g(X)) — glar) E(f(X)) + f(zx)g(ax}) 2 0
puis, en semmant sur k& € I, compte-tenu de la formule de transfert,

E(f(X)g(X)) - E(f(XNE(9(X)) — E(g(X)E(F(X)) + E(f(X)E(g(X}) = Cov(f(X),9(X}) 2 0



Sujet S185
EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Enoncer un théoréme permettant de déterminer la nature d’une série numérique a I’aide d’un
équivalent de son terme général.

Dans la suite de 'exercice, on considére un espace probabilisé (£, A, P) et on note V 'ensemble des va-
riables aléatoires T définies sur cet espace, 4 valeurs dans IN, et telles que pour tout n € N, P(T' > n) > 0.

S8i T €V, on note u(T') la suite de terme général u, = Pi75,,)(T = n) pour n € N,
2. Montrer que si 7' € V, on a pour tout n € N, Fryqy(T =n) € [0, 1].

3 a) 8i T € V, exprimer pour tout n € N, P(T' > n) en fonction des termes de la suite (7).
b) Pour quels éléments de T € V, la suite (T est-elle constante 7

4. Soit T € V. On pose u{T) = (un)nen. Montrer que la série > u, est divergente.
5. Réciproquement, si (un)new est une suite d’éléments de [0, 1] telle que la série 3" u,, est diver-

gente, montrer qu’il existe une variable aléatoire 7" telle que pour tout n € N, P(1" > n) > O et

Uy = F’['I*zn] (‘T = ?’L)
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FXERCICE SANS PREPARATION

Soit B = (e1, ey, e3) une base de R® et B’ = (e; + es, 2e3 + e3, 3e3).

1. Existe-t-il un vecteur non nul de R?® ayant les mémes composantes dans ces deux bases?

2. Plus généralement, si B et B’ sont deux bases de R™, 4 quelle condition existe-t-il un vecteur
non nul de R® ayant les mémes composantes dans ces deux bases?
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1. Cours

2. On a toujowrs Ppyn (T = n} € [0,1] et si cette probabilité conditionnelle valait 1, on aurait
P(I'=n) = P(T > n) ou encore P(T" > n 4 1) = 0 ce qui est exclu par hypothése.

3. a) Si u({T} = (u,), on a pour tout n € N, u, = %% et P(T=n)=PT>n)-P(T>
>n
n+ 1) d’'ott P(T 2 n+1) = (1 - u,)P(T > n).
n—1
On en déduit que pour tout n € N, | P(T 2 n) = T] (1 — u)
k=0

b) Analyse : SiT € V est telle que u(7') est constante égale & p, alors p €]0, 1] et pour tout
ne€N, P(T2n)={(1~p)*donc P(T =n}=(1-p)" - (1 —p)"*! = (1 - p)"p autrement dit
1"+ 1 suit une loi géométrique.

Synthése : Réciproquement, si T+ 1 — G{p) avec p €0, 1[, alors pour tout n € N, P(T > n) =
1 —p)?

A-pm

Done | u(T") est constante si et seulement si T + 1 <+ G(p) avec p €0, 1['

p done u(T) est constante.

n-—3400

n—1
4. Comme T est & valeurs dans N, P(T > n) it Odone 3 Log(l—wux)=LogP(T>n) —
W o0 k=0

—oo donc la série 3" Log(l — u,} diverge. Dans ces conditions, ou bien (u,) ne tend pas vers 0
et alors ) u, est grossiérement divergente, ou bien u,, ~ — Log{l — u,) et alors 3" u, diverge

d’apreés la question de cours. Dans tous les cas I 3 uy, est divergentel

5. Solt (un) € [0, 1[N telle que 3 u, diverge.

e D’aprés 3.a), si T est une variable aléatoire telle que pour tout n € N, P(T' > n) > 0 et
e

1
tn = Br>n)(T = n), alors pour tout n € N, P(T' > n} = [] (1 — ux)} donc pour tout n € N,

k=0
n—1
P(T=n)=u, [[(1-u)-
k=0

n—1
® Posons pour tout n € N, p, = upn [ (1 — ux). Alors pour tout n € N, p,, € [0, 1].
k=0

n T2
Montrons par récurrence sur n € N, la propriété : H(n) : > pr = 1 — [[ (1 — uz) (lidée de
k=0 k=0
cette récurrence provient toujours de 3.a})
0

(0} est vraie car 1 — J[ {1 —ux) = w0 = po
k=0



Supposons H(n). Alors nil e =1- ]_n[ (1— )+ qy ﬁ (=) =1—(1 —upsy) ]E[ {1—uy)
ce qui établit H(n+1). = = e

Comme } u, diverge, il en va de méme pour la série 3 Log(l — u,) et comme cette série est A
termes négatifs ses sommes partielles tendent vers —oc. On en déduit que ﬁ {1 — uy) i o 0

k=0
donc Ia série 3 p, converge et a pour somme 1 d’aprés H(n).

Il existe donc une variable aléatoire T telle que pour tout n € N, P(T = n} = p,.

n—1 n—1
Alors, pour tout n € N, P(T >n)=1— Y. pp = {1 —ug)>0et
k=0 =0

k

Uy nl:[](] — uy)

Przm(T =n) = 20— = u,
[1(1— )
k=0
CQFD
Sujet S 185
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1 1 0 0 &y
zie1+apeztraes = w1(e1+ea)+ra(2egtes)+za(3es)siet seulementsi | =z, | =[ 1 2 0 T
3 01 3 T3

L’existence d’un triplet non nul solution du systéme précédent est assurée par le fait que 1 est valeur
propre de la matrice de passage (triangulaire) entre les deux bases B et B’ Si on méne les calculs
on trouve que les vecteurs ayant mémes coordonnées dans les deux bases sont ceux de la droite
Veot{2e; — 2e3 + €3)

Plus généralement, il existera un vecteur de mémes composantes dans les bases B et B de R™ si et
seulement si 1 est valeur propre de la matrice de passage de B & B’
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FXERCICE PRINCIPAL

On considére un espace probabilisé (€2, A, P) et Z une variable aléatoire définie sur cet espace et
suivant la loi normale centrée réduite.
Pour tout réel v > 0, S, désigne une variable aléatoire sur (2, A, P} suivant la loi v(v).

1. Question de cours
a) Donner, pour tout réel » > 0, 'expression d'une densité de S...
b) Dans le cas oii v est strictement supérieur 4 2, donner une représentation graphique de
I'unique densité de S, qui est continue sur R.
2, Soit (vp)nen+ une suite de nombres réels strictement positifs, strictement croissante et non
majorée.

Justifier la convergence et trouver la limite de la suite {

[VHJ)
v nEN* '

3. On considére une suite (X,).en+ de variables aléatoires définies sur (f%, A, P), mutuellement
indépendantes et suivant chacune la loi exponentielle de paramétre 1, et pour tout n € N*, on

l n
note : Zn = ﬁ ;(Xk - 1)

a) Justifier la convergence en loi de la suite (Z,)ncw- vers Z.

1
b) En déduire la convergence en loi de la suite des variables aléatoires = (Spen) = &al) -

N

4. Pour tout n € N*, on note : &, = vy, ~ ).
a) Justifier, pour tout = > 0, Vinégalité : P([Ss, > 2]} < P([S1 > =]).

S

b) Montrer que la suite des variables aléatoires converge en probabilité vers 0.

T

5. A I'aide des résultats précédents, établir la convergence en loi vers Z de la suite des variables

1
aléatoires — (S, — V).

N



F'XERCICE SANS PREPARATION

Soit p € IN*, F un espace vectoriel euclidien et (uq,us,...,u,) € E7.
P
Montrer que la fonction f:z — Z |z — ux||? admet un minimum global sur E et le calculer.
k=1
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a) Cours
b) Les deux premiéres dérivées de la densité continue f sont données sur RY par :

s fllz)= ﬁe_m e T )

1
s fz)= ol e 2" Bz —v+ 1) - (v - 1]
La représentation graphique de f posséde une tangente horizontale 4 'origine et en son point
d’abscisse v — 1 (qui correspond 4 la valeur maximale de f). Les deux points d’inflexion de la

courbe correspondent A ses points d’abceisse v — 1 + v — 1.

£

1
. L’encadrement 1 < —= < 1+ — prouve la convergence de la suite vers 1, puisque 1/1, tend
14

Uﬂ n
vers 0 quand »n tend vers P'infini.

a} Il s’agit d'une application directe du théoréme limite central puisque l’espérance et la
variance des variables i.1.d. X, sont égales 4 1.

b} Par la propriété d’additivité des lois gamma , S|,,,| suit la loi ¥([v,]). Par conséquent,
1

N

la variable aléatoire (S1vw] — l¥m]) & la méme loi que la variable aléatoire

Llem)
1 (Xp—1) = V [n)

— Z|v.|

Vi Vn

qui, grice au résultat de la question précédente et au théoréme de Slutsky, converge en loi vers
la variable aléatoire Z quand n tend vers U'infini.

a) 8i U désigne une variable aléatoire indépendante de Sy, , suivant !a loi v(1 — 4,,), on a:
P([Ss, = z]) < P([S5, + U Z 2]} = P([S1 > z]) .

b) Soit £ > 0.

S5,
P([—= > ¢]) = P([Ss, 2 ev/vn]) £ P([51 2 ev/74)
VP
qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini (puisque ¢,/v,, tend vers Pinfini et que la fonction de
répartition de S tend vers 1 en +o00).



5. En introduisant pour tout n une variable aléatoire U, indépendante de S|, | et suivant la
loi {4} (et presque srement nulle lorsque 1, est entier}, on peut affirmer, grace 4 la propriété

d’additivité des lois gamma, que la variable aléatoire — (S, — 14,) a la méme loi que
v U’n

ﬁ (Slymy + Un —tm) = % (Slwal — ]} + U ;f”
qui, grace encore au théoréme de Shutsky {et au résultat de la question 3b), converge en loi vers
Z quand n tend vers linfini, parce que U’i/;_  converge en probabilité vers 0, ce qui résulte
(21
des inégalités P({| 22202 > ]) < P20 > oy < P(($) > —d + eyT]) , par le meme

argument qu'en 4b.

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Le plus rapide est d'observer, dans la grande tradition de Pythagore, Koenig et Huygens, que pour le

P
1
vecteur moyen p = — Z Up, Ol & @
k=1

4 P P
Yollr—uel® =) llz—p+a—ul®=ple—pl®+>_ o - ul?
k=1

k=1 k=1

P P
puisque Z <E = - ug >=< T — {4, Z(,u —ug) >=0.
k=1 k=1

P
Il en résulte que le minimum global de g sur % est égal & Z lge — upl? et que ce minimum n’est
k=1
atteint qu’aun point x = .

Cependant, une approche analytique est sans doute plus naturelle pour les candidats initiés aux
charmes des forctions de plusieurs variables,

lls pourront calculer avec volupté le gradient de g et découvrir que i en est 'unique point critique.
La positivité en tout point de la matrice hessienne leur permettra ensuite de compléter 'argument :

¢ Expression matricielle de f(z)

4 P
f@)= p'XX =2 X3 U + Y W U
k=1 k=1

s QGradient de f
P
V(@) = 2(X = 2> U= 2p (X M)
k=1

¢ Matrice hessienne de f
Vi f)z)= 21,
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EXERCICE PRINCIPAL

L. Question de cours : ordre de multiplicité d’une racine d’un polynéme.

Soit U et V deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé¢ {€2, A4, P), indépendantes et
de méme loi uniforme sur lintervalle [0, 1].

Pour w € 1, on note Q,, le polynéme défini par : Q. = X? — 2U (W)X + V{w).
On pose ;
o A={we; lepolyndéme (J, posséde une racine double }

¢ B={wecQ; lepolyndbme @Q, posséde deux racines réelles distinctes } .

2. a) Montrer que U/? est une variable aléatoire & densité et en déterminer une densité.
b) Montrer que A est un événement et donner la valeur de P(A).

1
3. a) Montrer que P([U > V]) = 3
1
b) Comparer P{B) 4 3’
4 Onpose: Z=U2-V,
a) Déterminer une densité fz de la variable aléatoire Z.
b} Quelle est la fonction de répartition Fz de Z7
¢) Calculer P(B).
5. Pour w € Q, on pose : R, = X% - 2U(w) X% + V(w).

Quelle est la probabilité que le polyndéme R, admette une racine multiple?
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit n un entier supérieur on égal 4 1. Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n, diagonalisables et
ayant chacune n valeurs propres distinctes.

Montrer que les matrices A et B commutent si et seulement si elles sont diagonalisables avec la méme
matrice de passage.



Sujet S 158

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Cours.
2.a) U? est une application de  dans [0,1]. Si z <0, P(U? < z)=0etsiz > 1, PU? <x)=1.

Sio<ae <], U< ={0<U < x| e A,
ce qui montre que U/? est une variable aléatoire et P(U? < z) = /z.

La fonction de répartition de U? est continue et de classe C* sauf en 0; /2 posséde une densité donnée

par :
1
— si0l<z<1
fui'(x)={2\/_ :

T
0 sinon

b) A= [U2 -V = 0] est un événement car U2 et V étant deux variables aléatoires & densité, U* — V
est une variable aléatoire & densité.

Donc, A € Aet P(A) = 0.

3a)Ona:N=[U>V|U[V >UJU[U =V]et PU =V)=0car U~V est & densité et
P(U > V) = P(V > U) par symétrie, donc P(U > V) =P(V > U) =1/2.

b) Comme U est a valeurs dans [0,1], Yw € Q, U%{w) < U(w), dong, Vw € Q, U3{w) — V(w) <
Uw) — V().

Or,B=[U?-V>0,donc, BCU-V >0 =[U>V]= P(B)< P(U>V)=1/2

4.a) Z = U? — V est une variable aléatoire a densité a vateurs dans [~1, 1] de densité f telle que :

f dtél Jz  si0<z<l1
s Vi -

+oo
fz(ﬂ:) = f fuz(t)fv(f. - fL') dt, soit encore, fZ(.’ﬂ) = /1+I i — \/H_CL‘ i _1<z<0 N
—co ) 2‘/5 = b

#] sinon

2/3(1 +2)% si —1<2<0
b) La fonction de répartition [y est donnée par : Fy(z) = ¢ = + 2/3(1 - :r;%) si0<z <1
1 siz>1

0 0na:P(B)=P(Z>O):[o fz(a:)dm=/(; (1_\/5)@;:%,
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« Supposons d’abord que A et B solent diagonalisables dans une méme base I = (u1,...,u,) de R™.
Soit P la matrice de passage de la base canonique de R™ a la base I, '
Les matrices D = P~'AP et A = P! BP commutent puisqu’elles sont toutes les deux diagonales.
D’ou :

AB=PDP'PAP~! = PDAP' = PADP ' = PAPT'PDP 1 = BA .

» Supposons maintenant que A et B commutent,

Soit Ay,..., A les valeurs propres distinctes de A et wu,...,u, n vecteurs propres de A, chaque u;
étant associé & A;. On sait que U = (u1,...,u,) est une base de R et que pour tout i € [1,n],
dim(E,\,.) =1.

On peut écrire : AB(u;) = B(A{w;)) = B{Au) = A B(w;).

8i B(u;) # 0, alors B(u;) est un vecteur propre de A associé A la valeur propre A;.

Or, le sous-espace propre E,, est de dimension 1 : c’est une droite vectorielle engendrée par u;.
Il existe donc un réel 4 tel que B(u;) = pu;, ce qui montre que w; est vecteur propre de H.

Si B(w;) = 0, comme u; # 0, u; est vecteur propre de I associé 4 la valeur propre 0.
Bilan : If est aussi une base de vecteurs propres pour B,
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1. Question de cours

a) Enoncer le théoréme de la bijection.
b) Donner une condition suffisante pour qu’une fonction de répartition soit bijective.

Soit Gy, Gz, ..., G, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
selon la loi normale centrée réduite A(0, 1).

Pour tout ¥ € IN*, on note Zy = max G, et Fy la fonction de répartition de Zy.
1€nEN

2. a) Justifier Pexistence de 'espérance de Zy.

b) Soit le code Scilab

Y = zeros(1,5);

for k = [1:56]
n = 1000;
N = 107k;
X = grand(N,n,"nor",0,1);

Xmax = max(X,’r’); //vecteur-ligne des maxima des colonnes de X
Y(k) = mean(Xmax);

end;

disp(Y./sqrt (2% [1:5]*1og(10)});

qui retourne 'affichage :

0.7093236 0.8216955 0.8755261 0.8996736 0.9138269

Expliquer comment il fonctionne et ce qu'il calcule.

3. On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite A(0, 1).

a) A 'aide d’une intégration par parties, justifier 'équivalence :

e~$2/2
1— ®(x) ~ lorsque x — 400
(=) V2w a
d—1(y)? 1
b} Justifier équivalence : z(y) ~ In T lorsque y — 1

¢) En déduire, pour tout réel 8 €]0, 1], un équivalent de ®~'(§'/") quand n tend vers +oo.
i
4. a) Justifier légalita : E(Zy) = [ &=L (u /Ny du.
0

b} Formuler une conjecture sur le comportement de E{Zy) lorsque N — oo,
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Soit £ un espace vectoriel et f un endomorphisme de E vérifiant f2 = 2,

1. Montrer que B = ker(f — idg) @ ker f2.

2. Dans le cas ot £ = R?, donner un endomorphisme non diagonalisable f tel que f° = f2,
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a) Cours

b) Si F est la fonction de répartition d'une variable & densité admettant une densité continue
et strictement positive sur IR, alors F* définit une bijection de R sur |0, 1[.

N
a) Par suite de I'inggalité |Zy < Z |G| et de lexistence des E(|G;|), 'espérance de Zy
i=1
existe, par domination.
b) Pour cing valeurs de N (10, 100, 1000, 10000 et 100000), le programme Scilab simule
un échantillon de taille n = 1000 de la variable Zy. 1l calcule la moyenne empirique de cet
échantilion, qui par la loi des grands nombres fournit une valeur approchée de F(Zy).

E(Z
La division de cette moyenne par /2 In(N) fournit ensuite des valeurs approchées de T(lj(!f%
n
pour les diverses valeurs de V.
e~x2/2
a) Lorsque = > 0, une intégration par parties permet d'écrire ®(z) = — ¥(x),
TV AT

1 +co e—t2/2
our ¥{z) = — —dt.
pour ¥(z) = ——= [ 5
¥(z)
Comme 0 < ¥(x) <

—3 pour tout = > 0, ¥(x) est négligeable devant ®(z) lorsque x tend
vers Dinfini.

~z?/2

xv/21

b) De l'équivalence précédente, on déduit en posant y = 1 — &(z)

(@711 -y))°
2

puis, grace A Pégalité ®1(1 — y) = —P~!(y) et par passage aux logarithmes :

o1(y)? 1
) ~In lorsque y — 1.
2 1-y

Il en résulte que ®{z) ~ lorsque & — 400

Var (3711 - y)) (1 - ) exp

)1 lorsque ¥ — 1

¢) Par substitution de 6/ & y dans l'équivalent précédent, on trouve :

&~ 1Y) ~ \/2In(n)

1
a) Legalité E(Zy) = f &~ (u*V) du provient de la formule de transfert, puisque la

0
variable aléatoire Fy ' (U) = @1 (&/1/V) suit la méme loi que Zy si U est une variable aléatoire
qui suit la loi uniforme sur )0, 1[.

b} On peut penser, au vu de 'équivalence précédente et sans contradiction avec les simula-
tions & partir de Scilab, que l'espérance de Zy est équivalente & \/21n(N) quand N tend vers
Iinfini.
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CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1. Un raisonnement par analyse-synthése fournit l'unique décomposition de tout vecteur x de F
comme la somme de deux vecteurs appartenant aux deux noyaux :

z = fz) +(z - f2(2)) .

100
2. L’endomorphisme f canoniquement associé 3 la matrice M = [0 0 1] vérifie f3 = f2, mais
000
il n'est pas diagonalisable, puisque la somme des dimensions de ses deux sous-espaces propres
{associés aux valeurs propres 1 et 0) est égale & 2.



