Les sujets suivants posés aux candidats des options scientifique, économique, technologique et littéraire B /L,
constituent un premier échantillon des sujets proposés lors des épreuves orales du concours 2015 (annales 1}.

1. SUJETS DE L’OPTION SCIENTIFIQUE

EXERCICE PRINCIPAL 8 108

1. Question de cours : Donner la définition du moment d'ordre & d'une variable aléatoire réelle.
Soit 7 un entier supérieur ou égal & 1 et X une variable aléatoire réelle discréte finie, définie sur un espace
probabilisé (Q, A, P) et prenant les valeurs 1, 2z, ..., Z, avec les probabilités p1,pa, ..., p, respectivement.

Pour tout réel ¢, on définit la fonction de moments M de X par M(t) = E{e!¥), cest-a-dire I'espérance de la

variable aléatoire etX .

2.a) Déterminer la fonction de moments d'une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli de paramétre
p €0, 1[.
b) En déduire la fonction de moments d’une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametres n et p.

3.a) Montrer que M est de classe C* sur R et exprimer ses dérivées successives en 0 & l'aide des moments de
la variable aléatoire X.

+o0 Lk
t . .y

b) Montrer que pour tout réel £, on a M(t) = Z ] M®E(0), ot M) désigne la dérivée k-idme de M.

k=0 "
4, On considére n réels distincts z1,Z2,...,Zn.

1 1 1
) ] T v Tn . .
a) Soit A la matrice définie par : A= . ) . . . Montrer que A est inversible.
AR O it

On utilisera 'application de R,, ;{X] dans R™ qui, & tout polyndme @) associe le n-uplet (Q(wl), Q(z2),. .., Q(:r:n))
pour montrer gue la matrice ‘A est inversible.

b) En déduire que la fonction de moments d’une variable aléatoire discréte finie détermine sa loi.
5. On pose pour tout ¢ réel : K (¢} = In (M(2}).

a) Montrer que K est de classe €™ sur R.

b) Que représentent K'(0) et K"(0) pour la variable aléatoire X 7

c) Montrer que les fonctions M et K sont convexes sur R.
EXERCICE SANS PREPARATION S 106

1. Soit P un trindme tel : V& € R, P(z) > 0. Montrer que Yz € R, P(z) + P'(z) + P/(z) 2 0.
2. Plus généralemeut, soit P un polynéme de degré n {n € N} tel que Vo € R, Pz} = 0.

a) Que peut-on dire de la parité de n?
b) Montrer que Vo € R, P(z)+ P'(z) + P"(z)+... + P z) 2 0.



EXERCICE PRINCIPAL S 131

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (Q,A, P).

1. Question de cours : Propriétés de la fouction de répartition d’une variable aléatoire & densité.

1
Soit f la fonction définie sur R & valeurs réelles telle que f(z) = 3 e lel,

2.a) Montrer que f peut &ire considérée comme une densité de probabilité.

Dans la suite de Uexercice, on note Y une variable aléatoire & densité, de densité f.

b) Etablir Iexistence de I'espérance E(Y) et de la variance V(Y'). Les calculer.

3.a) Déterminer la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire Y.

b) Justifier I'existence de la fonction réciproque, notée Fy, ! de la fonction Fy.

¢) Berire un programme en Scilab permettant de tracer les courbes représentatives de Fy et de Fy ! pour z
élément de [—2,2].

d) Donner I'allure des courbes représentatives de Fy et de Fy, 1 dans le plan rapporté & un repére orthonormé.

4. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur Pintervalle ]0, 1[.

a) Quelle est la loi de la variable aléatoire £y (X) 7
+o0 3
b) Montrer que Pintégrale / zFy(z)f(z) dz est convergente et vant 3

1
¢) Etablir la convergence de V'intégrale f rF7!(z) dz (on utilisera le changement de variable u = Fy, Y(x) apres
0
avoir justifié sa validité).
d) Onpose: Z= X — FoY(X). Justifier lexistence de B(Z2). Calculer E(Z*).

EXERCICE SANS PREPARATION § 131

= o8
o= O

1
Soit z € R et soit la matrice M, = [ 0
0

1. Pour quelles valeurs de = la matrice M, est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que lorsqu’elle n’est pas diagonalisable, M, est semblable 4 la matrice B =

jate i wte
O =0
== O



Les sujets suivants posés aux candidats des options scientifique et économique, constituent ia suite de
'échantillon des sujets proposés lors des épreuves orales du concours 2015 (annales 2).

1, SUJETS DE L*OPTION SCIENTIFIQUE

EXERCICE PRINCIPAL S 132

1. Question de cours : Formmle du rang pour une application linéaire; application 4 la caractérisation des
igomorphismes.

Dans tout 'exercice, n désigne un entier supérieur on égal a 3. On note £ = R, [X] 'espace vectoriel des
polynémes & coefficients réels de degré inférieur on égala n — 1 et B= (1, X,..., X"} sa base canonique.
On considdre n réels ay, asz, .. ., a8, vérifiant ay < ao < ... < 0,

2. Moutrer que Uapplication T': £ — R?, P T(P) = (P(ay}), Plaz), ..., P(an)) est bijective.

3. On note (1, e3,. .., eq) 1a base canonique de R™ et pour tout 4 € {1, n]. on désigne par I le polyndme de E
tel que T'(L;) = e;.

a) Préciser pour tout (i, 5) € [1,n]? la valenr de L;(ay).
n

b) Moutrer que B' = (L1, La, ..., Ly} est une base de E et que pour tout PeE onaP= Z P{a)L;.

i=1
Dans lo suite de U'exercice, on note A = (m; ;)1<i j<n la madrice de passege de la bose B & la base B.
4. Dans cette question uniguement, on supose quen =3, oy = 0,43 =1 et ag = 2.
a) Détermainer les polynémes Ly, Lo et Ly et expliciter la matrice A.
b} Montrer que 1 est valeur propre de A et déterminer le sous-espace proprc associé.
¢) En déduire les polyndmes de Ro{X] vérifiant P = P(0) + P(1)X + P(2) X%
5.a) Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.
n

b} Etablir la velation : Z L= 1.

i=1
n

n
. g
¢} Montrer que E m,; = 1 et que pour tout € [2,n], on a E mi; =0
i=1 =t
d) Lorsgue ay = 1, déterminer la somme des coelficients de chaque colonne de A.
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On considere une expérience consistant & lancer un dé &quilibré n fois de maniére consécutive. L’expé-
rience en question st décrite par le programme Scilab ci-dessous pour la valeur n = 10 (et répétée ici
1000 fois) :

Nexp=1000;
n=10;
u=§?@72*rand(n,Nexp))+1;
test=0;
for k=l:Nexp

ok=1:

for i=2:n

if {u(i-i,k)==1) & (u{i,k)==1) then

ok=0;

end

end

test=test+ok;
end
Po=test/Nexp;
disp(Pn)

.. ) ' @uc représente la variable Pn affichéc par le programue ?

2. En notant P, le résultat de 1’ expéricnce précédent pour une valeur de 7 quelconque, montrer que

1 1
Pn= §Pn-l + anvz

puis trouver la limite de P, quand n tend vers Pinfini.
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1. Question de cours : Définition de la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires.

1
2.a) Justifier la convergence de la série —_—
) & n; n{n + 1)
+oo 1 Z 1 +oa

b) On note r, = Z ———— le reste de la série ——— - Calculer Z — et .

W k(k +1) = n(n+1) “~nin+1)
Soit (X, )nen~ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un iméme espace probabilisé (Q, A, P).

1 1

On suppose que pour tout n € N*, X, suit la lol uniforme sur 'intervalle [n(n 1) —1, 2t D) + 1].
Pour tout n € N*, o se Y, 1 TZL (X ! )

, 0n pose Yp = — -

’ V=R
1 .

3.a) Pour tout k € N*, quelle est la loi de X — m 7 Rappeler son espérance et sa variance,

b) Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (¥Vn)nen-.
4.a) Montrer que pour tout réel € > 0, il existe un entier naturel ng tel que pour tout entier 7 = ng, on a:

P(Ya < <P(Ya<e).

1
D)

b) Déterminer lim P(Yn < s).
n—-4-oo

¢) En déduire la valeur de lim P( X € 1).

n—foo
k=1

EXERCICE SANS PREPARATION S 136

Soit £ un espace vectoriel sur K (R ou C) de dimension finie n > 2. On considére des endomorphismes f, p
et ¢ de E, ainsi que des scalaires distincts A et p tels que pour tout k € {0,1,2}, on a: % = Mep 4 pFq.

1. Montrer que {f — Aidg) o (f — pidg} = Oz (gy.

2. En déduire que 1'ensemble des valeurs propres de f est inclus dans {A, u} et que f est diagonalisable.



EXERCICE PRINCIPAL § 138

1. Question de cours : Formule de Taylor & l'ordre 7 avec reste intégral pour une fonction de classe CrHL,

Soit p €]0,1[ et g = 1 — p. Pour tout réel A, on note E 'ensemble des fonctions continues sur R et vérifiant ;
Vz e R, fpz+q) = Af(z).

2. Soit {un)nen la suite définie par : ug € R, et pour tout n € N, upt1 = pun + ¢
a) Montrer que la suite (un)nen est convergente et déterminer sa limite.
b) Soit f € Ex. Exprimer pour tout n € N, f(u,) en fonction de A et de up.

3.a) Déterminer Ey.
b) On suppose que A # 1 et que Pensemble Ey n'est pas réduit & la fonction nulle.
Montrer que |A| < 1 et préciser alors la valeur de f{1) pour toute fonction f € Ej.
4. Dans cette question, on prend |A| < 1 et on suppose l'existence d'une fonction f non constante de Ey, de
classe C* sur R. On note f(® la fonction dérivée n-iéme de f.
a) Etablir l'implication : f € Ex=>VneN, f™ e E_, .
P

b) En déduire l'existence d’un entier naturel & tel que f (%) soit 1a fonction nulle.
¢) Etudier le cas ot A = 0.

d) Soit kg lo plus petit entier tel que f*o+1) soit la fonction nulle.

Montrer que A = p* et que pour tout i € [0, k[, on a f(1) = 0.

¢) En déduire Pexpression de f. Conclure.
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Soit (X,)nen- une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé (Q, A, P), de
méme loi exponentielle de parametre a > 0.

Pour z € R, on définit la variable aléatoire N, par :
min{k € N*/X; >z} sicet ensemble n’est pas vide
Ywefll, N, =
(0 sinon

1. Déterminer la loi de N, et préciser son espérance E(N,).

2. Déterminer EBTOOP(Nm > E(Ng)).
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1. Question de cours : Rappeler la formule donnant la densité d'une somme de deux variables aléatoires & densité
indépendantes.

2. Soit a, b et o trois réels strictement positifs vérifiant 0 < a < a’ < b2,

, “fa b
a) Etablir la convergence de l'intégrale ] — - 1) (m~—¢ - 1) dt. Cette intégrale est notée I p(x).
) g grale | ( 7i g g ()

b) Caleuler I, 4{r) & P'aide du changement de variable ¢ = a cos?

U.

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé, on place deux points M et N tels que leurs abscisses respectives
Xar et Xy suivent la loi uniforme sur )0, a[ et leurs ordonnées Y et Yy suivent la loi uniforme sur |0, b[.

On suppose que les quatre variables aléatoires Xar, Xn, ¥Yar et Y sont définies sur un cspace probabilisé
(£, A, P) et sont indépendantes.

On note D la variable aléatoire égale A la longueur du segment [M, N] : D? = (Xy — Xp)? + (Vv — Yar)?.

3.a) Quelle est la loi suivie par — Xy ?
b) On pose : Z, = (Xy — Xar) et Zp = (Y —Yar). Déterminer les lois de probabilité de Z, et Z, respectivement.
1 a ) 9
c) Montrer qu'unc densité fzz de Z2 est donnée par : fzz(z) = 2 \ /o 1) si0<z<a®
0 sinon

4, Soit § < a. Calculer P([D < 4]).
EXERCICE SANS PREPARATION S 139

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
1. Etablir I'existence d’un polynéme P non nul tel que P(f) = 0.
2. Soit  un polyndme tel que Q(f) = 0 et de degré minimal parmi les polynémes non nuls tels que P{f)y=0.

Montrer que toute racine de @ est valeur propre de f.
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1. Question de cours : Définition et propriétés d’un endomorphisime symétrique d’un espace vectoriel euclidien.
On considére un espace vectoriel euclidien & non réduit a {0z}

2. Soit k un endomorphisme symétrique de E.

a) Montrer que Ker h et Im b sont supplémentaires orthogonaux.

by Montrer quiun projectenr orthogonal de £ est symétrique.

3. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de J7, Etablir I'égalité : (F+ G)* = F-n G+,

4. Om considére deux projectenrs orthogonaux p et ¢ de E. On pose: f =pog.

a) Onpose: F=Tmp+ Kerget G =Kerp 0 Img. Montrer que F et & sont supplémentaires orthogonaux.
b) Montrer que la restriction de f 4 Kerg + {IKerp N Im g) est identiquement nulle.

¢) Montrer que Im p est stable par f.

d) On note F Vendomorphisme de Tm p induit par f. Montrer que T est un endomorphisme symétrigue de I p.

5. Déduire de 'étude précédente que f est diagonalisable,

EXERCICE SANS PREPARATION S 140

Un signal binaire (de valeur —1 ou 1) doit fransiter par n relais au passage desquels il est sus-
ceptible de changer de valeur avec une probabilité 7. L'expérience est simulée 1000 fois par le
programme Scilab ci-dessous :

Nexp=1000;n=100; test=0;proba=0.3;
for i==1:Nexp
ok=0; (2 aad0)
pO=—2sflot™ 2 e
p=p0;
for i=l:n
u=rand{)
if{u<proba)then
p=-p;
. end
end
if (p==p0) then
ok=1;
end
test=test+tok;
end
disp (test/Nexp)

Préciser le cas choisi et donper la valeur limite que retowrnera (approximativement} le programme
pour 5 grand.
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Ou considdre un espace vectoriel E sur B, de dimension finie ot nen réduit 2 {Og}.

1. Question de cowrs : Soit f un endomorphisme de E, = un vecteur propre de-f associé i la valeur propre 8
et P & B[X] un polyndme i coeflicients réels.
Exprimer P{f){x} en fonction de P, 8 et 2. Montrer que toute valeur propre de f est racine de n’importe
quel polyndme annulateur de f.

Dans toute la suite de Pexercice, on note f un endomorphisme de E, on se donne deux réels A et g non puls et

distincts ainsi que deux endomorphismes u et v de £ non identiquement nuls.

On suppose que f = du-+pv, f2= fof=Xu+plvet f* = fo fof=Nu+pdv

Pour tout p € N, on note R, [X] Uensemble des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a p.

2.a) Montrer que pour tout polyndme P € Rg(X] vérifiant P(0) = 0, on a: P{f) = P(A)u+ P{)v.

b) En déduire un polynéme annulateur Py de f. Que pent-on dive du spectre de f 7

3.a} Trouver un polynéme Q; € Ro[X] tel que u == Q1(f) et un polynéme @y € Re[X] tel que v = Q2(f).

b) Montrer que wo v = v o 1= Ogzy et que u et v sont des projecteurs de E.

Pour la derniére propriété, on pourra effectuer la division euclidienne de Q7 par Py.

4. On admet que pour tous sous-cspaces vectoriels F et G de E, on a : dim(F+G) = dim F+dim G—dim(FN G}.

a) Montrer que dim(Ker N Ker v)4 dim(Imu)+dim(Imv) > dim .

3) Bn déduire que f est diagonalisable et préciser ses sous-espaces propres.

5.a) Montrer que ponr tout kb € N*, on a: A= LRV STLE S

b) Montrer que f est bijective si et senlement si Keru N Ker v = {0g}.

c} Montrer gue f est bijective si et senlement i u + v = Idg.

d) Montrer que si f est bijective, alors, pour tout k € Z, on a : fho= )k u—}-;t .
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S~

Dans une classe de 30 éléves, on considére une expérience consistant d’abord & demander & chague
éleéve sa date d’anniversaire. La suite de Fexpmencc (stmulée 1000 fois sur ordinateur) est décrite par

le programme Scilab ci-dessous :

Nexp=1000;Neleve=30;test=0;
for n=1:Nexp
anniv=zeros (Neleve, 1}
for i=]:Neleve
anniv (i) =08 {365«rand () ) +1;
and
anniv=gsort {anniv) ; ck=0;
for j=l:Neleve-1
if anniv{j)==anniv{(j+1l) then
ok=1;
end
end
test=test+ok;
end
disp (test/Nexp);

M:b;/}w\muz{mk

1. Le code xetourne une valeus (A chaque fois différente) autour de 0.71. Que représente cette va-

leur?

2. Caleuler la valeur exacte de la probabilité simulée par ce programrne.
3. Ecrire un programme Scilab permettant de déterminer le nombre d’éléve A partir duquel cette

valeur dépasse 0.5.
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1. Question de cours : Définition et propriétés de la loi exponentielle de parameétre A > 0.

On considére deux variables aléatoires X et N définies sur un espace probabilisé (Q, A, P) vérifiant les propriétés
suivantes :

) s . (oo . _Jxe™® siz >0,
e X admet pour densité la fonction f définie par : f(z) = . ;

0 sizg0
1

e N(O)={-1,1}et PIN=-1}=P(N =1) = 3
s Les variables aldatoires X et N sont indépendantes, c’est-a-dire : quels que soient les intervalles I et J de R,
P(NeD)n(XeJd)=PNel)x P(XelJ).
Onpose: Y =NX,
2.a) On note G la fonction de répartition de Y. Calculer pour tout = € R, G(z).

A
b) En déduire que ¥ admet pour densité de probabilité la fonction g définie sur R par : g(z) = 2 e M,

¢) Donner allure de la courbe (C) représentative de g dans le plan rapporté & un repére orthogonal.
d) Montrer que ¥ admet des moments de tous ordres. Pour tout v € N*, calculer Pespérance de Y.

3. Dans cette question, on prend A = /2.

a) Vérifier que Y est centrée réduite.

b) Soit a €]0,1/2[. Montrer que la longueur du plus court scgment [a, b] tel que P(Y € [a,b]) = 1 — o est égale
& v21In{1/c) et est obtenue pour un segment centré en 0 (de la forme [—¢,¢]).

On pourra visualiser le probléme & I'aide de la courbe {C).

c) Comparer, lorsque a est proche de 0, la longueur du segment précédent & celle du segment correspondant
pour la loi normale centrée réduite,

EXERCICE SANS PREPARATION S 142

Soit £ un K-espace vectoriel {R ou C} de dimension n 2 1. On note 4 = {(u,v) € (E(E))2/u ov =0}

Déterminer sup (rang(u) + rang(v)).
{u,v)eA
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1. Question de cours : Rappeler la définition d’une application surjective et d'une application injective.

2.a) Montrer qu'un polynéme P € R[X] est surjectif (¢’est-a-dire que 'application = — P(z} est une application
surjective de R dans R) si et seulement si le degré du polynéme P est impair.

b) Montrer quun polyndme P € R[X] est injectif {c’est-a-dire que l'application z — P(z) est une application
injective sur R) si et seulement si le polyndme P’ (dérivée de P) ne change pas de signe sur R sans &tre
identiquement nul.

3. Dans cette question, P est un polynome de R[{X] de degré supérieur ou égal a 2.
a) Montrer que si A est une racine réelle multiple de P, alors P est annulateur de la matrice (3 A )

b) Soit @ = X2 + aX + b un polynéme unitaire de degré 2, a coefficients réels et de discriminant strictement
négatif.

Montrer que si ¢ est un diviseur de P, il existe deux matrices distinctes de Vect{ ((1) [1)) , (_01 é) } qui

annulent le polynéme P,

¢) Montrer que I'application M ~— P{MY) n’est pas injective sur Mz (R).

4. Dans cette question, soit n un entier de N* et P un polyndme de R[X] tel que 'application z +— P(z) soit
une bijection de R dans R.

a) Montrer que si M est une matrice diagonalisable de My (R), alors la matrice P(M) est diagonalisable et
possede le méme nombre de valeurs propres que M.

b) Montrer que I'application M —— P(M) est injective sur Pensemble des matrices diagonalisables de M (R).
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Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, A, P), centrée et admettant une variance o.

1. Montrer que pour toute variable aléatoire ¥ définie sur (ﬂ, A, P) et admettant un moment d’ordre 2, on a :

E(Y)< VEYE PY >0).
0.2

2. En déduire que : Ve > 0, P(X >¢) € i
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1. Question de cours : Théoréme de transfert pour une variable aléatoire & densité.

Sous réserve d’existence, on note E(X) et V(X) Pespérance et la variance d'une variable aléatoire X définie sur
un espace probabilisé (22, 4, P).
Dans tout Pexercice, {/ désigne une variable aléatoire & densité suivant la loi uniforme sur Pintervalle [0, 1].

1 1
Soit g une fonction continue de [0,1] dans Ry. On pose : [ = f glt)dt et J = f g*(t) dt.
0 0

1

2. Pour n € N*, on définit la variable aléatoire T,, par : T,, = — |1+ nU|, ol [¢] désigne la partie entitre dn
n

réel 2,

a} Déterminer la loi de T5,.

b) Calculer ngrme(g(Tn)) en fonction de 7.

c) Calculer i V (g(Tn)) en fonction de I et J.

1
3. Onpose: X =g(U)etY = 5(9(0’) +g(1-U)).
a} Caleuler E(X) et E(Y) en fonction de I.
1
b) Soit f et h deux fonctions continues de [0, 1] dans R. On pose pour tout A réel : Q{A) = / (Af(t) mh(t))z dt.
0

Etablir Iinégalité : ( fo 1 F(E)R(t) dt)2 < ( fD 1 f%:)dt) X ( ]0 1 R2(t) dt).

¢) En déduire que V(Y) £ V(X).

4. On suppose dans cette question que la fonction g est croissante sur (0,1]. Pour n € N*, on considére deux
variables aléatoires U,, et W,, indépendantes et de méme loi que la variable aléatoire 15, de la question 2.

a} Justifier 'inégalité : E([g(Un) — g(Wa)][g(1 — Un) — g{1 — Wa)]) < 0.
b) En déduire que E(g(T,)g(1 — Tn)) < E(g(Tn)) E(g(1 — Tn)).

1
5. Montrer que V(Y) £ EV(X).
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On note E,, 'espace vectoriel des matrices & 2n lignes et 2n colonnes de la forme :

ap 0 ... 0 0 ... 0 b
0 a2 0 0 by 0
0 0 an bn 0 0
0 0 b, an 0 0
0 bg 0 0 a2 0
bl 0 e 0 0 s 0 (5]

1. Trouver la dimension et une base de E,,.
2. Justifier la diagonalisabilité des matrices de E, et trouver leurs vecteurs-colonnes propres.

3. Quelles sont les matrices inversibles de B, 7
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Soit F un espace vectoriel sur R et soit (x,y) — (z,y) un produit scalaire sur £ et z + ||z|| la norme euclidienne
sur F qui lui est associée.
On considére un entier n € N* et une famille (v;}1¢;<n de vecteurs unitaires {¢’est-a-dire de norme 1) de E.

1. Question de cours : Enoncer le théoréme de Pythagore.

2. On suppose que les vecteurs vy, v, ... , v, sont deux & deux orthogonaux.
Montrer que pour tout n-uplet (1,€a, ... &) € {—1,1}*, on a: [[e1v1 + g20g + - - + &nvnl| = V.
3. On ne suppose plus que v;, vs, ... , Un sont deux & deux orthogonaux.

On lance une pitce de monnaie bien équilibrée n fois de suite et, pour j € [1,n], on note :

X, = { -1 s% au j:-c:sme lancer, la p%i\ace retombe sur FE.LCG,

1 si au j-2ine lancer, la pidce retombe sur Pile.

a) Préciser un modele (§2, A, P) de cette expérience tel que Xy, Xs, ..., X, soient des variables aléatoires
sur (€0, A) mutuellement indépendantes pour P. On se place dorénavant dans ce modele.
b) Montrer que l'application U : {3 — R définie par la relation : U(w) = || X1(w) v1 + Xa{w) v2 + - A X (W) v i
est unc variable aléatoire sur (§2,.A). Cette variable aléatoire I/ pourra é&tre notée || X111+ Xzva+- -+ Xy vnl|2.
c¢) Déterminer E(U/).

En déduire qu'il existe un n-uplet (1,22, ... ,&,) € {—1,1}" tel que ||eyv + €202 + -+ +envn|l € N
d) Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) pour tout n-uplet (1,2, ... ,&n) € {—1,1}", llervr +e2va + ... +Enval = NCH

(i7) la famille (v;)1¢;¢n est orthonormale.
On commencera par prouver que, pour tout couple de vecteurs (e,b) € E2, |la+ b||* = lla — b||? si et seulement
si a et b sont orthogonauz. Autrement dit, les diagonales d'un parallélogramme P sont d’égales longueurs si et
seulement st P est un rectangle.
e) En déduire que si les vecteurs vy, vg, ..., v ne sont pas deux a deux orthogonaux, il existe un n-uplet
(€1,62, - - ,En} € {—1,1}" tel que [le1v1 + €202 + -+ + Envall > Jn.
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Soit {un)nen une suite convergente & termes strictement positifs et de limite nulle,
T

On pose pour tout n € N 5, = Z“k et vy, =
k=0

un+1
Sn

1. Etudier la nature de la série Z u;. en fonction de la nature de la série E U
k20 k20

1
2. Quel résultat obtient-on dans le cas oll up = — 7
n
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1. Question de cours : Définition d’une valeur propre et d'un vecteur propre d'un endomorphisme.

Soit n un entier de N* et soit A une matrice de M, (R). On note I la matrice identité de M, (R).
On suppose l'existence d'un réel k tel que ‘A A+ AA =k 1.

2. On pose : $="'AA+ A4, et pour tout X € My 1(R), ¢(X) =*XS5X.
Etudier le signe de ¢(X) et en déduire que k 2 0.

3. On suppose que k = 0. Montrer que A = 0.

On suppose dorénavant que k > 0.

4. Soit. f et ¢ les endomorphismes de R™ ayant pour matrices respectives, A et 'A dans la base canonique de R™.
Etablir la relation : Ker fnKer g = {0}.

5. On pose : 13 = *4 A. Soit A une valeur propre de B et X un vecteur propre associé.

a) Mentrer que A 2 0.

b) Montrer que X est un vecteur propre de la matrice A'A pour une valeur propre i que 'on précisera.

En déduire que A € [0, &].

¢) On suppose dans cette question que A €]0, k[. Montrer que les vecteurs AX et *tAX sont des vecteurs propres
de B pour la valeur propre p.

d) On se place dans la situation de la question c¢). On note Ej et E,, les sous-espaces propres de la matrice B
pour les valeurs propres A et u respectivement. On note  I'application de E) dans E,, définie par o{X) = AX.
Montrer que 'application ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Que peut-on dire si A =0 ou A=k7?
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Soit p €]0, 1] et (X )nen+ une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes
et suivant toutes la loi de Bernoulli de paramétre p.

Tt
On pose pour tout n € N* : §,, = EXz-.
i=1

g
1. Déterminer lim E(e_ﬂ&).
7nt—+oo
2. Etudier la convergence en probabilité de la suite de variables aléatoires (e 7t )ﬂ cpe



