Les sujets suivants, posés aux candidats des options scientifique, économigue, technologique et littéraire B/L,
constituent un échantillon des sujets proposés lors des épreuves orales du concours 2013,

1. SUJETS DE L'OPTION SCIENTIFIQUE

Exercice principal S46

1. Question de cours : Enoncer le théoréme de la bijection.

+oo 3
n - - - - £
2.a) Justifier la convergence de I'intégrale [ e~ & di et en donner la valeur.
0

B +oo 2
b} Etablir I'inégalité stricte : [ e E At s 1.
41

1 m

i 1, —ma 1 1, -1,
4.a) Etablir pour tout n € N*, les mégalités : (u, — —j e 8 £ —g |:1.!,.L - —:| e En”,

’ n n n
b) En déduire que u, est équivalent &4 — quand n tend vers oo,

n

- . i 2 , o

5. Trouver un équivalent de la différence (u,, — —), quand n tend vers +oo, de la forme —F ohaet 3 sont des
' Tt TiF

réels, indépendants de n, 4 déterminer.

Exercice sans préparation S46

Soit X une variable aléatoire 4 valeurs positives, admettant une densité f et vérifiant la propriété suivante : la

. , 1 .
ariable aléatoire X + ~ posséde une espérance mathématigue.

. 1
1. Etablir Iinégalité : £ (.‘f + _‘f) =12

2. Montrer que I'négalité précédente n’est jamais une égalité, mais gque E (."f + ~ peut prendre des valeurs

arhitrairement proches de 2.
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Exercice principal 551

1. Question de cours : Développement limité d'ordre 1 d'une fonction f: B — B de classe .

Soit f application de B® dans R définie par : ¥(z,y) € R?, f(zr,y) = (2r — y)? eV,

97 (a)+2 % ) =0.

) Justifier que [ est de classe 7 sur B? et vérifier que : ¥4 € R?,

h_:- Montrer gque f posséde une infinité de points critiques. Trouver ceux en lesquels f admet un extremum local
ou global.

3. Soit (o, #) un couple de réels différent de (0,0) et g une fonction de classe O sur R?, & valeurs réelles
vérifiant : ¥4 = R2, n—ji: A)+ :I‘—j— 1) =10.

Pour tout couple (u,v) € B2, on pose : hju,v) = glouw — Sv, fu 4 av).
a) Montrer que h{u + =,v) = h(w,v) + o(=) (quand = tend vers 0).
b) En déduire l'existence d'une fonction ¢ de classe O sur B telle que : Vu, v) € B2, hiu, v) = @(v).

4. Montrer que f est la seule fonction de classe €7 sur B? vérifiant :
—~ 2 df df _
WA = B2, | A+ T Ay=10

Vte R, f(0.t) =tet

Exercice sans préparation 551

Soit X et ¥ deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (2, 4, F) et de méme
loi A0, 1).

0o X 0
Onpose: M =Y 0 0
0o o 0

1. Calculer P(X =Y et P(XY = 0).

2, Trouver la probabilité que la matrice M =01t diagonalisable.
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Exercice principal 552

1. Question de cours : Inégalité des accrolssements fims pour une fonction réelle d'une variable réelle.

1
Soit f une fonction définie et continue sur |0, 1], & valeurs dans R, telle que l'intégrale [ f(t) di soit convergente.
" ke 1 40
Pour tout entier n = 1, on pose  u,(f) = Zf (—) — 1 [ filt)dt.
Tt Jdo
k=1

un(f)

2.a) Proposer une interprétation de en terme diaires et indiquer sa limite lorsque n tend vers +oo, dans

le cas oit f admet un prolongement continu au segment [0, 1].
b} On suppose dans cette question que f est la fonection £ — £,

Calculer u,( f) et vérifier que la suite [u,, [_1"]] est bornée.

nch*

3. Dans cette question, [ est une fonction continue positive et croissante sur |0, 1].
1
a}) Justifier la convergence de I'intégrale / fle) dt.
0

b} Montrer que la suite (un[}'jj est positive et majorde.

ncl=

4. En utilisant 1'inégalité des accroissements finis, montrer que si f admet un prolongement de classe ' an

segment [0, 1], alors la suite (u(f)) _y. est bornée.

5. Pour tout réel o, on note f, la fonction définie sur |0, 1] par f. () = t=.

1
Diéterminer pour quelles valeurs de o l'intégrale / fa(t)dt est convergente et la suite |:'1¢,,_{_i",,]jmﬂ+ bornée.
i =1

Exercice sans préparation 552

Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté |, ). On note £(F) 'ensemble des endomorphismes
de E et A(E) I'ensemble des éléments f de £{F) qui vérifient :

W (x,u) € E%, (f(z),u) = — (=, fly)).
1. Que peut-on dire de la matrice d'un élément f £ A(F) dans une base orthonormée de £7
2. On note C(E) 'ensemble des endomorphismes g de E qui commutent avec tous les éléments de A(F), c'est-
a-dire qui vérifient :

Wie A(E), feg=ugof.

a) Montrer que lorsque la dimension de E est égale & 2, C(F) est un plan vectoriel de C(F) qui contient 4{E).
b} Trouver C(E) lorsque la dimension de E est strictement supérieure & 2.
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Exercice principal 554

1. Question de cours : Rappeler la définition d'un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien. Que peut-on
dire de sa matrice dans une base orthonormale 7

L'espace vectoriel B® est muni du produit scalaire usuel, noté {, ¥, pour lequel la base canonique est orthonormale.

o -1 0 0 ]
1 0 -1 0 ]
St M =] 0 1 o -1 0 et ¢ 'endomorphisme de B* dont M est la matrice dans la base canonique.
o o 1 0o -1
o o0 0 1 ]
2.a) Montrer que la matrice M n'est pas inversible.

b) Montrer que Pendomorphisme

= 7 o i est symétrique.
] . (g .  de B5 o d ol T
d.a) Montrer que pour tout couple (2, y) de vecteurs de R®, on a @ {piz). ) = — {z.@ly) ).
b) Montrer que les valeurs propres de I'endomorphisme -,-.:2 sont négatives ou nulles.
¢) En déduire que M n'est pas diagonalisable.
4.a) Montrer que le noyaun de ¢ et 'image de  sont deux sous-espaces supplémentaires orthogonaux de RS,
b) Montrer que si A est une valeur propre non nulle de 2 et » un vecteur propre de 2 associé 4 A, alors les
deux vecteurs = et @(r) engendrent un plan de R® qui est stable par I'endomorphisme .
) Etablir existence de deux réels non nuls « et A, et d'une base orthonormale de R® dans laquelle la matrice
de 7 est :

0o 0 0 0 0
0 0 a 0 0
0 —a 0 0 0
0 0 0 0 §&
0 0 0 —g 0

Exercice sans préparation 554

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilizé [ﬂ. A P:| qui snit la loi uniforme sur | — 1, +1].
1. Trouver toutes les fonctions ¢ définies, continues et strictement monotones sur | — 1, +1[ telles que la variable
aléatoire ¥ = @(X') suive la lod exponentielle de paramétre 1.

2. En déduire une fonction paire ¢ définie sur | — 1, +1[ telle que la variable aléatoire 10X ) suive aussi la loi

exponentielle de paramétre 1.
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Exercice principal 555

1. Question de cours : Rappeler 'énoncé du théoréme de la limite centrée,

2. Soit (U, )nene et (Vi )nens deux suites de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé {ﬂ: A, P:]
et convergeant en probabilité vers 0.

a) Etablir pour tout £ = 0, 'inégalité : P(|U7, + V5| 2 ) £ P(|Ua| 2 2/2) + P(|V,| 2 =/2).

b} En déduire que la suite (I + Vi )nen- converge en probabilité vers 0.
) \ Ime
Dans la suite de 'exercice, # et p désignent deux parametres réels inconnus , avec p = (.

Soit X une variable aléatoire admettant pour densité la fonction fp , définie par :

Vr € R, faqlz) = E\-]-'{E ((&.\cp [: - % I:z' — 8- sz) + exp ( — %{:r' -8+ p}z)J, ol exp désigne la fonction
exponentielle.
3.a) Montrer que X admet un moment d'ordre 4.
b} Calculer I'espérance de X et montrer que la variance de X est égale & 1 + p”.
4. Soit (X, )nen. une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi que X.
n n
On pose pour tout n € M* : X, = %; X;et B, = %; (X; —Tn]z —1.

b) Proposer un intervalle de confiance de & utilisable pour de grands échantillons de la loi de X.

Exercice sans préparation 555

Soit n € M* et a et b deux réels tels que ab # 0. On note M (a, b) la matrice de Mp+:(R) donnée par :

0 a a --- a

oo --- 0

Mia,b) = . :
I | B ||

l.a) Calculer M (a,b)?

b} Montrer que M{ﬂ,bjﬁ est diagonalisable et trouver ses valeurs propres.

0 ¢ ¢ --- ¢
o o0

2. Montrer que Miec,d) = est semblable & M{a, b) si et seulement =i ab = od.

d 00 - 0
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Exercice principal 560

1. Question de cours : Définition et propriétés des endomorphismes symétriques d'un espace euclidien.

2, Dans cette question, F désiene espace vectoriel B® que 'on munit du produit sealaire usuel pour lequel la
base canonique (e, es, €3) est orthonormée.

Soit u 'endomorphisme de B3 défini par :

3 ;
Wiz, 22, 23) € B, u(zy,2a,23) = (21 + T2 + 225,17 — 72,27 + 225).

a) Trouver la matrice de u dans la base canonique et en déduire que u est symétrique.

b) Déterminer une base de Ker u, puis montrer que (u(e;), u(ez)) est une base orthogonale de Im u.

¢} Déterminer la matrice du projecteur orthogonal sur Im u dans la base canonique de B3,

Dans la suite de l'exercice, (f'_.‘, { +)) est un espace euclidien et on note || || la norme enchdienne associée au produit
scalaire {, ).

4. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, x un vecteur de I et y = pp(z) la projection orthogonale de z sur F.
Montrer que pour tout z € F, on a : ||z — z|| Z |z — |, avec égalité si et seulement si z = u.

4. Soit u un endomorphisme svmétrique de {E: { ,}}. On note p le projecteur orthogonal sur Im .

a) Montrer que Ker 2 et Im » sont supplémentaires et orthogonaws.

b) Soit = € E. Justifier I'existence d'un vecteur yp € F tel que u(w ) = p(r) et trouver parmi les vecteurs y € F
vérifiant u(y) = p{z), celui qui a la plus petite norme ; on le note v{x).

¢) Montrer que v est linéaire, puis calculer uov et wov o

d) Calculer p(z) et v(z) pour z = (1,1, 1), lorsque u est 'endomorphisme de E? de la question 2.

Exercice sans préparation SG0

Soit X une variable aléatoire possédant une densité de probahbilité continue sur B et nulle hors de Pintervalle
| —1,+1].
1. Montrer que X posséde une variance, qui est strictement comprise entre 0 et 1.

2. Montrer que toute valeur de l'intervalle ouvert |0, 1] est effectivement possible pour la variance de X
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Exercice principal SG62

1. Question de cours ; Définition de la limite d'une suite de nombres réels.

2. Soit (ug)nep+ une suite réelle bornée. On pose pour tout n € M* @ v, =suplug, & = n).
a) Montrer que la suite (v, )pen- est convergente.

b} On suppose que la suite (uy)nep- est positive et que lim v, = 0. Montrer que la suite (ug),en- est

m—oo
convergente avec  lim  wu, = 0.

n—+ oo

Soit (X, )pen+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé {ﬂ: A, Pj
suivant toutes la loi géométrique de paramétre p [0, 1[.

mn
On note pour tout n € B* © 5, = Z X
i=1

Sa 1
3. Soit £ = 0. Déterminer _Ijlll P O? - E‘ = :).

k—1
4.a) Montrer gue pour tout entier &k zn,ona: P(S =&) = (ﬂ -~ I)P"{] - I-']k_".
b) Que vaut P{S; = k) lorsque k < n?

5. Soit f : [1, +oo[— R une fonction de classe O, hornée et de dérivée bornée sur [1, +ool.

. L k E+n—1
a) Montrer que pour tout = |0, 1], la série Z_f’ (l - ?) ( n—1 )[1 — J-:,* est convergente,
k0

— I I —1
On pose alors pour tout = £]0,1] : K(z) = 2" Z f (1 + —) ( o )[1 — )k
= n n—1

k) Etablir I'existence de E (f (E)) et exprimer £ (F (E)) en fonction de K, (p).
n n

) Soit £ = 0. Montrer qu'il existe deux réels A et B tels que pour tout n € M* on a :

()@ ernr(2 4

d) Soit f £ [1, +oo| et (tn)nens lasuite définjie par :¥n € M, un = |Kn (I) — _i"[f:l‘. Montrer que ]|r_'t_1 un = 0.
n—+ (= =]

Exercice sans préparation SG62

Soit F = Ry[X] I'espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & 3.
Onpose: F={PecE P0)=P(1)=P(2)=0},G={PecFE, P(1)= P(2)= P3) =0}

et H={FPecE, P(X)=P—-X)}

Montrer que E=F & G o H.
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Exercice principal SG3

1. Question de cours : Théoréme de transfert.

. i 1
Soit p un réel vérifiant s<p< 1. Onposeg=1—p.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé

{il: A, P:|. Omn suppose que X est la variable certaine de valeur () et gue pour tout n € M*, la variable aléatoire
X, suit la loi binomiale de paramétres n et p.

FPour tout n = M et pour tout ¢ réel, on pose : Yo = 2Xn —n et gnlt) = E(t?_“’“]. ol £ désigne I'espérance..
2. Montrer que pour tout n £ M et pour tout ¢t € R4, on a : gat) = {pe'l - -:,rel:',ln.

3.a) Etablir pour tout n € M et pour tout £ € By, 'inégalité : P(Y, £ 0) £ ga(t).

b) Montrer qu'il existe o €]0, 1] (indépendant de n) tel que pour tout n € M, on a : P(Y, £ 0) £ o™

4. Dans cette question, soit n £ M* fixé. On pose Z; = 0 et 2, = min(¥g, ¥7,..., ¥al.
a) Déterminer 2, (). Calculer P(Z, = —n).
ko] f',t‘l:r-"l
b) Pour tout k = [0,n — 1], on pose : A = U [¥; < 0]. Montrer que I'on a : P(A;) < ]
F=k+1

c) Soit k € [0,n — 1] et r € [-n,0]. Etablir les inégalités :
PlZp=r)s P(Agn(Zn=7)) + P(Zx =71) et E(Z;) 2 —na™ + E(Z,).

5. Montrer que la suite (E{Z, }}ne‘!' est convergente.

Exercice sans préparation S63

Soit f un endomorphisme de B? et soit A la matrice de [ dans la base canonique de B®.
On suppose que [ n'est pas diagonalisable et qu'il vérifie : (f —id) e {_i"E +1d) = 0.

1. Montrer que Ker(f —id) et Ker(f* + id) sont supplémentaires.

o0 -1 0
2. Montrer que 4 est semblable a | 1 0 0
o 0 1
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Exercice principal 574

1. Question de cours ; Définition des valeurs propres et vecteurs propres d'un endomorphisme.

Soit F un espace vectoriel de dimension i € FM*. On rappelle qu'une forme linéaire de & est une application
linéaire de F dans B. On note E* = C(E,R) 'espace vectoriel des formes linéaires de .

2. Déterminer la dimension de E*.

3. Dans cette question uniquement, F est 'espace vectoriel IRP[_‘L'] des polvnimes i coefficients réels de desré
inférieur ou ézal 4 p (p € M).
1
Soit f et g denx éléments de E* définis par : pour tout P € E, f(P) = P(0) et g(P) :f Pt)dt.
a

Déterminer une base de Ker( f) et une base de Ker(g). Les formes linéaires f et g sont-elles proportionnelles 7

. Soit f et g deux éléments non nuls de E* tels que Ker(f) < Ker(g) .

[

} Montrer que Ker( f) = Ker(g).

=

) Soit 2y & Ker(f). On pose : h = g(zq)f — fi(zg)g. Montrer gue h = 0. Conclusion.

5. Dans cette question, on considére une matrice A € M3(R). On identifie A et I'endomorphisme de R* ayant
pour matrice A dans la base canonique de B,
Un sous-espace vectoriel F de B3 est dit stable par A lorsque pour tout X € Fona AX € F.

a) Soit X € F avec X # 0. Montrer que Vect{X') est stable par A si et seulement si X est vecteur propre de A.

b} Soit P le plan de B® d'équation az + by + ez =0 avee (a. b, ¢) # (0,0,0) et L la forme linéaire de BY définie
par Lir,y,z) = az + by + cz.
Montrer que P est stable par A si et seulement si Ker(L) © Ker(LA).

i
En déduire que P est stable par A si et seulement si | & | est un vecteur propre de A [transposée de A).
c

Exercice sans préparation 574

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé {EI!._ A, P:l suivant la lol normale d’espérance m
et de variance égale & 1. Soit b un réel strictement positif fixé.

1. Montrer que We € R, I'application a — Pla < X < o+ b) admet un maximum atteint en un point ag que
I'on déterminera.

2. Exprimer la valeur de ce maximum i 'aide de la fonction de répartition de la lol normale centrée réduite.

3. Interpréter géométriquement le résultat obtenu.
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Exercice principal 879

Pour n entier supérieur ou égal & 2, on munit B™ du produit scalaire canonique noté (.} et de la norme
enclidienne associée notée || .||

Soit F lespace vectoriel des fonctions définies sur E™ et & valeurs réelles. On pose :

P=Af:B" — R, ¥VxeR", f(—z)=flz)}et I ={f:R" — R, Yz e R", f(—x)=—Ff(z)}.

Enfin, on note I 'ensemble des fonctions f : R™ — R continues sur B™ et telles que, pour tous vecteurs w et
v de E® vérifiant (u,v} =0, ona: flu+v) = flu) + flv).

1. Question de cours : Théoréme de Pythagore.

2. Etablir les relations : F=P&T et H = (KNP) s (HNI).

A
nA| , ol |mA]| désigne la partie entiére du réel na.

3. Soit A £ R. Déterminer lim

—+ oo
4. Soit ge HNI.
a) En exploitant hypothése n 2 2, montrer que pour tout vecteur = € B™, on a : g(2x) = 2g(x).

b} Montrer que pour tout vecteur = € R™ et pour tout r £ }, on a : g(rz) = rg(z).
En déduire que pour tout A € B, on a : g(Ar) = Ag(z).

) Montrer que la fonction g est linéaire.

5. Seit he HNP.

a) Soit r et y deux vecteurs de R™ tels que ||z|| = ||v|]- Calculer {x — v,z + %) et en déduire que h(zx) = hiy).
b} Justifier lexistence d'une fonction i : B, — R telle que pour tout vecteur r € B™, on a : h(z) = ¢f||z|?).
c) On admet que ¢ est continue. Montrer que pour tous réels positils s et £, on a @ (s +t) = @(s) +2(f)-

d) Etablir alors 'existence d'une constante ¢ telle que pour tout = € B™, on a : h(z) = ||z|*.

fi. En déduire la forme générale de toute fonction f & M.

Exercice sans préparation 579

Soit X, Xa,...,. Xp (p 2 2) des variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probahilisé {ﬂ':_,d_: P:|
telles que pour tout i £ [1,p], X; suit la loi de Poisson de paramétre A; = 0.

P
Om pose pour tout p = 2 : 5, = Z X
i=1
1. Soit m £ M. Déterminer la loi conditionnelle du vecteur (X, X, ..., Xp—1) sachant (5, = n).

2. Soit n € M. Exprimer l'espérance conditionnelle E{X|X; + X2 = n) en fonction de n, A et Aq.
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Exercice principal S82

1. Question de cours ; Condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice soit diagonalisable.

Soit ' un C-espace vectoriel de dimension n (n = 2) et o un endomorphisme de F.

On note idg 'endomorphisme identité de E, Og 'endomorphisme nul de E et on pose : @
EeN*, o =poypkl

On dit que i est cyelique s'1] existe un vecteur xy € E tel que la famille (1'u= Plxa)y. .o g™
de E.

P — idg et pour tout

!(xq)) soit une hase

2. On suppose que o™ = Og et " ! &£ 0g.

a) Montrer que ¢ est cyelique.

b} Déterminer les valeurs propres de . L'endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 7

3. On suppose que ¢ est cycligue. Soit ¥ un endomorphisme de E tel que po v = Yo g

En utilisant une base do type I:z'u:._:[z'u | R ;""][1'.:]), établir I'existence d'un polynome P £ C[X] tel que
v = P(y).

4. On suppose que @ est cyclique. On note rp un vecteur de F vérifiant les deux conditions suivantes :
-1 o n
(ro,@(Ta), ... " {:rujlj est une base de E et ¢ (2o0) = zo.

a) Montrer que " = idg. En déduire que ¢ est bijectif.
b} Quelles sont les valeurs propres possibles de ¢ 7

) Montrer que i est diagonalisahle.

Exercice sans préparation S82

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A = 0. Onpose 1Y = | X | et Z = X -V

—

. Montrer que ¥ est une variable aléatoire et déterminer sa loi. Que peut-on dire de ¥ + 17

[

. Montrer que £ est une variable aléatoire et déterminer sa loi.
3. Les variables aléatoires ¥ et £ sont-elles indépendantes 7
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Exercice principal S84

1. Question de cours : Donner deux conditions suffisantes et non nécessaires de diagonalisabilité d’une matrice.
Soit m un entier de B* et A = (a; ;)15 jgn, Ia matrice de M, (K] telle que pour tout (i,j) € [|]:at]]2, ona
a;; = min(i, j).
2.a) Soit L = (l; ;)12 i une matrice triangulaire inférieure et 7 = {u; ;)12 520 une matrice triangulaire
J Ll B ] L k- B Rt
supérieure. On pose : M = LUV = (my ;)14 j<n-
:n:inl:'i:_;i]
. am ] . o
Montrer que pour tout (i, ) € [1,n]*, on a : M = E Lk Uk 5.
k=1
b) En déduire 'existence d’une matrice triangulaire supérieure T' telle que 4 = T
¢) Montrer que les matrices 4 et T' sont de méme rang.

d) Justifier que A est diagonalisable et déduire des questions précédentes que ses valeurs propres sont toutes
strictement positives,

e) Justifier l'inversibilité de A et déterminer son inverse.

3. Soit p €]0,1] et X, Xa,...,X,, n variables aléatoires définies sur un espace probahilisé (S!,A. F'],
indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre p.

k
Om pose pour tout k € [1,n], 5 = E X;.
i=1
On note g la matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire (5, Sa,...,5,).
a) Montrer que les valeurs propres de Eg sont toutes positives.
y i - -y ] - - -
b) Pour tout (i, §) € [1,n]°, déterminer Cov(5;, S;).

¢) Exprimer g en fonetion de A.

Exercice sans préparation 584

ko

1. Soit (uy)nep- la suite définie par : pour tout n € M*, u, = E 5 Déterminer lm  wy,.
o n—-+oo
k=1

2. Boit (v, )pen- la suite définie par : pour tout n € M*, v, = lel (1 + >
v n—F 00

1 . .
—— |. Déterminer lim w,.
1
k=1
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Exercice principal S85

1. Question de cours : Définition de la convergence d'une série réelle.
2, - . { T
Pour tout n € N*, on pose : u,(r) = —.
n
2.a) Déterminer 'ensemble des réels z pour lesquels la suite (up,(z ), converge vers 0.
b) Déterminer I'ensemble des réels r pour lesquels la série E uy,(z) est absolument convergente.

nzl

x
3.a) Soit x € |1, 1[. Calculer pour tout k € N*, / t*~! dt et en déduire que sin €
5

n x ,n
E up(z) = —In(1 — ) 7/ —dt.
T

k=1
I n
b) Montrer quesiz € [—1,1[,ona: lim —dt = 0.
= x n—++0 Jo 1—1t
+ 00
c¢) En déduire que Vx € [—1, 1], la série E u,.(z) est convergente et donner la valeur de E Un(T).
nzl n=1
l oc
4.a) Etablir la convergence de la série E e et calculer E
20 n=2
N J.n -r.'i
b) Montrer que pour tout z € [—1, 1|, la série E —— est convergente et calculer sa somme E _
n22 = n®—1
+o o
c) L'application f de [—-1,1] dans R qui & = associe f(r) = E T est-elle continue 7
n®—1
n=2

Exercice sans préparation S85

On lance une piéce de monnaie équilibrée n fois de suite de maniére indépendante et on s’'intéresse a 'événement
E, = "au cours des n lancers, deux Pile successifs n'apparaissent pas”. On note pour tout n € N*, P, la
probabilité de F,,.

Trouver une relation entre P, P,_; et P,_5 et montrer que lim F, =0.
n—++00
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Exercice principal S88

1. Question de cours : Définition et propriétés d'une fonction convexe sur un intervalle.

Spit f une fonction définie sur BT 4 valeurs dans BT, dérivable et décroissante. On suppose que les deux
+o0 + oo
intégrales / f(t)dt et [ f"f[i)dr, sont convergentes. On veut montrer gue pour tout réel g =0, on a @
Jo Ja

2 7L | R
m fltydt < 5 £2 f(t)dt
Ju 0

=]
Omn note F et & les fonctions définies sur BY par - Fir) = f fit)dt et Giz) = F(/T).
x

2. Montrer que F et G sont décroissantes et convexes sur B}

3. En majorant uQG[uQ] pour tout w = 0, montrer gue lim =G{r) = 0.
—++o0

X X
4.a) Iitablir pour tout réel X = 0, la relation : f Gr)der = XG(X) + f 25 (1)dt.
0 i

+oo oo +oo
b} En déduire la convergence de 'intégrale [ Gx)de et 'égalité : [ Gizrde = [ 2 f(t)dt.
+o 4o Jo

H.a) Soit OA B un triangle rectangle en O et M un point de son hypothénuse A B. On note P et Q@ les projections
orthogonales de M sur QA et O 8 respectivement.

Montrer que 'aire du rectangle (PM Q) est toujours inférieure ou ézale i la moitié de 'aire du triangle A B.
[5}] A partir de considérations géométriques sur la courbe représentative de la fonction convexe &, démontrer
Iinégalité annoncée en préambule.

Exercice sans préparation S88

1. Soit ¥ une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé [ﬂ. A. P] qui prend les valeurs 0, 1 et
2 avec les probabilités py.p et pe respectivement. On suppose que E(Y) =1 et IL'[YZ =a/3.
Calculer py, py et po.

2. Soit 7y, Ty, . .., Ty, (n+ 1) réels distincts et soit @ Papplication de B, [X] dans Bt qui, 4 tout polynome
de B, [X], associe le (n + 1}-uplet (Q(zp), Q(z1),---, Qral)-

a) Montrer que « est une application linéaire hijective.
b) Déterminer la matrice ® de ¢ dans les bases canoniques respectives de B, [X] et R*%1

3. Spit X une variable aléatoire discréte qui prend les valeurs zg, 74, .. .. T,.
On suppose que E(X ), E(X?),..., E(X™) sont connus. Peut-on déterminer la loi de X 7
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