SUJET E1

Exercice principal E1

Soit a un réel de ]0,2[ et f la fonction définie par : f(z) =< a

X 2 .
ZeTr /2 g 2 >0
0 si <0

1. Question de cours : Donner ’expression intégrale ainsi que la valeur du moment d’ordre 2 d’une variable

aléatoire Z suivant la loi normale de paramétres 0 et a.

2. (a) Montrer que la fonction f est une densité de probabilité.

Dans la suite de ’exercice, on considére une variable aléatoire X de densité f définie sur un espace

probabilité (2, A4, P).

(b) Déterminer la fonction de répartition Fy de X.

(c) Donner le tableau des variations des courbes de f et de F'x pour a €]0;2[ quelconque et tracez-les pour

a=1.
(d) Montrer que X admet une espérance et la calculer.
X2
3. On considére la variable aléatoire Y définie par : ¥ = o
a

Déterminer la loi de Y.

4. On suppose désormais que le parameétre a est inconnu et on souhaite 'estimer. Soit n un entier naturel
supérieur ou égal & 1. On considére un échantillon (X1, Xs, ..., X,,) définie sur (2, A, P) composé de variables

aléatoires indépendantes ayant toutes la méme loi que X.

1
On note S, la variable aléatoire définie par S,, = — Z X,f.
2n “—

(a) Montrer que S, est un estimateur sans biais et convergent de a.

(b) Proposer un intervalle de confiance de a au niveau de risque « €]0,1[ a aide de S,,.
5. Soit la variable aléatoire Z définie sur (2, .4, P) par :

1
Déterminer la fonction de répartition de Z.

Solution :

1. Programme ECE2 page 16. Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres 0 et a.

Alors (2) = 0 et [V(2) = a]

Z admet donc un moment d’ordre 2 et ]E(ZQ) =V(Z)+ (IE(Z))2 =a.

e, 1 2
D’autre part, E(Z?) = / t2 et /20t =

— ! / 12e~t/2agyl _ 2 /+Oo 2e=t" /20y
o V2ma V2ma J_co V2ma Jo
2. (a) f est continue et positive sur R.

+oo +oo “+oo
t)d t)d dt = dt car null r|— o0;0].
/ t= / f(®) t+/ f(t)dt /0 f(t)dt car f est nulle sur | — oo; 0]

Smt alors A > O
/ f)dt = / Let?/2a gy — [_e—t2/2ar S 1A g
a 0 A—+4o0

A1ns1,/_ f()dt:A+mf(t)dt:1

‘ f est bien une densité de probabilité. ‘




(b) ¥z € R, Fx (2 / F(t)dt. Ainsi, Va €] — 00; 0], Fx () = 0

N TR o ey

1 2 92 .2 2 2
(c) f est dérivable sur RY. Vz > 0, f'(z) = P <;> 2x2 exp ( 5 > ¢ af exp < ; >

1 1
1'(0) = =, cela donne I’équation de la tangente en 0, y = —x. La tangente & Fx en 0 est horizontale
a a

1
On a donc un maximum en z = v/a, qui vaut Ta exp(—1/2)

a
Fx est croissante, concave sur [0, /a] et convexe sur [v/a, +00|
On trace la courbe pour a = 1.

—+oo
(d) X admet une espérance ssi / tf(t)dt converge absolument (donc converge).

Or, sous réserve de convergence,

+oo +o00 t2 5 1 +o0o R
/ tf(t)dt :/ —e /20t = f/ t2et /204t
o 0 a a Jo

Or d’aprés la question 1, E(Z?) = t267t2/2“ dt=a

V2ma

1 [t 2
Donc 7/ t2e=t"/2% 4t converge et :
aJo

+
OOth_tz/Qa dt = yama xd =2

X
2a V2ma Jo 2a 2

2
3. Ve e R, Fy(z)=PY <2)=P (X < x) = P(X? < 2ax)

2a
Si1'<0 Fy( )_0
Siz >0, Fy(x ) P(X? < 2az) = P(X < V2az) = Fx(V2az) =1 —e7200/20 =] _ =@

4. (a) S, est une fonction de n variables aléatoires indépendantes de méme loi, qui dépend de a donc S, est
un estimateur de a. Montrons que cet estimateur est sans biais :

n—1
E(Sy, ( Z Xk> = Z E (X}) par linéarité de I'espérance.

Or chaque X; su1t la méme loi que X et son moment d’ordre 2 vaut 2a d’apreés la question 3.b). Ainsi,

I V2
E(X) =~ / 2ot/ gp = YO
0

1\ 1
E(Sn):%ZZa:%anZa:a.
k=0

Donc ‘ S, est un estimateur sans biais de a. ‘

En appliquant la loi faible des grands nombres, on a ‘ S, est un estimateur convergent de a.

(b) Soit & > 0 fixé.

Avec Bienaymé-Tchebychev, P(]S,, — a| > ¢) < 2 =2 < —

2
a=—5 S8l =—=

ne van

.. 2
AlnSlP(|Sn—CL| < m) 2 l—«
2
On a donc comme intervalle de confiance {Sn — Jan’ Sn + Jan |’ ou méme

[max (o, S \/an) min (2, St \/%ﬂ

5. Le support de Z vaut R




1

On détermine pour z fixé Fz(z) =P(Z < z) = P( < z) (puisque P(X =1) =0)

X-1"
1 1
Premier cas : si 2 <0, —— < zssi — < X —1<0ssi <X<«l1
X -1 z
- X "y z+1 —(z+1)2 -1
Ainsi, comme X est & densité, P(Z < z) = Fx (1) — Fx =exp| ———— | —exp| —
z 2az2 2a
—1
Deuxiéme cas :si 2 =0, P(Z <0) =P(X —1<0)=Fx(1)|=1—exp (2)
a
. 1 . 1
Tr0151ernecas:51z<0,ﬁgzs51X—1<OouX—l>f
— z

Ainsi Fy (z) = Fx (1) + 1 — Fx (2 i 1) —1—exp (;i) +exp <_(z+1)2)

z 2a22




Exercice sans préparation E1

Soient a et b deux réels.
Pour tout n € N*, on pose
up =In(n) + aln(n + 1) + bln(n + 2).

Déterminer des conditions nécessaires et suffisantes sur a et b pour que la série de terme général wu,, converge.

Ecrire un script Scilab indiquant si la série converge et permettant, en cas de divergence, de déterminer le plus
n

>

k=1

petit entier n tel que > 100.

En cas de convergence, calculer sa somme.

Solution :

Pour n € N*,  w,

lnn+aln(n(1+i))+bm(n(1+z>)

1 2
Up = (a+b+1)lnn+aln<1+>+bln(l+)
n n

1 1 2 2 1
Un = (a—|—b+1)lnn+a<n—2n2>—|—b<n—n2>—|—o(n2>

2b 4b 1
Up = (a+b+1)lnn+a+ _ot o( )

n——4o00 n 2n? n?

— Sia+b+1+#0,alorsu, ~ (a+b+1)lnn : donc, la série diverge grossiérement.

—+o0
— Sia+b+1=0,
— ler cas : a + 2b # 0. Alors,

a+2b
Unp ~ .
n—-+o0o n

Par critére d’équivalence des séries a termes positifs (resp. négatifs), la série diverge.
— 2ndcas:a+2b=0,alorsa=—2beta+b+1=0,donca=—-2et b=1.
Il suit que
__a +4b 2

" n—+00 n2 o n? '

Par critére d’équivalence des séries & termes de signe constant, la série converge.
On conclut que | la série converge si et seulement si a = —2 et b = 1.

a=input (’Donner la valeur de a’)
b=input (’Donner la valeur de b’)
if (a==-2) & (b==1 )then disp(’la série converge’)
else
S=ax*log(2)+bxlog(3)
k=1
while abs(8)<=100
k=k+1
S=S+log(k)+a*xlog(k+1)+bxlog(k+2)
end
disp (k)
end



eDanslecasota=—-2etb=1:

N N N N N +2
nz::l Uy, = ;[ln(n)_m(nﬂ)}+Z[1n(n+2)_1n(n+1)} > tp =—In(N+1)+In(N+2)~In2 =In (N+1> —In2.

n=1 n=1

—+oo
Par passage a la limite, on conclut que Z Uy = —1In 2.
n=1




SUJET E2

Exercice principal E2

Soit E = R3[X] 'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.
On note B = (1, X,XQ,X3) la base canonique de F.

Soit F' I’espace vectoriel des applications numériques f telles que il existe P € F vérifiant :

Ve eR f(z)=e "P(x).
On pose fi : z — e %z” pour k € {0,1,2,3}.
1. Question de cours : soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie.
(a) Donner la définition d’un isomorphisme ¢ de E sur F.
(b) Donner une condition nécessaire pour qu'’il existe un isomorphisme de E sur F.

(c) Donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que ¢ € L(E, F') soit un isomorphisme quand la
condition de la question b) est vérifiée.

2. Montrer que C = (fo, f1, f2, f3) est une base de F.

3. Soit ¢ lapplication définie sur F par : VP € E Vx € R, ¢(P)(z) =e " (P(z) — 2P (z + 1)).
(a) Montrer que ¢ est une application linéaire de FE dans F'.
(b) Ecrire la matrice de ¢ dans les bases B et C de E et F.
(¢) ¢ est-elle un isomorphisme de E sur F'? ¢ est-elle diagonalisable ?

4. Soit E’ le sous espace vectoriel de F engendré par 1, X2 et X3. Soit v I'application définie sur E’ par :
VP e E' (P)=(P).

Déterminer un espace F’ tel que ¢ établisse un isomorphisme entre E’ et F”.

5. Résoudre dans E D'équation d’inconnue P : Vo € R ¢(P)(z) = e * (14 az + 2*) oil a est un paramétre
réel.

Solution :

1. (a) Programme officiel ECE2 page 6. Un isomorphisme est ’une application linéaire bijective.

(b) II existe un isomorphisme de E sur F ssi ‘ dim(E)=dim(F) ‘
(c) Si¢p € L(E,F) et dim(F)=dim(F), alors :
‘d) est un isomorphisme ssi Ker (¢) = {0} ssi Im (¢) = F ssi rg(¢)=dim(E). ‘
2. Vk, fr e F.

3
Et par définition de F, Vf € E 3 (o, g1, 2, pi3) € R* tel que Vo € R f(z) = e~ * Zukxk = Z,ukfk(x).
Donc la famille C est génératrice de F'. Montrons que cette famille est libre

3
Soit ()\0, A1, A2, )\3) e R* tel que Z Ao fr =0
k=0

3 3 3
Ve eR Y Apfi(w) =0done Y Aa® =0et done Y M X¥ =0
k=0 k=0 k=0
Ainsi Vk € {0,1,2,3}, A, =0

(on identifie dans la base canonique de E)

Donc C est libre. Conclusion : ‘C est une base de F. ‘

3. (a) La linéarité est est immeédiate.
Et si P € R3[X], P(X) et XP'(X + 1) sont bien des polynomes de R3[X], donc f(P) € E.



(b) Si P(X) =X P'(X)=0et P'(X +1) =0 ainsi p(X°) = fo.
Si P(X)=X, Pl(X)=1et P/(X +1)=1 ainsi p(X) = 0.
Si P(X)=X?% P'(X)=2X et P/(X +1) =2X + 2 ainsi p(X?) = —fo — 2f1.
Si P(X)=X3 P'(X)=3X?et P/(X +1)=3X%+6X +3. Ainsi p(X3) = —2f3 — 6f, — 3f.
10 0 0
00 —2 -3
M=1"90 -1 -6
00 0 -2

(c) M ‘n’est pas inversible‘ (une colonne nulle) donc ¢ n’est pas un isomorphisme de E sur F.

M est | diagonalisable | : elle est triangulaire supérieure et I’on peut lire qu’elle admet 4 valeurs propres

distinctes.
. (1, X2, X?) est une base de E'.
On pose F’ =vect(p(X?), p(X?), p(X?))
o est linéaire donc ¢ est linéaire.
L’image de la base (1, X2, X?) par 1 est (¢(X?), p(X?), p(X?)).
C’est une famille libre (étagée dans la base des f)
On pose donc F' =vect(p(X), p(X?), p(X?)).
On a alors dim(F')=dim(E’) et Im (¢)) = F”

‘1/1 est un isomorphisme de E’ dans F’

. On pose le probléme avec la matrice M
Soit P = aX" +bX +cX? + dX?
o(P)=e"" (14 az +2?)

a = 1 a = 1

ssi — 2¢ — 3d = « s 2 = «
—c — 6d = 1 c = -1

- 2d = 0 d = 0

Premier cas si a # 2, il n’y a pas de solutions.

Si a = —2 tout polynéme de la forme | X + AX — X2 = 0|, ot \ est un réel.




Exercice sans préparation E2

Soit le script Scilab suivant :

function y=X(p)
y=0
u=1
while u>p
y=y+1
u=rand ()
end
endfunction

p=input (’p=’);
g=input(’q=’)
Y=X(p);
Z=X(q);
M=[1,2;Y,Z];
disp(M)

// 0<p<l et 0<g<1

1. Expliquer le script.

2. On exécute le script.
Quelle est la probabilité que M soit inversible ?

Solution :

1. Les différents appels de rand() sont supposés indépendants donc X simule le temps d’attente d’un succeés
de probabilité p. X suit la loi géométrique de paramétre p.

M est une matrice carrée d’ordre 2

(v 2)

respectifs p et ¢q. Yet Z sont indépendantes car les différents appels de rand ()

ol Y et Z sont deux variables géométriques de paramétres

sont indépendants.

. . . . 1 2 ., . .
2. M est non inversible si et seulement si les colonnes ( v ) et ( 7 ) sont liées donc si et seulement si

Pévévement [Z = 2Y] est réalisé.

+oo

[Z=2Y]= U ([Y =klN[Z= 2k]> union disjointe.

k=1

P(Z = 2Y) = fp(l 7p)k*1 X q(l _ q)2k71 _
k=1

oy Pa(1—q)
I (T

Donc la probabilité que M soit inversible est

+oo
q k 2k
) (1 —=p)"(1 —¢)*".
(1—p><1—q>; e
1 pq(1—q)

1-(1-p)(1-q)?




SUJET E3
Exercice principal E3

132

Soit f la fonction définie sur R par f:xz+— e”
2
Pour tout n € N, on définit la fonction H,, sur R par H,, : ¢ — (—1)"e” R (x),
ou f™ désigne la dérivée n-ieme de la fonction f.

Pour tout entier n € N, on admet que si g et h sont deux fonctions n fois dérivables sur R, alors le produit g x h

est n fois dérivable sur R avec
n

(9xm)™ =3 (’;)g<k>h<"—’f)-(**)

k=0

1. Question de cours : rappeler la définition d’un endomorphisme diagonalisable.
2. Déterminer Hy et Hy.
3. Soit n € N.

(a) Déterminer une relation simple entre H,, 11, H, et H},.

(b) Montrer que H,, est un polynoéme dont on précisera le degré, le coefficient dominant et la parité.
4. Montrer que

Vo eR, f("+2)(:c) + 2mf(”+1)(33) =—-2(n+ 1)f(")(x).

5. Soit n € N. Soit ¢ 'application qui & tout polynéme P € R, [X] associe le polynome 2X P'(X) — P”. On

admet que que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].

(a) Soit ¢ € [0,n]. Montrer que H; est un vecteurs propre de ¢.

(b) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

ai
6. (a) Compléter la fonction Scilab suivante qui si on lui donne n € N* et M = : une matrice de
Ap+1
n+1
M41,1(R) contenant les coefficients d’un polynoéme P(X) = Z arp,X*~1 de R, [X] renverra une matrice
k=1

de M,,+1.1(R) contenant les coefficients de P'(X).

function D=deriv(M,n)
D=zeros(n+1,1)
for ....

end;
endfunction

(b) Compléter alors la fonction Scilab suivante, qui si on lui donne n € N* renverra une matrice de M,,11.1(R)
contenant les coefficients de H,,.

function H=coeff (n)
H=zeros(n+1,1);

H(1,1)=1;
for k=1:n
HH=H

Hderiv=deriv(H,n)
for j=...
end

end
endfunction



Solution :

1. Un endomorphisme f de E est dit diagonalisable s’il existe une base de F formée de vecteurs propres de f
(programme officiel ECE2, page 7).

2 2

2. Pour tout z € R, | Hy(z) = e =1 et Hy(z) = (—l)ezz(—Qx)e_m = 2.

3. (a) On dérive la relation qui définit H,,. Pour tout = € R,

H (2) = (~1)"22e®” {0 (2) + (~1)"e"” [0 ()] = 20, (x) — Hoa(2).

(b) On démontre par récurrence sur n que H,, est un polynoéme de degré n et de coefficient dominant 2".
La question 2 montre que la propriété est vraie au rang n = 0.
On suppose la propriété vérifiee pour un certain rang n € N. Comme H,, 1 = 2XH,, — H/, (question
3) et comme on a supposé que H, est un polynome, alors H, 1 est lui aussi un polynome. Son degré
est celui de 2X H,,, donc son degré est n + 1. Puisque H,, a pour coefficient dominant 2", le coefficient
dominant de H, 4, est 2.2" = 2"". On a donc démontré la propriété au rang n + 1.

On conclut par récurrence que’ H,, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant 2" pour tout n € N.

4. La fonction f est infiniment dérivable sur R. Pour tout = € R, f'(z) = —2zf(z). On calcule la dérivée
(n + 1)-iéme de ce produit par la formule (de Leibniz) rappelée par I’énoncé en prenant g : © — —2z et
h:a+— f(x). Comme pour tout k > 2, g*) = 0 (fonction nulle), on obtient alors

Vz eR, FO2 () = =22+ (z) + <” T 1) (=2)f™) ().

D’o,

VeeR, O (@) 4220 (2) +2(n+1)f™(2z) =0

5. (a) La famille (Ho, Hy, ..., H,) est une famille libre de R,,[X] puisque c’est une famille de polynomes éche-
lonnés en degré, ne contenant pas le polynoéme nul (voir question 4). Comme cette famille contient n + 1
vecteurs, c’est une base de R, [X].

Pour calculer ¢(Hy), on utilise 6.
Hi(@) = (=) (20 (@) + 4D (@)

Hi(@) = (~0% (422D (2) + 20D (@) + 2D (@) + 20 FD (@) + 4 (@)

= (~Dke” (422 + 2P (@) + 40 FH (@) + FEH) ().

On en déduit que pour tout z € R,

p(H)(@) = (-1 (402 — 42% = 2) P (@) + 20 — ) fED (@) - [0 (@))

= (=DFe” (=24 2(k + 1)) f® ()

Ainsi ¢(Hy) = 2X H;,—H, = 2kH, ce qui prouve que‘ Hj, est vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre 2k.

(b) ‘ L’endomorphisme ¢ est diagonalisable ‘ puisque 'on vient de trouver une base de R, [X] constituée de

vecteurs propres de . Le spectre de ¢ est {2k, 0 < k < n} : on a en effet trouvé n + 1 valeurs propres
distinctes et il ne peut pas y en avoir davantage.

n+1 n+1 n+1 n
6.(a) Si P(X) =Y apX* ' =aoX?+ ) ap X" P(X) =) (k- DapX"? =) jaj 1 X7
k=1 k=2 k=2 j=1
Donc le n + 1-iéme coefficient de la matrice que renvoie la fonction doit étre nul, et le j-iéme doit valoir
J X ajtr.
for j=1:n

D(j,1)=j*M(j+1,1)



k k
(b) Hioa(X) =0, X7 et H_,(X) =Y ;X9
j=1 j=1
k+1

k k k
Hy(X) = 2XHy, (X)) = Hj_(X) = 20;X7 =Y ;X771 =3 20, 1 X1 = > b X7
j=1 j=1 i=2 j=1
Donc le premier coefficient de Hy(X) vaut —b1, les coeflicients pour j entre 2 et k+1 : 2a,_1 —b; (méme
pour j =k + 1 car bg11 = 0)

function H=coeff (n)
H=zeros(n+1,1);

H(1,1)=1;
for k=1:n
HH=H

Hderiv=deriv(H,n)
H(1,1)=-Hderiv(1,1)

for j=2:k+1
H(j,1)=2%HH(j-1,1)-Hderiv(j,1)
end
end

endfunction



Exercice sans préparation E3

Soit a et b deux réels non nuls.

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur un espace probabilisé (2, .4, P) telles que X (©2) = {0, a}
et Y(Q) ={0,b}.

1. Montrer que X, Y et XY admettent une espérance et déterminer ces espérances.

2. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si cov(X,Y) = 0.

Solution :

1. Remarquons que XY (Q) = {0, ab}.
X, Y et XY sont des variables aléatoires finies, elles admettent donc une espérance.
Et |E(X) = aP(X = a), E(Y) = bP(Y = b) et E(XY) = abP((X = a) N (Y =b)).
2. (=) Si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) = 0.
(<) Sicov(X,Y) =0, alors E(X)E(Y) = E(XY).
Or d’apreés la question précédente, abP(X = a)P(Y =b) = abP((X = a) N (Y =1)).
Or ab # 0. Donc P(X = a)P(Y =b) =P((X =a)N (Y =b)).
Donc (X = a) et (X = b) sont indépendants.
Alors (X = a) et (X = b) sont indépendants. Ou encore (X = 0) et (Y = b) sont indépendants.
De méme (X = a) et (Y = 0) sont indépendants et (X = 0) et (Y = 0) sont indépendants.
Ainsi X et Y sont indépendants.

‘X et Y sont indépendantes si et seulement si cov(X,Y) = 0. ‘




SUJET E4
Exercice principal E4

Soit n € N* et E = R,[X] I’espace vectoriel des polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.
P(0)
P(1)
Soit ¢ Iapplication qui a tout polynéme P élément de E associe la matrice colonne

P(n)

—_

. Question de cours : nombre de racines d’un polynéme P € R, [X].

[\

. Montrer que ¢ est un isomorphisme de E dans M, ;1 1(R).

3. On suppose dans cette question seulement que n = 2.
Montrer qu’il existe une matrice A € M3(R) que l'on précisera telle que pour tout P € E :
P(0) a
Si P(X)=a+bX +cX? alors [ P(1) | =A[ b
P(2)

Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.
4. On revient au cas général.
(a) Montrer qu’il existe une matrice V'€ M,,1(R) que l'on précisera telle que pour tout P € F :

P(O) ap
n i P(l) aq
Si P(X) =) a;X", alors ) —V
i=0 :
P(n) an,
Justifier que V est inversible.
(b) Pour i€ {0,1,...,n}, montrer qu'’il existe un unique polynome L; € R,[X] tel que

Li(i)=1
L;(j) =0 pour tout j € {0,1,...,n}\{i}

Co,i
n C1,i
(c) On pose pour ¢ € [|0,n]], L;(X) = ZCMX’“ l’on note et C; = ) € Mpt11(R).
k=0 :
Cn,i

Calculer VC; et en déduire Iexpression de V1,
5. A Paide de la question 4, retrouver A~

Solution :

1. Question de cours :
Un polynoéme P € R, [X] qui a au moins n + 1 racines distinctes est le polynéme nul.
Un polynéme non nul de R,[X] a au plus n racines distinctes
Programme ECEL page 10.

2. ‘dim(E) =n-+1 ‘ ¢ est une application linéaire de E dans M,41,1(R) d’aprés les opérations sur les poly-
nomes et les opérations sur les matrices.
Soit P € Ker (¢),Vi € {0,...,n} P(i) =0. Or, deg(P) < n et P a au moins n + 1 racines donc P =0
Ainsi Ker ¢ = {0} et ¢ est injective. De plus, par théoréme du rang,
dim(Im(y))=dim(E)=dim(M,,11 1(R)) et donc ¢ est surjective.

‘ ¢ est un isomorphisme de E sur M, ;11 (R). ‘




P(0) a P(0) a 1 00
P1) | = a+b+c ydonc | P(1) | =A| b donclA=1[1 1 1
P(2) a+2b+4c P(2) c 1 2 4
a =z
On résout le systéme : ¢ a+b+c =y d’inconnue (z,y, z).
a+2b+4c =z
a ==
a ==z a ==z a ==z 3 1
a+b+c =y ssi<b+c =—zx+yssi{b+c =—-x+y ssi { b :—533—221—52
a+2b+4c ==z 206 +4c =—-x+=z 2c =z —-2y+=z c :%x—y—i—%z
1 0 0
3 1
Le systéme a une unique solution donc A est inversible et [ A~ = D) 2 D)
1 1
- 1 =
2 2
P(0) a0 10 0
(1) , 1 1 .- 1
1 2 n
4. (a) . —v| . |oaajv=|1 2 2 2
P(?’l) Qn 1 n n2 ceeonm

(b) | ¢ est bijective |, il existe donc un unique polynome L; tel que ¢(L;) = E;, ou E; est le i 4+ 1-éme vecteur

de la base canonique de M,,41.1(R), ce qui donne la propriété demandée

L;(0)
L;(1)

(c) Soit i € [|0,n|], on a alors VC; = }

Li(n)

Ainsi VC; = E; ou E; est le (i 4+ 1)-iéme vecteur de la base canonique de M,,111(R).

On a donc C; = V7'E;, C; est la (i + 1)-iéme colonne de V.

On peut aussi voir, comme en b), que o~ *(L;) = E;.

V1 est la matrice de M, 1(R) formée en juxtaposant les colonnes Cy, C1, ..., Cy,.
(X —1)(X —2) 3. 1.,
5. Lg=—-"————"=1—-—-X+-X".
0 2 2+ T3
X(X -2
L= % =2X — X2
X(X-1) 1, 1,
Ly="""" o “x 4 -x2
3 2 2 T3

En écrivant les coordonnées de ces trois polynomes dans la base canonique dans trois colonnes, | on retrouve bien A7




Exercice sans préparation E4

Deux urnes A et B contiennent initialement chacune deux boules numérotées 0 et 1. Leur contenu évolue lors d’une

expérience aléatoire et est simulé par un vecteur ligne Scilab.

Ainsi la ligne de code A=[0,1] permet de voir qu’initialement, I'urne A contient une boule numérotée 0 et une

autre numérotée 1.
On considére la fonction Scilab suivante qui permet de simuler une variable aléatoire X :

function k=simulX()
A=[0,1]
B=[0,1]
Y=grand (4,2, "uin",1,2)
k=0;
while (sum(A)>0)&(k<4)
k=k+1
i=Y(k,1)
j=Y(k,2)
c=A(i)
A(1)=B(j)
B(j)=c
end
endfunction

Expliquer le protocole ainsi simulé et donner la loi de X.

Solution :

A chaque étape, on choisit une boule au hasard dans A et une boule au hasard dans B et on les change d’urnes.

On effectue au maximum trois étapes.
Le résultat de la fonction donne

* le nombre d’échanges nécessaires pour que A contienne les deux boules numérotées 0 si cela se produit en

trois étapes ou moins.
* 4 si au bout de trois échanges on n’a pas obtenu les deux boules 0 dans A.

X(Q) ={1,2,3,4}

On note Y% le nombre de boules 0 dans A a Iissue de k échanges
[X =1] =[Y1 =0]. Or P(Y; = 0) = P("choisir 1 dans A et 0 dans B”) =

DO =
N =
] =

[X =2] =[¥1 =1]N[Y2 = 2] (on peut écrire une formule des probabilités totales avec (Y1 = n)ogn<2 mais seul

le terme en n = 1 apporte une contribution non nulle.)
P(X =2)=P(Y1 = 1) X Pry,—1j(Y2 = 2)
Or [Y1 = 1] = | "choisir les deux boules 0 ou les deux boules 1 et les échanger"|

P(lel):%x%+§x%.
1 1 1
IED(X:2):b§><Z:g
X=3 = (m=1nM=1n¥=2) U(¥=0n[%=1n[r=2)
Union d’événements incompatibles ﬁ 3):IP’(Y1 _1) X Pry,=11(Ya = 2) X Ppy,—ojn[va=11(Y3 = 2) +
P(X3);x;xi+ixlxié




SUJET E5

Exercice principal E5

Soit n € N* et f un endomorphisme de R?*"*! dont la matrice dans la base canonique (e, ea,- - - ,€2,41) €st
R P 0 1
0. 0
- .,".:O. . .
M = 0170
. ' .0- . .
1 IR O PP, -0 1

M = (m; j)1<i j<n Ol pour tout (i,5) € [|1,2n+1|]* : m; ;= 1si j =i oui+j=2n+2et m;; = 0 sinon.

1. Question de cours : Donner la définition d’une matrice diagonalisable et une caractérisation.
2. (a) Justifier que M est diagonalisable.

(b) Justifier que e,11 est un vecteur propre de f et déterminer la valeur propre associée.
3. Notons pour tout entier k de [1,n], Fi = Vect(e, eant2—k)-

(a) Soit gx Papplication définie sur Fj, qui & tout élément x de F}, associe f(z).
Montrer que gi est un endomorphisme de Fj et donner sa matrice, Ax, dans la base (e, eanta—k)-

(b) Diagonaliser Ay

(¢) En déduire une base de F, dans laquelle la matrice de gy est diagonale.
4. Déterminer les valeurs propres de f et ses sous-espaces propres associés i partir des questions précédentes.
5. Pour tout entier k de [1,n],

(a) Soit B une matrice de .#(R) telle que B? = Ay,
On admettra que B admet les méme vecteurs propres que Aj. Déterminer toutes les matrices B qui
conviennent.
(b) En déduire qu’il existe un endomorphisme hy, de F}, tels que hi = gy.
6. Proposer a partir des questions précédentes une matrice H de .7, (R) telle que H> = M. Combien de telles
matrices pourraient étre proposées ici?

Solution :

1. M est dite diagonalisable quand il existe une matrice P inversible telle que P~'M P est diagonale.
M est diagonalisable si et seulement si la somme des dimension des sous-espaces propres est égale a la taille
de la matrice. Programme ECE2, pages 7-8

2. (a) M est ’ symétrique réelle ‘ donc diagonalisable.

(b) f(ent1) = ent1 et enq1 # 0 donc ‘ en+1 est un vecteur propre de f associé a la valeur propre 1. ‘

3. (a) gx est linéaire car f est linéaire.
Soit x € F}. Il existe alors des réels a et 3 tels que x = aey + SBeaprok-
Par linéarité de f, gr(z) = f(z) = af(ex) + Bf(e2nt2—k) = (a4 B)(ex + eznq2-k). Donc g(z) € Fy.

11
Donc g € Z(Fy) et mat(gk, (6k7€2n+2—k)) =A= ( 11 )




(b) Sp(Ay) = {0,2} et Eo = Vect((_11>) ot By = vect(G)).

Alors dim Ey + dim Fy = 2 = dim .#, 1 (R). Donc ‘ Ay, est diagonalisable ‘ et il existe une matrice P par

exemple P = (11 D telle que P~1ALP = (8 g) P est inversible car P est la matrice de passage de

la base canonique vers une base composée de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes.

(¢) En utilisant la diagonalisation de A : | mat (g;€7 (ex — eanto—k,ex + egn+2,k)) = (8 g)

4. D’aprés ce qui précede f(eni1) = eny1, fler + eanp1) = 2(e1 + eany1) et fer — eang1) = 0 et eppq # O,
€1+ eant1 # 0 et e — eany1 # 0. Donce {0, 1,2} C Sp(f).

Et Vect(ent1) C Ef(1), Vect(ex + eznta—k, k € [1,n]) C Ef(2) et Vect(ex, — eanta—k, k € [1,n]) C E(0).

Les familles de vecteurs trouvées sont libres (car naturellement étagées)
Donc dim Ey > 1, dim E¢(2) > n et dim E¢(0) > n.

Or dim E¢(0) + dim E¢(1) + dim E¢(2) < 2n + 1. Alors les inégalités précédentes sont des égalités et 'on a
toutes les valeurs propres :

| Sp(f) = {0,1,2} |

‘Vect(enﬂ) = Ef(1) Vect(er + €anta—i, k € [1,n]) = E¢(2) Vect(er — eanta—k, k € [1,n]) = E¢(0) ‘

5. (a) o Comme B admet les mémes vecteurs propres que A, B’ = P~'BP est diagonale or B> = (P~'BP)? =
P7'AP = D.

., (00 , (0 0
o A1n51B—<O \@)OUB_(O _\[2)

(b) On cherche un endomorphisme de F dont la matrice By, dans la base (eg, €2, 42_1) vérifie Bf = A.

D’aprés 3-b) une telle matrice existe (il suffit de poser By, = P ( 8 \95 ) P

Il existe h, un endomorphisme de Fj, vérifiant hi = gk. ‘

6. Notons P la matrice de passage de la base canonique vers la base (€,41,€1 — €241, €1 + €2n41, €2 — €2y, €2 +
€2ny" " yEn—1 — €n41,Cn—1 + en+1)-

N T 0
0.0 " 5
On propose les matrices H = PDP ' ou D= | +v2 o
0 0
Oceeeeeaa e 0 +v2

On a proposé matrices différentes.

7. S’il vous reste du temps et que vous souhaitez occuper un peu le candidat, vous pouvez lui demander si
toutes les matrices "racine carrée" de M ont été trouvées ici. Séparer alors le cas n =1 et les cas n > 2.
Dans le cas n = 2, remarquez que la matrice

01 1 0 0\ /10 0 0 0 0 0 20 0 V2 1 0 -1 V2
o001 00 0 1 0 1 -1 00 0 10\/50\/50
-1t o o o0 o 0 0 V2 0 0 1 1. 00 0ofl=={0o o —2 0o o
210 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 o0 01 1| %2lo vZa 0 v o
0 -11.0 0/\o o o o0 +v2/\0 0 01 1 V2 -1 0 1 V2

n’est pas diagonalisable (donc n’est pas du type des matrices considérées précédemment) et convient.



Exercice sans préparation E5

Soit le script Scilab :

clf ()
plot2d([-1,0.01]1,[0,0])
x = 0:0.01:3

y = x72/2

y = 1-exp(-y)
plot2d(x,y)

L’exécution de ce script permet d’obtenir la représentation graphique sur [—1, 3] d’une fonction F. On suppose
que expression de F' proposée sur [—1,0] est en fait valable sur R_ et que celle proposée sur ]0, 3] est valable sur
R.,..

-1
1. Tracer la courbe représentative de F'. On donne exp (2> ~ 0.6.

2. F est-elle la fonction de répartition d’une variable aléatoire X 7
Si oui, quelle est 'espérance de X si elle existe ?

3. On suppose connue une fonction Scilab nommée simul permettant de simuler X. Ecrire un script donnant
une valeur approchée de .

Solution :

2
1. F(z) =0siz <0 et F(x)1exp<x2> siz > 0.
2
F est continue sur R, dérivable sur R* de dérivée f(z) =0 sur R* et f(x) = zexp (—2) sur R .
F est croissante sur R, lim F(z) =1 et lim F(z) = 0.
T—+00 z—0
2

On peut marquer une tangente en 0 (f(0) = 0) et méme calculer F”'(z) = (1 —2?%)exp <—z2> pour trouver

un point d’inflexion en (1,1 — e~/2) avec une dérivée qui vaut e~'/2,

2. F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire de densité f (elle est méme C' sur R).
Soit A > 0, en prenant F' — 1 comme primitive de f.

[ atwas= e - 013 - [ Fw - 1 ar= [-rew (‘2”: o e (-5)

A
.1?2

lim xf(z)de = /+O<> exp(—
0

A—+o0 Jg

™

+oo
Donc / zf(x) dx est absolument convergente, E(X) existe et | E(X) = T

— 00




3. n = 1000; S = S/n;
S = 0; T = 2%5"2;
for i = 1:n disp(T);

S = S+simul()
end



SUJET E6

Exercice principal E6

Soit a un nombre réel fixé. Soit E 'espace vectoriel des applications continues de R dans R. On note ¢ ’application
qui & tout élément f € F associe la fonction g définie par

Ve eR\{a), glz)= — /x_afos)dt et ga) = fa)

r—a

1. Enoncer la formule de Taylor-Young .

2. (a) Soit f € E. On note g = ¢(f). Déterminer un DL d’ordre 0 en a de g. En déduire que g est continue en
a.

(b) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
3. On fixe dans cette question n € N*, et I’'on confond polynéme et fonction polynomiale
Pour tout k € [|0,7|], on pose dy, : x — (x — a)*.
(a) Pour tout k € [|0; n|], exprimer ¢(dy) en fonction de dy,.
(b) On définit lapplication ¢,, sur R, [X] par :

VP € R,[X], ¢n(P) = ¢p(P)

Montrer que ¢,, est un endomorphisme de R, [X].
(c) Montrer que ¢, est bijectif et diagonalisable.
4. (a) Soit f € E et g = ¢(f). Justifier la dérivabilité de g sur R\{a} et exprimer ¢'(z) & l’aide des fonctions
f et g pour z € R\{a}
(b) On pose ici f : t+— |t — a|. Expliciter dans ce cas g = ¢(f). Cette fonction g est-elle dérivable en a?

(¢) L’endomorphisme ¢ est-il surjectif ?

Solution :

1. Programme officiel ECE page 9. Seuls les ordres 1 et 2 sont au programme.
Si f est une fonction de classe C? au voisinage de z :

(x — 1)

Quand © — xo : f(z) = f(zo) + f'(x0)(z — z0) + f”(ffo)T + o((z — x0)?)

La formule de Taylor n’est exigible qu’a ’ordre 2 selon le programme.

2. (a) Comme la fonction f est sur R, elle admet des sur R. Notons F' I'une d’entre elles.

e ;Ci); F(@) 0= a, g(a) = f(a) = F'(a).

Alors, pour tout z € R — {a}, g(z) =

F(a+2h)— F(a+h)
h

En posant = a + h, 22 — a = a + 2h, donc |Vh € RY, g(a + h) =

On écrit un DL a l’ordre 1 de F (qui est bien de classe C' au voisinage de a)

F(a+h) = F(a) + hF'(a) + o(h) et F(a+2h) = F(a)+ 2hF'(a) + o(h). Or, F'(a) = f(a), donc :
h h

M@ L) _ f(a) 4 0(1). Or, g(a) = f(a), done_lim_g(x) = gla)

‘ g est continue en a‘

gla+h) =




(b)

La fonction F' est dérivable sur R, donc continue sur R. Par composition et produit, g est continue sur
R — {a}. Donc g € E Par linéarité de l'intégrale, pour tout (fi, f2) € E?, pour tout A € R, pour tout
v € R —{a}, o(Af1 + f2)(@) = Ap(f1)(@) + o(f2)(@)-

De plus, p(Af1 + f2)(a) = (M f1 + f2)(a) = Afi(a) + f2(a). L’application ¢ est donc linéaire.

De plus, si f € E, alors g = ¢(f) est continue en a d’aprés b. et est continue sur R — {a}. Donc g € E

‘ On conclut que ¢ est un endomorphisme de E. ‘

Soit k € N. Pour tout = € R — {a},

(z — a)k.

ldi)(z) = k+1 k+ 1

1 [(t—a)k+1]?" 7 okt g
i

x

De plus, ¢(dg)(a) = di(a) = 0.

A ok+1 _q

insi di) = ———dj.

insi, | p(dg) PR

La famille (dy,...,d,) est une famille de (n+ 1) polynomes de R,,[X] échelonnés en degré (comme cette

propriété n’est pas officiellement au programme, le candidat pourra ou pas faire un test de liberté a votre
convenance).

On en déduit que la famille est libre, puis qu’elle constitue ‘une base de R, [X]. ‘

La linéarité de ¢,, est issue de celle de ¢
Comme (dy,...,d,) est une base de R,[X] et comme pour tout k € [0,n] ¢(dx) € R, [X],
Im (on) C Ry [X].

‘ ¢p, est un endomorphisme de R,,[X] ‘

Comume (dp, ..dy,) est une base de R,,[X] formée de vecteurs propres pour ¢, ‘ I’endomorphisme ¢,, est diagonalisable

Attention, si I’on veut utiliser les valeurs propres, il faut montrer qu’elles sont deux & deux distinctes.

2711 — 1 In(2) —1)2°*t1 +1
Si ’on note h : & — —— h/(z) = (zIn(2) 2) + , h est strictement croissante sur [2; +oo],
x x
1 7
h(0) = 3 h(l) =1et h(2) = pona bien n + 1 valeurs propres deux & deux distinctes.

Puisque 0 € Sp(p,), | ¢n est un endomorphisme bijectif de R, [X]. ‘

La fonction F' est dérivable sur R. Par composition et produit, g est dérivable sur R — {a} avec :

oy 1 Zoa 2f(2x —a) = f(z) _ —g(z)  2f(2z—a)— f(z)
g(ﬁ)—m/ﬂc f(t)dt—‘r T a _.I‘—a+ T a .
Si I 2 dott g(z) = o dt= 220-a_ 3
iz >a,alorsa <z <2r—a, Oug(x)—m_a/x (t—a) t—m[(t—a) ]I —i(sc—a).
2z—a
Siz < a,alors2z—a < z < a,d’ou g(z) = xia/z (a—t)dt = ﬁ [—(t—a)zﬁx_a = g(a—z).

. 3 . L.
Il suit que |g : z — §|x — a| |, formule encore valable pour z = a. Cette fonction g n’est pas dérivable en

a.

Il suffit de trouver une fonction de E qui ne soit pas dérivable en un point de R — {a}

La fonction h : x +— |x — (a + 1)| appartient & E. Si h admettait un antécédent par ¢ dans F, h serait
dérivable en tout point de R — {a}, ce qui est faux car h n’est pas dérivable en a + 1.

‘ On conclut que I’endomorphisme ¢ n’est pas surjectif.




Exercice sans préparation E6

On considére la fonction Scilab suivante :

function T=simul (n,a)

Y=grand(1,n,"poi",a);

S=0;

x=1:n;

for k=1:n
S=S+1/(1+Y(1,k));
T(1,k)=S/k;

end

plot(x,T)

endfunction

A quoi peut-on s’attendre sur la courbe tracée lors de Iappel de cette fonction quand a € R’ et n est entier
plus grand que 10007

Solution :

Si l’on considére une suite de variables aléatoires (Y;);en, suivant une loi de Poisson et que ’on note Z; =

k
la matrice S contiendra en k-iéme coordonnée Z Z;
i=1
k
la matrice T' contiendra en k-iéme coordonnée la moyenne empirique z Z Z;.
i=1
Comme les variables Z; sont bornées, elles admettent une espérance et une variance on peut appliquer la loi
des grands nombres :
Pour tout ¢ > 0, lim P(|T, —E(Z)| >¢) =0.
n—-+oo

On peut donc s’attendre a ce que ‘la courbe tracée se rapproche de E(Z) ‘ ( attention, le programme ne parle

pas de "convergence en probabilité" et encore moins de "convergence presque stire".)

1 = = a® e~ IX gkl e @ 1—e @
OLE(—— ) =S —PX=k) =S e _ S N Pl
. (1+Y> 2 Tk )=2 e k+1)!  a Z(k+1)! o 7

a
k=0 k=0 k=0
1—e™?
La courbe tracée "se rapproche" de
a

Si 'on a fini, montrons que la limite trouvée est inférieure ou égal & 1.
* Par convexité de la fonction exponentielle, on a, pour tout réel z, e* > 1 + .

1
Ainsi:1—-e " <aetE{ —— | <1
insi e ae (1+Y)

1 1
* Ou en remarquant que Yw € Q, TY(W) <letE <1+Y) < L



SUJET E7

Exercice principal E7

—+oo
Soit ¢ une fonction continue et positive sur |0, +oo [ telle que / ©(t) dt converge.
+o0 0
On pose A = / o(t) dt.
0

On définit la fonction f sur |0, +oo[ par f: z — / o(t) dt.
1

+oo
1. Soit f une fonction continue définie sur |0, +oo[. Donner la définition de la convergence de / f(t)dte.
0

2. Déterminer le signe de f sur RY .

3. Montrer que f est est de classe C' sur R% et préciser la valeur de f'(x) pour z € R’ . Donner les variations
de f sur R7.

4. Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. Montrer que f est prolongeable par
continuité en 0. On note encore f ce prolongement.

5. On suppose dans cette question que ¢ est définie sur R’ par

1
— 51 O<z<1
p(x) = ‘{5

“+o0
(a) Justifier que ¢ est continue, positive sur R’ et que I'intégrale / ©(t) dt converge et préciser sa valeur.
0

(b) Tracer la courbe représentative de ¢ et préciser I’allure de la courbe au point d’abscisse 1 .
(c) Tracer la courbe représentative de f et préciser la courbe au point d’abscisse 0 et au point d’abscisse 1.

6. Compléter fonction Scilab qui en utilisant une fonction phi() continue et positive sur ]0, 4o00[ déja program-

xr
meée, renvoie une valeur approchée de f(x) = / ©(t) dt pour z €]0, +o0].
1

function f=approche(x)
n=1000;
t=1/x;
pas=...
S= ...
for i=1:n

=S
endfunction

Solution :

“+o00 1 x
1. / f(t) dt converge si et seulement si / f(t)dt a une limite finie quand = tend vers 0 et / f(®)dt a
1

0 T
une limite finie quand x tend vers +o0o. (Programme ECE2 page 9)

1 1
2.V >0 2€]0,1]]=—21>zetxe[l,+oo[= = <1< z. Donc, comme ¢ est positive,
x x

‘f est négative sur ]0, 1] et positive sur [1,4o0]. ‘




1 1
3. Soit ® une primitive de ¢ sur R}, Vo € R}, f(z) = &(x) — ® () .z~ — est O sur RY & valeurs dans
x x

1
R et ® est continue sur RY donc z — ® () est C! sur R et, | f est C! sur RY.
x

1 1
Ve e RL  f(x) = p(x) + pois (m) ¢ est positive sur RY donc f'(z) > 0 et ‘ [ est croissante sur R . ‘

“+o0 T “+o00 1 1
4. Comme / p(t)dt converge, lim pt)dt = / p(t)dt et lim p(t)dt = / o(t) dt donc
0 ® 1 1 0

— 400 r—+o0 [1
T

T 1

1 “+o0
lim f(z) = A. lim p(t)dt = —/ pt)dt et im [ (t)dt = —/ p(t)dt donc lim f(z) = —A.
z—0 Jq 0 z—0 1 1 z—0

Tr—r+00

On peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = —A. ‘

5. (a) Il est clair que ¢ est positive sur RY, que ¢ est continue sur R’} car continue sur R7\{1} et a méme
limite (qui est 1) & droite et & gauche en 1.

+o0 1 T 1 x
/ o) dt converge (intégrale de Riemann) et lim p(t)dt = lim [] =1

r—+00 1 T——+00 t 1

1
/ —= dt converge (intégrale de Riemann) et hn}J e(t)dt = lin%) 2v1]L =2
z—

x

+oo
donc / (t) dt converge et | A = / p(t)dt = 3.
0 0

(b) La courbe représentative de ¢ est asymptote a I’axe Oy quand z tend vers 0 et asymptote a axe Oz
quand zx tend vers +o0o et présente un point anguleux d’abscisse 1 avec une demi-tangente de coefficient
directeur —1/2 & gauche et une demi-tangente de coefficient directeur —2 & droite.

(c) On prolonge f par continuité en 0 par f(0) = —A = —3.

f est continue, croissante sur R+, dérivable sur R . La courbe est asymptote & la droite d’équation y = 3.
*de 2 1 1
Vo € [1,+o0], / — =3-—=——.etVo€|0,1], f(z)=-3+2Vz+ —
e VE S B N x

£(1) = Zetf()*f() 2f+=’17

Donc f n’est pas dérivable en 0 et la courbe admet 'axe Oy comme demi-tangente.

— 400 quand x — 0.

N.B. Le théoréme de prolongement de la dérivée n’est pas au programme.

)3 (o0 (52))

6. Méthode des rectangles, on calcule <x —

pas=(x-1/x) /n;
S=0;
for i=1:n
S=S+phi (t)*pas;
t=t+pas
end

. . 1 .
Note : le programme fonctionne aussi quand — > x et les bornes sont inversées.
x



Exercice sans préparation E7

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).

a 0 b
1. A l'aide des matrices élémentaire, trouver les valeurs propres de | 0 ab 0] ou a et b sont des réels.
b 0 a

2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi :
P(X=-1)=petP(X =1)=qg=1-poupel01]
X 0 Y
Déterminer la probabilité que les valeurs propresde M = | 0 XY 0 | soient toutes positives ou nulles.
Y 0 X

3. Méme question que pour 2. en supposant que X et Y sont des variables aléatoires indépendantes telle que
1

5630 siz <0
1
56_‘"” siz>0

X est & densité de densité f:x —> et Y suit la méme loi que précédemment.

Solution :
1.
ME2 ZabEQ M(E1 +E3) = (a+b)(E1 +E3) M(E1 —E3) = (a—b)(E1 —Eg)
a 0 b
Ey, Ey + E3, E1 — E3 forme une base donc | Le spectre de | 0 ab 0 | est {ab,a + b,a — b}.
b 0 a

Or (XY >0,X+Y>0,X-Y>0)=(X=1
Donc la probabilité recherchée vaut

3. Notons A I’événement (XY >0, X+Y >0, X —-Y > 0).
D’aprés la formule des probabilités totales avec les systéme complet d’événements (Y = —1,Y = 1),
P(A) =PANY =-1))+P(AN (Y =1)).

~
I

Donc P(4) = P(X <0,




SUJET ES8

Exercice principal E8

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (2, 4, P).
Soient a, b, ¢ des réels tels que 0 < a < b < 1et c> 0. Soit f,,. la fonction définie sur R par :
x

— si 0<x<a
a

1
_1
( f_b) si b<az<l1

Vz R fabc =

S Nl ﬁ

sinon

1. Question de cours. Définition de la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires (X,), oy vers une
variable aléatoire Y.

2. Décrire la courbe de f, ;. dans le cas général et tracer la courbe de f%,%A'
3. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Déterminer ¢ pour que f1 ;1 . soit une densité de probabilité.

On note désormais pour n > 2, f, la densité trouvée et X,, une variable aléatoire admettant f, comme
densité.

4. Montrer que (Xn)n>2 converge en loi vers une variable aléatoire Y quand n tend vers +oo.

5. Soient a,b, c tels que f, . définisse une densité de probabilité. On suppose que b = 0.8 et que la fonction
Scilab simul permet de simuler une variable X dont une densité serait f, ;.. Que pensez-vous du script
suivant ?

W=0;
for i=1:1000
S=simul();
if (8<0.8) & (S5>W)
then W=S
end
end
disp (W)

6. (a) Déterminer la limite quand n tend vers +oo de f,,(z) pour x réel différent de 0 et 1.
(b) Quelle est 'espérance E (X,,) de X, ? Que vaut lim E(X,)?

n—-+o0o

1
On pourra utiliser le résultat suivant : / Zfapec(r)de = 1—02(1 —-b)(b+2).
b

—+o0
(c) Comparer ngmmE(X ), E(Y) et /700 xngrfoo fn(x)de.

Commentez.

Solution :

1. Programme ECE2 page 17.
Soit F), la fonction de répartition de X,, et F celle de Y. (X,,) converge en loi vers Y si F,,(x) tend vers
F(z) pour tout = o F est continue.

2. fab,c est nulle sur | — 00, 0], Ja, b[ et |1, +o0].

Pour tracer le reste de la courbe on relie les points (0, c) et (a,0) par un segment, ainsi que les points (b, 0)
et (1,¢/2).



3. f1,_1 . est continue sur R sauf en 0 et en 1, positive sur R.
n’ n’

oo 3c
/ fiq1_1 .= — (somme des aires de deux triangles)
o 4an

. e . 4n
Donc | f1 ;_1 . est une densité de probabilité si et seulement si ¢ = 3

4 V2 <0, P(X,,<z)=0etVz>1 P(X<1)=1.

1 1
Yz €]0, 1[, pour n assez grand, — <z < 1— —
n n

Donc P(X < z) = /01/" 4?”(1 —nz)dr = % X 4?” X % = % (aire d’un triangle).
0 siz<O0

Donc F,,(z) converge quand n tend vers +oo vers F'(z) = ; si0<z<1
1 sizx>1

1
Cette limite est la fonction de répartition Fy de la variable Y de loi de Bernoulli de paramétre 3 sauf en 0,

ou Fy n’est pas continue.

1
(X,,) converge en loi vers Y qui suit de loi de Bernoulli de paramétre —.

5. Ce programme considére un échantillon de 1000 réalisations de X et renvoie la plus grande valeur prise par

cet échantillon qui soit inférieure a b. Cette valeur est probablement

1
6. (a) Vx €]0,1[ 3N tel quesin > N, — <z et f,(z) =0.donc lim f,(x)=0. Ainsi g(z) = lim f,(x) =0
n n—4+oo n——+oo

pour z différent de 0 et de 1 .
(b) Vw e 2 0< X(w) <1 donc E(X,) existe et E(X,,) € [0,1].

1/n 1
E(Xn):/ cm(l—nm)dx—i—/ %(nm(m—l)—&—m)dx oub=1-1/n.
0 b

1/” 2 3 1/” 1 1 2
Or,/ cx(l —nz)de =c r_nr —c| — - — :izi‘
0 2 3 1 2n2  3n? 6n2  9n

1
4 1 1 -1
Avec la formule admise : / zf(z)de = 1—62(1 -b)(2+0b) = Dy x <3 - ) _3n .
b

3x12 n In

1 1
3l gim E(Xn) = 5.

In n—-+o0

Finalement | E(X,,)

1 oo
(c) Ainsi |E(Y) = lim E(X,) = 3 7&0:/ z lim fy(x)de.

n—-+oo n—-+oo

On ne peut pas intervertir les symboles limites et intégrales.

Il semble bien plus pertinent (au moins sur cet exemple) de définir la convergence en loi en cherchant la
limite de la fonction de répartition qu’en cherchant la limite de la densiteé.



Exercice sans préparation E8

Soit E = R3[X] lespace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 3 et a coefficients réels.
On définit sur E application ¢ par :
si Vo € R, P(x) = ag + a12 + asx? + azz?® alors Vo € R, @(P)(x) = a1 + asz + azz® + apr®

1. Montrer que ¢ est un automorphisme de F et préciser ¢ 1.
2. Déterminer .

3. Quels sont les éléments propres de ¢ (valeurs propres et sous-espaces propres) ? ¢ est-elle diagonalisable ?

Solution :

1. VP € E ¢(P) € E et ¢ est linéaire (évident).
Soit 1 : ap X 4+ a1 X + asX? + as X3 — asX® + ao X + a1 X? + ax X
On a bien : pop =potyp =Idg.
Donc ‘ @ est bijective et o1 =1 ‘

2 [F=12s]

3. X* — 1 est un polynome annulateur de ¢.1 et —1 sont les seules valeurs propres possibles.
e o(P) = P < ag = a1 = as = ag donc 1 est valeur propre et le sous espace propre est Vect (1 + X + X? + X?).
e p(P) = —P & a9 = —a; = ay = —ag donc —1 est valeur propre et le sous espace propre est
Vect(l — X4+ X%2- X3)

Chaque sous-espace propre est de dimension 1 et E est de dimension 4 donc ’ o n’est pas diagonalisable. ‘

On peut aussi demander de calculer ¢* pour k € Z (la suite (¢*)rez est 4-périodique.)



SUJET E9

Exercice principal E9

Soit E = My 1(R) muni de sa base canonique 5.

0o 2 -2 0
. , . . -3 2 -3 -3
Soit ¢ I'endomorphisme de F admettant dans la base B la matrice : A = 3 0 -1 -3

2 =2 2 2

1 0 -1 0

. . 1 1 0 1
Soit la matrice P = 0 1 0 1
-1 -1 1 0

1. Question de cours : Donner une condition suffisante et une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie soit diagonalisable.

2. Calculer AP.

3. A l'aide du calcul de AP répondre aux questions :

Quelles sont les valeurs propres de ¢ et les sous espaces propres associés ?
A est-elle diagonalisable 7

A est-elle inversible ?

P est-elle inversible ?

Déterminer la matrice D = P~1AP.

4. (a) Soit M une matrice élément de My(R) telle que AM = M A. Soit V une matrice colonne propre de A
associée & —1. Montrer que V est aussi une colonne propre pour M.

* X X X ¥

(b) Le résultat reste-t-il vrai si V' est une matrice colonne propre de A associé a 27

On pourra considérer (sans chercher & la calculer explicitement) la matrice M = PTP~!, oi T est une
matrice de M4 (R) dont tous les éléments sont nuls sauf celui situé sur la premiére ligne et la deuxiéme
colonne.

5. Soient

0= et N =POpP~!

o o= O
oS o o
o= O O
_ o O O

(a) Montrer que N et A commutent.

(b) Montrer que 1 est valeur propre de N et que l’espace propre associé a la valeur propre 1 est au moins de
dimension 2.

(¢) N est-elle diagonalisable ?

Solution :

1. Programme officiel ECE2, page 7.
Si un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n admet n valeurs propres distinctes, alors il est
diagonalisable.
Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n est diagonalisable ssi la somme des dimensions de
ses sous-espaces propres est égal a n.

2 0 0 O
2 2 0 -1
0 2 0 -1
-2 =2 0 0

2. |AP =




3. (a) Soit Cj la k-iéme colonne de P, on déduit du calcul de AP que :
AC; =201 ACy; =2C, AC3=0C3 ACy= —-Cy.
Comme les C} sont tous non nuls, on en déduit que : 0 est valeur propre de A et Cs est une colonne
propre associée a 0; -1 est valeur propre de A et Cy est une colonne propre associée & —1; 2 est valeur
propre de A et C; et Csy sont des colonnes propres associées & 2. En notant F) le sous espace propre
associ¢ a A : dim Fy > 1 dim E_; > 1 dim Fy > 2 car il est clair que (Cy, Cs) est libre.
Comme dimR* = 4, la somme des dimensions ne peut pas dépasser 4.
dimEy =1et Ey = Vect (C3) dimE_1 =1 et E—1 = Vect (Cy) dim Es = 2 et Ey = Vect (C1,C2) :

(b) La somme des dimensions des sous espaces propres est égale & dim R* donc ‘ A est diagonalisable. ‘

)
(c) O est une valeur propre de A donc ‘ A n’est pas inversible. ‘
)

(d) (C1,Cq,C5,Cy) est une base de vecteurs propres donc ’ P est inversible. \

(e) | D = Diag(2,2,0,—1) est semblable 2 A et A= PDP~! ‘
4. Soit M une matrice élément de My (R) telle que AM = M A.
(a) Soit V colonne propre associé & —1. Alors AV = —V. Donc AMV = MAV = —-MV.Dou MV € E_; et

comme E_; est une droite, Ju tel que MV = pV.V est donc propre pour M.|V est aussi un vecteur propre de M

(b) On considére par exemple le vecteur propre représenté par Co la deuxiéme colonne de A et la matrice M

proposée.
AM = PDP~'PTP~' = PDTP~' = MA car DT = TD.
ACy = —2C5, donc Cy est un vecteur propre associé a la valeur propre —2
0 1 00
i 1 0 1 00
Et MC5 est la deuxiéme colonne de M P = PTP™ P = PT = 0 0 0 0
0 -1 0 0

Donc C5 est propre pour A mais pas pour M.

‘La propriété est fausse pour les vecteurs de Ey ‘

5.(a) O et D commutent donc A et N aussi.

(b) V = C4 est vecteur propre de N, on calcule NV = V. ’ 1 est bien une valeur propre de N |.
De méme NC5 = C5 donc dim(E;(N)) > 2.

(C) N(C1 -‘1-02) =C1+C5 et N(Cl —02) =(Cy — (.
Finalement dim(E;) = 3 et dim(E_;1) =1 et ’ N est diagonalisable.




Exercice sans préparation E9

Les variables aléatoires intervenant dans ’exercice sont définies dans un espace probabilisé (€2, A, P).
On considére la fonction Scilab suivante :

function y = X(n)
u = rand()
if u<0.5 then
y = (sqrt(2*u))/n
else
y = (2-sqrt(2-2%u))/n
endfunction

1. Soit n € N*. On note X,, la variable aléatoire simulée par I’appel de la fonction X(n)
Quelle est la fonction de répartition de X, ?

2. Etudier la convergence en loi de (X,)nen--

3. Montrer que X, est une variable a densité et représenter graphiquement une densité de Xs.

N.B. On rappelle que rand () simule une variable aléatoire U qui suit la loi uniforme sur [0, 1].



SUJET E10

Exercice principal E10

On rappelle que si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E, alors pour tout entier naturel k, f* est
I’endomorphisme composé de f par lui-méme k-fois.
Pour n € N*, on pose A,, l'application définie sur R, [X] par :

VP e R,[X], A,(P)=P(X +1) - P(X).
1. Question de cours : Rappeler le théoréme du rang.

2. (a) Montrer que pour tout n € N*, A, est un endomorphisme de R,,[X].

3. (a) Montrer que pour tout n € N*, Ker(A,,) = Ro[X]. Déterminer Im(A,,).
b) A-t-on Ker(A,) NIm(A,) = {0}?

4. Montrer que pour tout n € N*, A" =,

5. Soit 7, 'endomorphisme de R, [X] défini par 7, = A, + Idg,, [x].
(a) Montrer que pour tout entier naturel j et tout P € R,,[X], , 7J(P) = P(X + j).
(b) Pour k € N et P € R,[X], exprimer A¥(P) en fonction des 77 (P).

(

(b) Donner la matrice de A,, dans la base canonique de R, [X] pour n € N*.
-

(

n+1
. 1
(c) Montrer que pour tout polynéome P € R, [X], Z(fl)”ﬂﬂ <n;r >P(j) =0.
j=0

6. (a) Soit @ € R[X]. Montrer qu'il existe P € R[X] tel que P(X + 1) — P(X) = Q(X).
(b) Soit @ € R[X]. Montrer qu’il existe S € R[X] tel que S(X +2) —25(X +1) + S(X) = Q(X).

Solution :

1. Soit f une application linéaire de E un espace vectoriel de dimension finie vers F' un espace vectoriel.
Alors rg(f) = dimF — dimKer(f). (Programme ECE2 page 6)

2.(a) i. Ap(P+AQ) = A, (P) + AA,(Q).

ii. Si P est un polynome constant alors A, (P) = 0.
Si P n’est pas un polynome constant alors deg(A,,(P)) = deg(P) — 1.

Donc VP € R, [X], A, (P) € R,[X]. Donc ‘ A, est un endomorphisme de R, [X]. ‘

k—1
(b) Pour tout k € [|1,n|], A,(P) = Z (E)Xj

mat(A,,, B.)

Il
o

3. (a) rg(A,) = n. Donc d’aprés le théoréme du rang dim Ker(A,,) = 1.
Or 1 € Ker(A,,) et Im(A,,) C R,—1[X].
Donc | Ker(A,,) = Ro[X] et Im(A,) = R, 1[X]. |




(b) Ker(A,) C Im(A,,)

4. On peut soit remarquer qu’en multipliant la matrice par elle-méme, la matrice obtenue est triangulaire
supérieure avec les coeflicients diagonaux et sur-diagonaux sont nuls. En itérant ce processus, A?LH = 0.

On peut aussi montrer par récurrence que si P est un polynoéme de degré supérieur ou égal a k, deg(AfL(P)) =
deg(P) — k et si P est un polynome de degré inférieur ou égal a k — 1 alors AF(P) = 0.

Donc VP € R,[X], | A?TH(P) = 0.

5. (a) [Par récurrence |, 70(P) = P. Si 74(P(X)) = P(X 4 ) alors 7/t (P(X)) = 7o(P(X +j)) = P(X +j+1).

k
k o
(b) Comme 7, et Id commutent, | A* = (7, —1d)* = Z ( ) (1) 7.
J

Jj=0

n+1
1 o
(¢) Comme A"T! =0, VP € R, [X], Z (n + >(1)"HJT£L(P) =0.
; J
=0
n+1 n—‘rjl )
Ou encore VP € R, [X], Z ( ) )(—1)”+1_3P(X +34)=0.
; J
Jj=0
. , o+ ntl—i by
En particulier en évaluant en 0, | VP € R, [X], Z i (-1) TP(j) = 0.
Jj=0

6. (a) Pour @ € R[X], fixé, on pose n =deg(Q + 1). On a alors Q € R,,_1[X] = Im (4A,)
[Tl existe donc P € R,[X] C R[X] tel que Q(X) = A, ((P(X)) = P(X +1) - P(X)]
(b) Idée/indication : S(X +2) —2S(X + 1) + S(X) = A2(S) pour S € R,[X]
Pour @ fixé on construit P en a), puis on applique le résultat de la question a) & P : il existe S € R[X]
tel que P(X) =S(X +1) - S(X)
Onaalors P(X +1) - P(X)=5(X+2)-S(X+1) - (S(X +1) - 5(X))
| Ainsi pour Q € R[X], il existe S € R[X] tel que Q(X) = (X +2) — 25(X +1) + S(X). |




Exercice sans préparation E10

Soient m, pu, s et o des réels strictement positifs.

1. Une machine A remplit des sacs de graines. La masse de chaque sac rempli par A est une variable aléatoire
suivant une loi normale N (m, 52) d’espérance m et de variance s2.

Une machine B remplit des sacs de graines. La masse de chaque sac rempli par B est une variable aléatoire

suivant une loi normale A (u, 02) d’espérance u et de variance o2,

On suppose que les variables aléatoires représentant les masses des sacs sont indépendantes.
On achéte n sacs produits par A et v sacs produits par B.

Quelle est la probabilité que la masse moyenne des n sacs produits par A soit supérieure a la masse moyenne
des v sacs produits par B?

On donne les valeurs numériques suivantes :
m=101, s=v6, =99, oc=+v5 n=4 v=2.
On donne V6 ~ 2,45 V5~ 2,24
Si @ étant la fonction de répartition d’une variable gaussienne centrée réduite :
®(0,5) ~ 0,69 @(1)~0,84 &(1,5)~0,93 P(2)=~0,98
2. Compléter la fonction Scilab suivante qui si on lui donne m, pu, s, o, n et v renvoie une valeur approchée

de la probabilité que la masse moyenne des n sacs produits par A soit supérieure a la masse moyenne des v
sacs produits par B?

function P=proba(m,mu,s,sigma,n,nu)
X=grand (1000,n,"nor",m,s) ;
Y=grand (1000,nu, "nor" ,mu,sigma) ;

for i=1:1000

T=0;
for j=1:n
T=T+X(1,j)
end
end
end
endfunction
Solution :

_ 1 <&
1. Soient X7, Xo, ..., X,, les variables aléatoires représentant les masses des n sacs fournis par A, X,, = — E X,
n
—
1 < Z
Y1,Ys, ..., Y, les variables aléatoires représentant les masses des n sacs fournis par Bet Y, = — E Y;.
v
i=1

Comme les X; sont indépendantes, X,, suit une loi normale.

o o 1 n 2 - 2
Par linéarité E(X,,) = m et par indépendance V(X,) = — E s=" et X, =N (m, S)
n2 4 n

_ o2
De méme Y, — N (,u, >
14



D’aprés le lemme des coalitions, X,, et Y, sont indépendantes donc X,, — Y, suit aussi une loi normale. On
calcule les espérance et les variances.

- = 52 0'2
ZXnchaN<mu,+>.
n v
P(X,2Y,)=P(Z>0)=1-P(Z<0)=1-DP(Z <0) (variable & densité)
PX,>Y,)=1-P PR R G D | P O )
ERE RN e =T

Application numérique :

m—pu=2
‘92+02—\/6_~_5—2
n v V4 2

Done P(X,, >Y,) = ®(1)~ 0,84],

. function P=proba(m,mu,s,sigma,n,nu)
X=grand (1000,n,"nor" ,m,s) ;
Y=grand (1000,nu, "nor" ,mu,sigma) ;
C=0;
for i=1:1000
T=0;
for j=1:n
T=T+X(4,3)
end
V=0;
for j=1:mu
V=V+Y (4, 3)
end
if T/n>=V/nu then C=C+1;
end
end
P=C/1000
endfunction



