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Sujet E 120

EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout 'exercice, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2.

1. Question de cours.
Donner la définition d'une famille génératrice de £. Que peut-on dire de son cardinal ?

Pour tout endomorphisme f de E, on note C'(f) 'ensemble des endomorphismes de £ qui
commutent avec f :

Clfy={g9€L(E)| fog=gof}.

2. a) Démontrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de L(F).
b) Quelle est la plus grande dimension possible pour C(f)?

3. On suppose dans cette seule question que £ = R?,
On note j I'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de R? est J = (8 é)

a) Trouver les matrices Af = (g fl) telles que MJ = JM.

b} En déduire la dimension de C'(5).
4, On suppose dans cette question que f est un endomorphisme de E pour lequel il existe e € F
et ng € N tels que la famille {a, f{a), ..., f™(a)) est génératrice.

a) On note ple plus grand entier strictement positif pour lequel la famille (a, f(a), ..., fP~* (a)}
est libre,
Montrer que (a, f(a),..., f*7!(a)) est une base de E. Que vaut p?

b) Démontrer que, pour tout endomorphisme g € C(f) , il existe (g, ...,on_1) tel que:
n—1
g=> orf*
k=0

¢) En déduire la dimension de C(f).



Sujet E 120

EXERCICE SANS PREPARATION

Une urne contient au départ une boule verte et une boule rouge. On effectue des tirages successifs
selon la procédure suivante : on tire une boule, si elle est rouge, on arréte les tirages, si elle est verte
on la remet dans 'urne en ajoutant une boule rouge. On note X le nombre de tirages effectués.

1. Montrer que X admet une espérance et la calculer.

1
2. Montrer que X admet une espérance et la calculer.



Sujet E 120

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout P'exercice, & désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2,

1. Question de cours.

' Donner la définition d’une famille génératrice de E. Que peut-on dire de son cardinal 7

On dit qu'une famille (e[, ez, ...,¢e,) de vecteurs de [ est génératrice si tout vecteur de £ est
une combinaison linéaire des vecteurs de la famille :

»
Vze E, (e, o...,0p) ERF, z= Zcxz-ei .
=1
Le cardinal d'une famille génératrice est au moins égal & la dimension de 'espace qu'elle en-
gendre: p>=n.

Pour tout endomorphisme f de E, on note C{f) lensemble des endomorphismes de E qui
commutent avec f :

C(fy={o€L(E)| fog=gof} .

2. a) | Démontrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de £{E).

C(f) est un sous espace vectoriel de £(F) parce que :

— o) C L)

—  C{f) # B car Idg € C(f)

— V{uwNeC()P? xK{v+iw)of=vof+dwef=fov+Afow= fo(v+Aw)

b) | Quelle est la plus grande dimension possible pour C(f)?

La plus grande dimension possible pour C(f) est n?, atteinte par exemple lorsque [ est l'en-
domorphisme nul.

3. On suppose dans cette seule question que £ = R2.

On note j 'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de R? est J = (8 (1]) .

a

—

Trouver les matrices M = (i 2) telies que MJ = JM.

=3 ) 2= %)
= (e <6 8= )

La matrice M = (i g) commute donc avec J si, et seulement si, c =0 et a = 4.

o

Les matrices M telles que M J = JM sont donc les matrices de la forme al; + bJ.



b) [En déduire la dimension de C(j).

Isomorphe a Vect{ls, J}, 'espace vectoriel C(7) est de dimension 2.

. On suppose dans cette question que f est un endomorphisme de E pour lequel il existe ¢« € E
et ng € N tels que la famille (a, f(a}),..., f™(a)) est génératrice,

On note p le plus grand entier strictement positif pour lequel la famille (a, f(a), ..., /7 (a))
a)| est libre.
Montrer que (a, f(a),..., fP~*(a)) est une base de E. Que vaut p?

Par une récurrence facile, on prouve que, pour tout k > p, f¥(a) € Vect (a, f(a), ..., 771 (a)).

En distinguant les cas np < p et ng > p, on en déduit I'inclusion :
Vect (fk(a),k € [0,n0]} C Vect (a,f(a), ...,fp_l(a))

1l en résulte que la famille (a, f{a), ..., f7*(a)) est génératrice. Comme elle est libre, c’est une
base de E.

Par conséquent : .

Démontrer que, pour tout endemorphisme g € C(f) , il existe (ag,...,qn_1) tel que :
~1
b n
) g= > oxf*.
k=0

Scit g € C(f).
gla) se décompose dans la base (q, f(a), ..., [P} (a)) :

n-—1

gla) = > axf¥(a) .
k=0

Deux endomorphismes de E sont égaux si, et seulement si, ils coincident sur une base. Il suffit
donc de montrer que V& € [0,n — 1] h(f%{a)) = g(f*(a))

Soit done & € [0,n - 1].

Comme f et g commutent, f* et g commutent aussi, et en utilisant la linearité de £%, on obtient

g (f*(@}) = 1* (g(a)) = s* (i aif"(a)) = i o [ (a) = B (1*(a)).
i=0 1=0

f=g9

c) | En déduire la dimension de C(f}.

La dimension de C(f) est égale & n puisque (Idg, f,.... f n=1} en est une famille libre et géné-
ratrice.



Sujet F 120

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1. Soit k€ N.
En notant V; I'événement « tirer une boule verte au i-éme tirage », on a :
1
PX>ky=PWN.NV)=———"

On en déduit (ou on démontre directement} que, pour tout k € N*, on a :

1 1 k
d i~ R Y R CER Y
d’on
vy K (kDR (kD411 1 1
kP(X_k)_(k+1)I_ (k -+ 1)! rEN IR TS

1
En utilisant la série exponentielle convergente Z Ik dont la somme est égale 4 e, on en déduit

E20
que X admet une espérance, égale 4 :
+o0
=Y kP(X=k)=e—(e~1)+(e-2) =[e—1].
k=1

1
2. La variable < est bornée et admet donc une espérance, calculable par la formule de transfert

1 = ™=
E(Y)_Z ey ROy R CEEIL



Sujet E 121

EXERCICE PRINCIPAL

Soit 2 un nombre réel strictement positif.
On considére une suite réelle (u, }new- dont tous les termes sont strictement positifs, et, pour tout n € N7,
on pose :

£y = In(n" u,,)

On suppose que la série de terme général w,, est absclument convergente.

1. Question de cours : formule de Taylor-Young.

2. Soit f la fonction ¢ > In{1 +¢) — 1.

a) Préciser le domaine de définition de f et donner un équivalent simple de cette fonction
au voisinage de 0.

1
b) En déduire que la série Z f (E) est convergente.
n>1

, w
3. Démontrer que les séries »  —- et > " (wn)? sont convergentes.
n

nx1 nx1
4. a) Vérifier, pour tout » € N*, Pégalité 1 £, — €, = f(wn — %) + wn + a j(%) :
b) En déduire la convergence de la série Z (€n+1 - En) .
nz1
5. a) Justifier la convergence de la suite (£,)new- .

b} En déduire l'existence d'unréel A > Otel que: 1y ~ -—-

9.4 (2
6. Déterminer la nature de la série Z ___ﬂ '
“1 1-3---(2n+1)



Sujet E 121

EXERCICE SANS PREPARATION

. Indiguer Vallure du graphe de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

. La fonction Seilab « cdfnor » permet de déterminer les valeurs de la fonction de répartition d’une
loi normale et de sa bijection réciproque.

En voici deux exemples d'utilisation :

--> cdfnor("Pg",1.96,0,1)

ans = (,9750021
--> cdfnor("X",0,1,0.975,0.025)
ans = 1.959964

a) Indiquer les sorties Seilab consécutives aux trois entrées suivantes :

--> cdfnor("PQ",0,0,1)
--> cdfnor("%¥",0,1,0.5,0.5)
--> cdfnor("X",0,1,0.025,0.975)

b) Expliquer le script suivant et fournir une estimation de la valeur affectée & p & I'issue de
Pexécution du script.

--> n=1000;

--> X=zeros(n,1)};

--> for i=1:n %(i,1)=grand(1,1,’nor’,0,1)*grand(1,1,’bin’,1,.8); end;
--> p=length(find(X<1.96})/n



Voie E
référence : K 121

CORRIGE DE LEXERCICE PRINCIPAL

Soit a un nombre réel strictement positif.
On considére une suite réelle (un)nen- dont tousles termes sont strictement positifs, et, pour tout » € IN*,
on pose :
wy, = Untl 4, 8
Un n

£, =In(n®uy,)

On suppose que la série de terme général w,, est absolument convergente.

1. | Question de cours : formule de Taylor-Young.

La formule de Taylor-Young, applicable & toute fonction f de classe C? au voisinage d'un
point zg, peut done s’énoncer comme suit :

S (o)

5 (SE — :'L‘o)g + (SC — 20)26(3)

f(z} = flzo) + f(zo)(z — za) +

ot lim &(x)=0.
I—ro

2. Soit f la fonction ¢t — In{l + ¢} —¢.

Préciser le domaine de définition de f et donner un équivalent simple de cette fonction au

voisinage de 0.

~——

La fonction est définie sur lintervalle ouvert | — 1, +o0f.
Par la formule de Taylor-Young appliquée au point zo = 0, on obtient 1'équivalent simple de-
mandé :

s ot 1
b) | En déduire que la série ; f (;) est convergente.
n>1

1 1 . . .
Comme f (4) ity qui est le terme général, de signe constant, d'une série convergente,
n’ n—++oo 7L

1 .
la série Z F(=) est convergente, elle aussi.
nzl n

A . Wy
3. | Démontrer que les séries E — et E {1,)? sont convergentes.
: n
n>1 n>l

. w , .
La majoration L”—' < |wy|, valable pour tout n € IN*, et la majoration (wn)? < lw,|, valable
T

pour n assez prand puisque w,, (en tant que terme général d'une série convergente) tend vers 0



guand n tend vers I'infini, permettent d’assurer par comparaison de séries & termes positifs que
e w
les séries E — et E (wn)? sont (absolument) convergentes.
n
nzl n>l

1
a}| Vérifier, pour tout n € N*, l'egalite : £,41 — = f(wn - %) +wy ta f(a) :

a 1y Un+1 U1 a 1
Pl )+ ra () = (B2 1) - S - D e £ (D)
EENVACSSA NN Ly Ly (Mt ntl
= ln( . ) +n+a(ln(1+ -T;) n) —ln( - ) +a In( - )
=In((n+ 1)%ups1) — In (n"un) = Lngy — &y -
b) En déduire la convergence de la série Z (nt1 — &) -
n>l
{wy — 2)2 2 2
ey L X et Wa UWm O
f(wn n) n—+4+o0 2 2 @ n 2?’!,2

et &y — £y est donc la somme des termes généraux de cing séries convergentes.

Par conséquent, la série Z (£n+1 — En) est convergente.
n=1

a) | Justifier la convergence de la suite (£ )new- . J

La convergence de la suite (£,)nen+ résulte de la convergence de la série Z (€n41 — Ly) et des
nzl
égalités :
n—1
b=+ (fen — ) -

k=1

A

b) | En déduire lexistence d’'unréel A >0 telque: wup ~ -— -
n—+oo N

On vient de constater qu’il existe un réel £ tel que

. a .
nBToo hl(n un) =t

Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit que l}'ll}’_l n%u, = e’ et par conséquent
n—r+oa

A

~ —

n
n-++o00 N

pour A=ef>0.



2.4...(2
Déterminer la nature de la série Z ———ﬁ .
£=13 (2n 1)

) 2-4.--(2n)
b, = NTH
Solt Un = T G+ 1)
Un+1 2n - 2
Up 243
. Unt1 1 1 i 3
la série de terme général = 2l 2 -
Comme la série de terme général w, “ -+ o™ o T3 5 = 3)
absolument convergente, il existe d’aprés ce qui précéde un réel A > 0 que ;
A
" s too plf2 ]
242
La série de terme général u,, = Z T(_Zf—z—ill—)_l) est donc divergente.

nzl



Sujet E 121

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1. |Indiquer 'allure du graphe de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

On n’attend pas une ceuvre d’art!

On exigera une expression intégrale de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite :

T
1 2
x> —— e /2y,
f_oo V2

On pourra demander de situer le point d'inflexion de la courbe {et d'en justifier la présence).
Exiger la preuve qu'il s'agisse aussi d’un centre de symétrie constitue une question indiscréte.

La fonction Scilab « cdfnor » permet de déterminer les valeurs de la fonction de répartition
d’une loi normale et de sa bijection réciproque.

En voici deux exemples d'utilisation :

--> cdfnor{"PQ",1.96,0,1)

ans = (.9750021
--> cdfnor{"X",0,1,0.975,0.025)
ans = 1.959964

a) ﬁldiquer les sorties Scilab consécutives aux trois entrées suivantes :

-->» cdfnor ("PQ",0,0,1)
-->» cdfnor("%",0,1,0.5,0.5)
--> cdfnor("%x",0,1,0.025,0.975)

Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
1
Comme P([Z < 0]) = 3 ©f, pour tout T & R, P([X € —=z]) =1 — P([X < z]|, on obtient :

--> cdfnor("PQ",0,0,1)

ans = 0.5

--> cdfnor("X",0,1,0.5,0.5)
ans = 0.

--> cdfnor("X",0,1,0.025,0.975)
ans = - 1.959964

Expliquer le script suivant et indiquer une estimation de la valeur affectée & p & l'issue de
I’exécution du script.

b

~—

--> n=1000;

--> X=zeros(n,1);

--» for i=1:n X{i,1)=grand(1,1,’nor’,0,1)*grand(1,1,’bin*,1,.5); end;
--> p=length(find(X<1.96))/n



Remarque
Les fonctions « find » et «size » figurent dans le programme de la section E, sans que leur
connaissance soit requise. On a donc rappelé la signification de « find » aux candidat(e)s qui en
avaient besoin. La signification de «length » n’a pas eu besoin d’étre indiquée, car elle est facile
a deviner.

Soit Z1, Z3..., Zn, By, Bs ..., B, des variables aléatoires indépendantes, telles que les Z; suivent
la loi normale centrée réduite et les B; la loi de Bernoulli de paramétre 1/2.

Par la formule des probabilités totales, les variables X; = Z; B; admettent pour fonction de
répartition :

siz <0

Fy iz Fy(z) = (1+ @(m)) sinon

N = O

--> n=1000;
--> X=zeros(n,1);
//matrice-colonne nulle
--» for i=1:n X(i,1)=grand(1,1,’nor?’,0,1)*grand(l,1,’bin’,1,.5); end;
// n simulaticns indépendantes de X=ZB
--> p=length(find(X<1.96))/n
// fréquence relative des simulations inférieures & 1.96

n
Par la loi faible des grands nombres, la fréquence £, = — E 1x,<x) converge en probabilité
n £
i=1
vers Fy(z).

1
On s’attend donc & une valeur proche de 5 (1+ @(1,96)) ~0,9875 .



Sujet E 122

EXERCICE PRINCIPAL

a) Question de cours
Rappeler la définition d’une bijection. Que peut-on dire de la composée de deux bijections?

1
-;3:) définit une bijection de |0, 1] sur [0, +oc[, et

b) Justifier que la fonction & — In {

trouver sa bijeclion réciproque.

. Soit I/ une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur l'intervalle ]0,1].
A1+ U
Onpose: X=In|-—-—F1"
n pose n ( ST )
a) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

b) En déduire que X est une variable aléatoire & densité.

1

c) Justifier la convergence de l'intégrale f In(z) dz et la calculer.
0

d) Justifier que X admet une espérance et la calculer.

¢) Cowpléter le code de la fonction Seilab suivante pour qu’elle permette de créer des
simulations, indépendantes, de la loi de X :

function x=simulX{n)
=zgoros{n,1);
for i=1:n
x(1,1)=777;
end;
endfunction

. Soit By, Ba, X1, X5 quatre variables aléatoires indépendantes telles que B; et B3 suivent la loi
de Bernoulli de paramétre 1/2, et que X; et X, suivent la méme loi que la variable X de la
question précédente,
On pose :

i =B Xy +(1-B1)Xs

Yy = Bi Xy + Ba X

a) Parmi les deux variables aléatoires ¥; et Y3, une seule est une variable 4 densité. Laguclle
et pourquoi ?

b) Les deux variables aléatoires ¥7 et Y2 ont-elles la méme espérance ?

¢} Proposer, pour chacune de ces deux variables, un script Scilab permettant d’en simuler
une réalisation.



Sujet E 122

EXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout nombre réel ¢, on note :  M{a) = (‘; ‘11) .

1. Pour quelles valeurs de @ la matrice M (a) est-elle diagonalisable ?

2, Démontrer que, pour tout a € R, la matrice M (a) est semblable 4 la matrice

vo=(i5)



Sujet E 122

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours

l Rappeler la définition d'une bijection. Que peut-on dire de la composée de deux bijections ?

On dit gqu'unc application f d’un cnsemble £ dans un ensemble F est bijective (ou que c'est
une bijection) si elle vérifie :

VyeF, Alzeek, flz)=vy.

La composée g ¢ f d’une application bijective f de E dans F et d'une application bijective g
de F' dans un ensemble (7 est une application bijective de E dans G.

-I;:E) définit une bijection de ]0,1] sur [0, +oo], et trouver

1
b) Justifier que la fonetion x — In (

sa bijection réciproque.

Bien que le théoréme de la bijection! (ou une preuve directe par résolution de 'équation
y = flz)) soit directement utilisable, la question de cours suggére d’écrire 'application

10,1] — [0, +o0]
= :cr—)ln(l;uw)

) L 1 1 -
comme la composée des applications x +— % + 3 et & — ln(x), dont le sens de variation et
x

les limites sont « évidentes ».
La premiére réalise une bijection {strictement décroissante) de |0, 1] sur [1, +oc[, et la seconde
une bijection (strictement croissante) de [1, +cof sur [0, +o0[.

La bijection réciproque de f est I'application de [0, +oo[ sur |0, 1} définie par :

- 1
V>0, |f 1($):291_1

2. Soit U une variable aléatoire réelle de lol uniforme sur Uintervalle )0, 1].
1+U
On pose : X=ln( + ) :

2U

a) | Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

Comme U(Q) =]0,1], X(§2) = f{U() = [0, +o0].

. . — 1+ T -
1. Le signe de la dévivée 2 — ——— de © — lu( ) assure son injectivité et ses limites aux bornes sa
2(1+ ) 2z

surjectiviteé.



Pour tout x > 0, on a:

1
2e® —1°

PX<al) =Pz f @) =1-f)=1

La fonction de répartition de X est donc donnée par :

0 six <O

wa =
! 2e” - 1) siex >0
2et — 1 -

b} | En déduire que X est une variable aléatoire & densité.

La fonction Fix étant continue sur IR, 2 et de classe C! sur R\ {1} 3, la variable X admet une
densits, que 'on ne demande pas de calculer?.

(]
~

1
Justifier la convergence de l'intégrale / In(z)} dz et la calculer.
0

1
L'intégrale ordinaire (sur un segment) f In(z)dz = [zln(z) — x]i = —1+¢e —eln(e) tend

vers —1 quand ¢ tend vers 0.

1 1
Par conséquent, l'intégrale f In(z) dz est convergente et : ] In{z)dx=-1].
0 0

d) | Justifier que X admet une espérance et la calculer.

La convergence (absolue) de I'intégrale obtenue par transfert assure I’existence de 'espérance
de X et en fournit la valeur :

B(X) = B(m (1;{}0) )= /01 In (1;;’) da = ]01 In(1+2) d:c—fol In(z) de—In(2) = [In(2) |-

e) Compléter le code de la fonction Scilab fournic pour qu'elle permette de créer des
simulations indépendantes de la loi de X :

function x=simulX(n)
x=zeros(n,1);
for i=1l:n
x(i,1)=1log(1/2+1/2/rand()),
end;
endfunction

2. parce que Fx(0)=0= :cl—l)rb]_ Fx(x).

3. Elle n'est en fait pas dérivable en 1.
0 siz <0

: 2e¥ .
4. fx: xH{{z e - gi x> o O ostune
ew_



3, Soit By, Bg, X1, X3 quatre variables aléatoires indépendantes telles que By ct By suivent la loi
de Bernoulli de paramétre 1/2, et que X; et X> suivent la méme loi que la variable X de la
question précédente.

On pose :
i=8BX1+ (1 - Bl)Xz
Yo=DB1X1 + B X2

Parmi les deux variables aléatoires ¥] et Y5, une seule est une variable & densité. Laquelle et
pourquei 7

w
—

Soit z € R.

Comme P([By = Jn{yy < z)) = P([B, = 1)n[X, < 2]) = P({B1 = 1)P([X, < z]
et P([B1 = 0]N[Y1 <z]) = P([B1 =0]N[X; < z]) = P([B1 = 0]) P{[Xz < z], on obtient par
la formule des probabilités totales :

V() = P(11 £ a)) = P(IBy = 1])P([X1 < & + P([B1 = D} P([X1 < 2] = Fx (=) .

Par conséquent, Y] suit la méme loi que X et clle admet une densité,

Quant a Y3, elle n’admet pas de densité, parce que :

P(Ya=0) 2 P(Bi =0]N[B; =0]) = i .

1
Remarque : en fait, P([¥2 =0]) = 7 mais c’est ancedotique.

b) | Les deux variables aléatoires ¥ ct Y3 ont-elles la méme espérance 7

Oui, parce que £(Y)) = B(X) = In{2) et, par indépendance de B; et X; d’une part, de By
et X2 d’autre part :

E(Yy) = B(B1)E(X1) + E(B2) E(Xa) = %E(X) + %E(X) =1n(2) .

Proposer, pour chacune de ces deux variables, un seript Scilub permettant d’en simuler une
réalisation.

o
~—

bl=grand(1,1,’bin’,1,0.5); //simulation de Bl
x1=simulX{1}; //simulation de X1

x2=simulX{1}; //simulation de X2

y1=bl#x1+{1-bl)*x2; simulation de Y1
y2=bl*xl+grand(i,1,’bin’,1,0.5)*x2; simulation de Y2



Sujet E 122

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout nombre réel a, on note :  M{a) = (tlI ‘11) ‘

1. | Pour quelles valeurs de a la matrice M(a} est-elle diagonalisable ? I

La matrice M(a) — Al = (a I g 1 f A

different de 0, puisqu’elle a le méme rang gue la matrice triangulaire

(5 4o Wi x)

obtenue par les deux opérations élémentaires L) ¢ Ly, puis Ly & Ly — (a— A)Ly.
Par conséquent : Sp(M(a)) = {0,a+ 1} .

e Sia £ —1, M(a) cst diagonalisable, puisque c’est unc matrice carrée d’ordre 2 possédant
deux valeurs propres distinctes.

» Si @ = —1, la seule valour propre de M(a) est 0 et le sous-espace propre associé est de
dimension 1. La matrice M (—1) n'est done pas diagonalisable, puisque la somme des dimensions
de ses sous-espaces propres n’est pas égale 3 2.

) est inversible si, el seulement si, A(A — a — 1) est

Finalement, M (a) est diagonalisable si, et seulement si, o est différent de --1.

Démontrer que, pour tout a € R, la matrice M{a) est scinblable & la matrice :
2. 1l a
N{a) = (1 a) .

La matrice N(a) posséde le méme spectre que A (a) (par un calcul similaire, ou toute autre
méthode légale).

¢ Sia # —1, M(a) et N(a) sont semblables, parce qu'elles sont semblables & la méme matrice

diagonale :
0 0
Dia) = (0 a+1) '
¢ Sia = —1, on note f I'endomorphisme dont M{-1) = (_11 —11> est la matrice dans la
fler) = —es tea
flea) = —ei + e

{f(el - 262) =g — ey = (61 — 262) + éep

base canonique (e, ez) de R? :

Dés lors :
f(e'z) = —g) + ey = —(61 - 262) — €9

La matrice de f dans la base (e — 2ep, e3) est done N(—1) = G :i)

Par conséquent M (—1) et N(—1) sout semblables.



Sujet E 122

EXERCICE PRINCIPAL

a) Question de cours
Rappeler la définition d'une bijection. Que peut-on dire de la composée de deux bijections?

1
b) Justifier que la fonction & — In ( 2-;3:

) définit une bijection de ]0, 1] sur [0, +oof, et

trouver sa bijection réciproque.

. Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur I'intervalle |0, 1].
1+U
2U

Onpose: X=I (

a) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
b) En déduire que X est une variable aléatoire & densité,

c) Justifier la convergence de l'intégrale f 1 in(z) dz ot la calculer.
d) Justifier que X admet une espérance eg la caleuler.

¢) Compléter le code de la fonction Scilab suivante pour qu'elle permette de créer des
simulations, indépendantes, de la loi de X :

function x=simulX(n)
x=zeros(n,1);
for i=1l:n
x(i,1)=277;
end;
endfunction

. Soit By, Bz, X1, X2 quatre variables aléatoires indépendantes telles que By et By suivent la lo
de Bernoulli de paramétre 1/2, et que X; et X7 suivent la méme loi que la variable X de la
question précédente,
On pose :

Yi=581X1+{1-B)X,

Yy = B1X1 + B Xy

a) Parmi les deux variables aléatoires ¥] el ¥3, une seule est une variable & densité. Laquelle
et pourquoi ?

b) Les deux variables aléatoires ¥; et Y3 ont-elles la méme cspérance?

¢) Proposer, pour chacune de ces deux variables, un script Scilab permettant d’en simuler
unc réalisation.



Sujet E 122

FXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout nombre réel a, on note :  M{a) = (‘f cf) :

1. Pour quelles valeurs de a la matrice M(a) est-elle diagonalisable ?

2. Démontrer que, pour tout @ € R, la matrice M{a) est semblable & la matrice

ORI IE



Sujet E 122

CORRIGE DE I'EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours

Iﬁappclel' la définition d'une bijection. Que peut-on dire de la composée de deux bijections ?

On dit qu'une application f d’un ensemble E dans un ensemble F cst bijective (ou que c'est
une bijection) si elle vérifie

VyeF AlzeE, fx)=y.

La composée g o f d’une application bijective f de E dans F et d’une application bijective g
de F dans un ensemble &G est une application bijective de E dans G.

1
by | Justifier que la fonction z — In ( tz
) 2

) définit une bijection de ]0, 1] sur [0, +-00f, et trouver

sa bijection réciproque.

Bien que le théoréme de la bijection! (ou une preuve directe par résolution de I’équation
y = f(z)) soit directement utilisable, la question de cours suggére d’écrire ’application

10, 1] — [0, 40

fi= m»—}ln(l—'_w)

1 1
commnie la composée des applications x »— oz + 3 et z - In(z), dont le sens de variation et
x

les limites sont « évidentes ».
La premidre réalise une bijection (strictement décroissante) de {0, 1] sur {1, +o9[, et la seconde
une bijection (strictement croissante) de [1, +oo[ sur [0, +o0|.

La bijection réciproque de f est 'application de [0, +oc| sur J0, 1] définie par :

_ 1
Yz >0, |f 1(:c)=29$_l

2. Soit [/ une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur l'intervalle |0, 1].

1
Ounpose: X =l (—;—UE) .

a) I Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

Comme U{) =]0,1], X () = f(U () = [0, +o0].

- 1+=x T _—
1. Le signe de la dérivée x — ——— de 2 — ln( ) assure son injectivité et ses limites aux bornes sa
z2(1+ x) 2z

surjectivité.



Pour tout x > 0, on a :

PIX<al)= PUZ @) =1- M) =1 55— -

La fonction de répartition de X est donc donnée par :

0 siz <0
Fslz) =
x(e) -1
— 1 T
2r -1 O F=

b) | En déduire que X est une variable aléatoire 4 densité.

La fonction Fy étant continue sur R, ? et de classe C! sur R\ {1} 3, la variable X admet une
densité, que I'on ne demande pas de calculer?.

le]
~

1
Justifier la convergence de lintégrale f In{x) dz et la calculer,
0

1
L’intégrale ordinaire (sur un segment) f In(z)dz = [zIn(z) — a:]: = —1 + ¢ —¢ln(e) tend
€

vers —1 quand ¢ tend vers 04.

1 1
Par conséquent, 'intégrale f In{z) dz est convergente et : f ln(z) dz = -1
0 0

d) | Justifier gque X admet une espérance et la calculer.

La convergence (absolue} de lintégrale obtenue par transfert assure 'existence de l'espérance
de X et en fournit la valeur :

E(X) = E(ln (12+UU) ) - fol In (1;;) da = fol In{1+2) dmufolln(m)da:—ln(Q) =[ln(2)].

e) Compléter le code de la fonction Seilab fournic pour qu'elle permette de créer des
simulations indépendantes de la loi de X :

function x=simulX(n)
x=zeros{n,1};
for i=l:n
x(i,1)=1log(1/2+1/2/rand());
end;
endfunction

2. parce que Fx{0)=0= lim Fx{z}.
r—0_

3. Elle n'est en fait pas dérivable en 1.
0 siz <0

. 2 X
4. fx: xr— { 5 e 1)2 siz>0 en est une,
eCI p—



3. Soit By, By, X1, X2 quatre variables aléatoires indépendantes telles que By et By suivent la loi
de Bernoulli de paramétre 1/2, et que X; et X; suivent la méme loi que la variable X de la
question précédente.

On pose :
1=B1X +(1- B} X,
Yo= B Xy + B X3

2) Parmi les deux variables aléatoires ¥ et Y3, une seule est une variable a densité. Laquelle et
pourquoi 7
Soit z € R.

Comme P([B;, = 1|n[Y; < z|]) = P([B1 = 1yn[Xy £ z]) = P([B; = )P([X1 < =z}
et P{{B; =0]NY, < z|) = P B =0N[X: € =]} = P([By = 0) P([X2 < 2], on obtient par
la formule des probabilités totales :

Fy,(z) = P([Y1 < z]) = P([By = 1)) P{[X1 < x|+ P([B) = ) P([X; < z] = Fx(z) .

Par conséquent, ¥7 suit la méme loi que X et elle admet une densité,

Quant & Y3, elle n”’admet pas de densité, parce que :

P([Y2 =0]) 2 P([B, =0]N[B; = 0)) = % .

1
Remarque : en fait, P([Yz =0]) = T mais ¢’est anecdotique.

b) | Les deux variables aléatoires Yy et Y3 ont-elles la méme espérance 7

Oui, parce que E{Y;) = E(X) = In{2} et, par indépendance de 5y et X7 d'une part, de By
et X, d’autre part :

E(Y2) = E(B1}E(X1) + E(B2)E(X2) = %E‘(X) + —;—E(X) = u(2} .

Proposer, pour chacune de ces deux variables, un seript Sciélob permettant d’en simuler une
réalisation.

(]
~

bl=grand(1,1,’bin’,1,0.5); //simulation de Bl
x1=simulX{1); //simulation de X1

x2=simulX(1); //simulation de X2

yl=bl*x1+(1-bl)*x2; simulation de Y1
y2=bl#xl+grand(1,1,’bin’,1,0.5)*x2; simulation de Y2



Sujet E 122
CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout nombre réel ¢, on note :  M(a) = ((11 ‘11) .

1. | Pour quelles valeurs de a la matrice M{a) est-elle diagonalisable? J

a— A a
1 1-A
différent de 0, puisqu’elle a le méme rang que la matrice triangulaire

(6 ac i)

obtenue par les deux opérations élémentaires Ly & Ly, puis Ly + Ly — (a — A)L;.
Par conséquent :  Sp(M{a)) = {0,a+1} .

La matrice M(a)} — Al = ( ) esl, inversible si, et seulement si, A(A —a — 1) est

e Sia # —1, M(e) est diagonalisable, puisque c'est une matrice carrée d’ordre 2 possédant
deux valeurs propres distinctes.

e Si @ = —1, la seule valeur propre de M(a) est 0 et le sous-espace propre associé est de
dimension 1. La matrice M (—1) n'est donc pas diagonalisable, puisque la somme des dimensions
de ses sous-espaces propres n’est pas égale & 2.

Finalement, M (a) est diagonalisable si, et seulement si, a est différent de —1.

Démontrer que, pour tout ¢ € R, la matrice M{a) est semblable & la matrice :

: va - (1 5)

La matrice N{a) posséde le méme spectre que M (a) {par un calcul similaire, ou toute autre
méthode légale).

e Sia# —1, M{a} et N(a) sont semblables, parce qu’elles sont semblables 4 la méme matrice

diagonale :
0 0
Dia) = (0 a4 1) '

¢ Sia = —1, on note f Pendomorphisme dont M{—1) = (_11 —11) est la matrice dans la

base canonique (e1,eg) de R? :

fle2) = —es + e

{f(el) =—e1t+ez
‘és lors :

f(el — 262) = €] — €z = (61 — 282) + 5]
f{Cg) =—e1+eg= ~(61 - 262) — €

La matrice de f dans la base {e; — 2eg, e2) est donc N{-1) = G _D

Par conséquent Af(—1} et N{—1) sont semblables.



Sujet E 123

EXERCICE PRINCIPAL

On considere 'endemorphisme f de R* dont la matrice dans la base canonique de R est la matrice

1 -1 -1 1
1o 1 -
M=1_1 1 9

1 -1 -1 -1

1. Question de cours.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable.

2. On note I la matrice identité de M4(R) et N = M + 21.
a) Quel cst le rang de NV ?
b} En déduire une valeur propre de M et la dimension du sous-espace propre associé.

¢} Calculer N2,
d) Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de N et de M 7

3. a) A Paide d’unc propriété de M, justifier que f est diagonalisable.
b) Quelles sont les valeurs propres de f7
¢) Combien existe-t-il de matrices diagonales semblables & M 7

d) Déterminer I'image de f.

4. Soit r un nombre réel strictement. positif.
On considére quatre suites (1n), o Wntnews (Wnlnen €6 (En)pen telles que :

Unel = T{—Up— Uy — Wn+ &)
Upgpl = T{—Up — Up+ Wy — ty)
¥n €N,
Wpy1 = T (_un + Up — Wn — t-n)
\ fny1 = T (wn — v —wn — tn)
M =4rf

a) Vérifier que, pour tout entier p > 0, on a:
M2p+l = 4P M

b) En déduire que si r est strictement inférieur & 1/2, alors les quatre suites (un), cn:
(¥n)nen: (Wn)nen €t (tn),en SONt convergentes et de limite nulle.

¢) Dans quels autres cas, hormis celui ot up = vy = wp = o = 0, les quatre suites sont-elles
toutes les quatre convergentes ?



Sujet E 123

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit X une variable aldatoire suivant une loi normale centrée réduite.

Pour tout 2z > 0, on pose :
flz) =Pz < X < 25]) .

1. a) Justifier la continuité de la fonction f sur |0, +oo[.
b} Trouver les limites de f en 0 et en +oc.

2. a) Justifier I'existence d’une valeur maximale p pour la probabilité P([z < X < 2z]).
b) Trouver a tel que f{a) =p.



Sujet E123

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

On consideére ’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique de R* est la matrice

-1 -1 -1 1
-1 -1 1 -1
-1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1

M:

1. Question de Cours

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme de R* soit diago-
nalisable.

Un endomorphisme de R? est diagonalisable si, ¢t seulement si, la somme des dimensions de
scs sous-espaces propres est égale a 4.

2. On note [ la matrice identité de M4{R) et N = M + 21.

a) l Quel est le rang de V' ?

1 -1 -1 1
-1 1 1 -1
-1 1 1 -1
1 -1 -1 1

Le rang de la matrice N = est égale 4 1 puisque toutes ses colonnes

sont colinéaires (et N # 0).

b) lﬂ déduire une valeur propre de M et la dimension du sous-espace propre associé.

Comme le rang de M + 2] est égal 4 1, —2 est une valeur propre de M et la dimension du
sous-espace propre associé est égale 4 3, par le théoréme du rang.

c) | Calculer N2,

4 -4 -4 4
-4 4 4 -4
-4 4 4 -4
4 -4 —4 4

Remarque

M?=(N-202=N?—-AN t+4I=41I.

d) | Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de IV et de M 7

Comme N? = 4N, X (X — 4) est un polynéme annulateur de N. Les seules valeurs propres
possibles de N sont 0 et 4. Qutre —2, la seule valeur propre possible de M est 2.



3. a) | A l'aide d’une propriété de M, justifier que f est diagonalisable. J

Comme M est symétrique, elle est diagonalisable. Par conséquent, 'endomorphisme f est
diagonalisable.

b) l Quelles sont les valeurs propres de f7? J

Les valeurs propres de f soni —2 et +2, puisque —2 ne peut pas étre la seule valeur propre de
[, sans quoi f ne serait pas diagonalisable.

c) rCOmbie11 existe-t-il de matrices diagonales semblables & M ?

Exactement quatre :

2 0 0 0 -2 0 0 0 -2 0 0 0 -2 0 0 0
0 -2 0 O 0 2 0 0 0 -2 0 0 0o -2 0 0
o 0 -2 0 |'fOo o -2 0 ('O 0 2 0 o 0 -2 0
oo 0o -2 0 0o 0 -2 0o 0o 0 -2 o 0 0 2

d) | Déterminer I'image de f.

Comme 0 n’est pas valeur propre de f, f est bijectif. Son image est donc R*.

4. Soit r un nombre réel strictement posttif.
On cousidére quatre suites (tn),en: (Vn)penr (Wnlnen € (br)pen telles que :

( Upyl = T (*un —Un — Un + tn)
Up4l = T (“‘un — Up + Wy — tn)
¥n €N,
Wpy1 = T (“'U:n + Up — Wy — tn)
L lper = 7 ('“‘n. — Up — Wy — tn)
M = 4P ]

Vérifier que, pour tout entier p > 0, on a :

7]
—

M2+l = 4P A

On peut procéder par récurrence, grace a 'égalité M 2 = 47, qui provient par exemple de N2 = 4N
(et qui a probablement été découverte & I'occasion de la question 2).

b) En déduire que si r est strictement inférieur & 1/2, alors les quatre suites (tn) e (Vn)pen
(Wn)pen €t (tn)pen SONE convergentes et de limite nulle.
5. On pose :
Un
— Un
Xn = W,
tﬂ.

L’énoncé donne X,,11 = rM X,,, d’ot on déduit : X, = r"M"X,.



Sin = 2p, on trouve Xz, = 7P 47 X,
Sin= 2p+ 1, X2p+1 = .,,.'2p+1 4P M XU.

Sir < 1/2, r?P 4P et r?P+1 4P tendent vers 0 quand p tend vers l'infini, et par conséquent
les quatre suites (), en: (Vndners (Wnlnen € (tn)pen sont convergentes et de limite nulle.

Dans quels autres cas, hormis celui ol ug = vy = wp = tp = 0, les quatre suites sont-elles
toutes les quatre convergentes ?

On suppose Xg # &

¢ Sir > 1/2, P 4? tend vers +co quand p tend vers l'infini, et il est impossible que les
quatre suites convergent.

e Sir = 1/2, les quatre suites sont toutes les quatre convergentes si, et seulement si Xo = rM Xo,
autrement dit si (up, vo, wo, o) est un vecteur propre de f associte & la valeur propre 2. Les
quatre suites sont alors constantes.



Sujet £123

C'ORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Seit X une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite. On notera & la fonction de
répartition de X et ¢ sa dérivée.
Pour tout 2z > 0, on pose :

fz) = Pz < X < 2z]) .

1. a) | Justifier la continuité de la fonction f sur |0, +ecf.

Comume @ est continue, en tant que fonction de répartition d'une variable 4 densité, la fonction
x +— ©(2z) — B(x) est continue.

b) | Trouver les limites de f en 0 et en -+oo.

e lim f(z)=0.
3.'.‘—)0+
i, S =0
2. a)l Justifier 'existence d’une valeur maximale p pour la probabilité P([z < X < 2z]).

fy=Pl<Xx<2))>0

Soit € €10, 1] tel que :
vz el0el, flz)<f(1).

Soit A > 1 tel que :
Yo > A, flz) < f(1).

L’iimage du segment [e, A] par la fonction continue f est un segment inclus dans RZ et contenant
le nombre f{1). Son extrémité p est la valeur maximale de f sur R}.

b) l Trouver a tel que f{a) =p.

La dérivée de f est dounée par :

F'@) = 20(22) — (o) = —= (27" 7).

3

2 2In2
S(a) = 0 == 272" :e‘“2/2<=>—2a2+1n2>—% > a = ;1




Sujet E 125

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.
Quel est le lien entre la continuité d’une fonction et sa dérivabilité ?

2. Soit g la fonction définie sur IR par :

() slnjz| siz#0

:E pom=sg

g 0 siz=0

a) Justifier la continuité de g sur R.

b) En déduire que la fonction i : z — x g{z) est de classe C ! sur R.
¢) La fonction A est-elle de classe C? sur R?

3. Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de IR dans R,
On note F' le sous-espace vectoriel de E engendré par les fonctions fo:wr— 1, firzr— 2
et g
F = Vect (fo, f1,9) -
a) Pour toute fonction f de F, on note ®(f} la fonction dérivée de la fonction  +—» z f(z).
Montrer que ® définit un endomorphisme de F.

b) Prouver que la famille (fo, f1, ) est une base de F et trouver la matrice M de @ dans
cette base.

4, a) Montrer que M est une matrice inversible et déterminer son inverse.
b) En déduire une primitive de la fonction g.
c) Trouver une primitive de la fonction k.



EXERCICE SANS PREPARATION

Soit le programine Scilab suivant :

x:
'y':
eps
for

[1:30];
zeros(1,30);
= 1;

k=1:30

y(k) = eps / k;

eps
end
z:

= aeps*(-1);

cumsum(y) ;

plot2d(x,z,style=-1, rect=[0, 0, 31, 1.2])

Le graphe obtenu par 'exécution de ce programme est le suivant :

08 o
48 +
a7 +
0.6 - +
0.5 +

04 -
0.3 -

02 -

1. Préciser le contenu des variables y et z aprés 'exécution du programmme,

2. a) Ce graphe suggére que deux suites sont adjacentes. Lesquelles ?
b} Démontrer cette conjecture.

Sujet E 125



CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Sujet E 125

| Quel est le lien entre la continuité d’une fonction et sa dérivabilité ?

Toute fonction dérivable est continue.
Le jury n'omet pas de demander un contre-exemple pour la réciproque.

. Soit g la fonction définie sur R par :

(z) = zlnfz|] siz#£0
g 0 siz=0

a) | Justifier la continuité de g sur R.

La fonction ¢ est continue sur R* en tant que composée de fonctions continues et, par « crois-

sances comparées »
lim zln|z| = 0= f(0) .
x—0

b) | En déduire que la fonction 4 : z — z g(z) est de classe C* sur R.

e La fonction h est de classe C! sur IR* en tant que composée de fonctions de classe C! et,

pour tout z # 0 :
W(z)=2zIn|z|+ =z .

¢ La fonction h est dérivable et de dérivéee nulle en 0 parce que :

lim M = lim M
z=0- x—0 g0+ -0

=0,

Par conséquent, h est dérivable sur R et on a :
vz eR, A (z) = 29(z) + 2.

Comme g est continue sur IR, k' aussi et & est bien de classe C? sur R.

¢) Ea fonction / est-elle de classe C* sur R?

Pour tout z # 0, on a

STRSEY ) 4 a2
h{z)y - B (0) _ 2g(z) + = — 14 2In
z—0 T

qui tend vers —oo quand z tend vers 0.
La fonction ' n’étant pas dérivable en 0, h n’est pas de classe C? sur R.




3. Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues de R. dans R, et I le sous-espace vectoriel de
E engendré par les fonctions fo:zr— 1, itz r— z et g

a) Pour toute fonction f de F', on note &(f} la fonction dérivée de la fonction z — 2 f(z).

lMontrer que ® définit un endomorphisme de F. i

2

Les fonctions hy : & — zfo(z) = 2, by : = — zfi(z) = z? et h sont dérivables et leurs

dérivées appartiennent & F, puisque :

o =Jo
hy=2f;
b =fi+2¢

11 en résulte que, pour toute fonction f de F, &(f) est un élément de . Comme de plus ¢ est
linéaire, & est un endomorphisme de F'.

Prouver que la famille (fo, f1, g} est une base de F et trouver la matrice M de $ dans cette
base.

b

—

Soit (Ag, A1, ) € R3 tel que : Agfo + A1+ pg = 0p .

Comme Xg fo(0) + A1 f1(0) + pg(0) = Ao, on a nécessairement : Ap=10.

Comme M f1 + pg = O et comme f; et Op sont dérivables en 0 alors que g ne 'est pas, on a
nécessairement : p=0.

Comme A fi = O et comme la fonction f; n’est pas identiquement nulle, on a aussi, nécessai-
rement : Ay =0,

Par conségquent, la famille (fo, f1, g) est libre. C'est done une base de Pespace vectoriel I, dont
elle est par définition une famille génératrice.

D'aprés les calculs faits en a, la matrice de ® dans cette base est :

1 090
M=10 21
0 0 2
4. a) [Montrer que M est une matrice inversible et déterminer son inverse.
1 0 0
Mt=10 1/2 —1/4
0 0 12

b) [En déduire une primitive de la fonction g, puis de la fonction A.

_ 1 1
® 1(9)=*Zf1+§9

1 1
signifie que: g=—-gi + = h'.
4 2
Par conséquent, la fonction
1, 1, ,
1 1 -~z +§:rln[x| siz#D

—~g+c-h z— 4
4 2 0 siz=10



est une primitive de g (sur R).

c) | Trouver une primitive de la fonction A.

est la dérivée de la fonction

2, 9.2 .
x4 3 ln |z 0
Comme g, +3h:x {J + 3z ln|z] six#

sig =

a .
i
{z nlr] siz#0

0 siz=20
une primitive de h (sur R) est la fonction :

1 1

1 8 —=z®+ - 281 iz#0

- —(k(a:)—$): g% t3® njz| siz#0
3 3 0 siz=0
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CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

Soit le programme Scilab suivant :

X [1:30];

y = zeros(1,30});

eps = 1;

for k=1:30

y(k) = eps / k;

eps = eps*(-1);

end

z = cumsun(y);

plot2d(x,z,style=-1, rect={0, 0, 31, 1.2])

1]

1. | Préciser le contenu des variables y et z aprés 'exécution du programmme,

Aprés exécution du progamme :
o v est un vecteur-ligne dont les 30 composantes sont données par :

Vi e [1,30], y(k) = (’1—;“« :

e z est un vecteur-ligne dont les 30 composantes sont données par :
(T
vk e|[lL30], zk) = - .
[1,30], #(k) = 3

=1

2. a) ’ Ce graphe suggére que deux suites sont adjacentes, Lesquelles ?

Le programme fournit une représentation graphique des trente points de coordonnées (k, z(k-)). 1

Pour tout » € N*, on peut noter :

i=1

D’aprés le graphe fourni, "il semble" que les suites (S2,) ., €t (S2nt1),5, S0nt adjacentes.

b)| Démontrer cette conjoncture.

Posons u, = S,

1. C'est I’affectation a la variable interne « style » d'une valeur négative ou nulle qui permet d’obtenir un tracé point
par point.



2n+2 2
et — 1, = "'Z ( 1 k+1 n (*1)’”‘1 _ (m1)2u+3 (_1)2n+2 _ 1 . 1 o0
wel o =k n+2 on + 1 m+2 I+l
Bilan : la 5u1te (Sgn)n>1 est croissante.
Posons v, = Sont1-
s — o = ZZV‘:& 1)k+1 n+1 (_1)k+1 . (_1)2?1+4 {_1)21L+3 _ 1 B 1 <0
nl T ok n+3 m+2  2a+3 42
Bilan ¢ la sulte (Szn+1) , €st décroissante.
2n ( 1)k+1 2§1 1)k+ (—1)2n+2 1
Up — Up = = - =
Py Pt 2n 1 2n+1

et dong :

lim (up—v,)=0.

n—r+oo

Conclusion : (83,) et (S2n41) sont adjacentes.
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EXERCICE PRINCIPAL

Deux joueurs A et B s'affrontent dans un jeu de la maniére suivante :

A joue le premier et jette deux dés : si la somme des points obtenus est 5, A gagne.

Le jeu cesse alors,

Sinon, B joue & son tour et jette deux dés : si la somme des points obtenus est 7, B gagne.
Le jeu cesse alots.

Sinon, le tour revient & A et on poursuit comme ci-dessus jusqu’a ce que A ou B ait gagné.

1. Question de cours : formule des probabilités composées.
2. a) Déterminer la probabilité pour que la somme des points lors du jet de deux dés soit
égale & 5.
b) Déterminer la probabilité pour que la somme des points lors du jet de deux dés soit

égale & 7.

3. a) Déterminer la probabilité pour que A gagne au (2n + 1)®*™® jet des deux dés (n = 0).
b) Déterminer la probabilité pour que B gagne au {2n + 2)"*™ jet des deux dés (n > 0).

4. En déduire les probabilités a et b pour que A et B gagnent le jeu.

5. Soit N la variable aléatoire égale au nombre de jets de deux dés pour que le jeu sarréte,
Montrer que NV admet une espérance et la déterminer.
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EXERCICE SANS PREPARATION

1. a) Donner le domaine de définition de la fonction f: 2 r—> —L(t)— -
VE-1)22 -1
2 In(t)
b} Justifier la convergence de I'intégrale impropre —_— ¢,
1 JE-DA2-¢)

oo u(t)

2. L'intégrale _—
2 JE-12(t-2)

dt est-elle convergente ?
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Deux joueurs A et B s’affrontent dans un jeu de la maniére suivante :

A joue le premier et jette deux dés : si la somme des points obtenus est 5, A gagne.

Le jeu cesse alors.

Sinon, B joue & son tour et jette deux dés : si la somme des points obtenus est 7, B gagne.
Le jeu cesse alors.

Sinon, le tour revient & A et on poursuit comme ci-dessus jusqu'a ce que A ou B ait gagné.

1. I Question de cours : formule des probabilités composées.

e Si P(A) £0, P(AN B) = P(A)PA(B).
o S5i P(AinAsn...NA,_1)#0alors :

P (m Ai) = P (A1) Pa, (A2) ... Paynaan.na, - (An)).
i=1

2. a) I Déterminer la probabilité pour que la somme des points lors du jet de deux dés soit égale & 5.
) . 4 1
En dénombrant les facons d’obtenir 5, nous avons | P5 = w9l

b) I Déterminer la probabilité pour que la somme des points lors du jet de deux dés soit égale & 7.J

. . 6 1
De la méme facon, on cbtient : | Py = el
3. a) | Déterminer la probabilité pour que A gagne au {2n + 1)®™° jet des deux dés (n > 0). |

Pour tout entier n, on note As,,; I’événement « A gagne au (2n + 1)*™ jet des deux dés »
et By, 4o Pévénement « B gagne au (2n + 2)*™° jet des deux dés ».

Soit n € N. . —
A2n+1 = Al n Bz Mn...N B?ﬂ. n A2n+} .

En utilisant la formule des probabilités composées :

P(Azns1) = P(A) Py (Ba) - Payrgyn. nms (Aonst)

n n 1 f20\"
P(A‘Zn+1) = (]. - P5) (1 — P7) PS = 6 ﬁ i



b) | Déterminer la probabilité pour que B gagne au (2n + 2)#™° jet des deux dés (n > 0). J

Avec les méme notations, on a :
BZn+2 = A—l n E n..nN B2n n A2n+l M B2n+2

En utilisant encore la formule des probabilités composées, on obtient :

P(B )—(l—P)”“(l—P)“Pfi 20 N
nt+2) = 5 ki 7’—27 97 .

4. | En déduire les probabilités e et b pour que A et B gagnent le jeu.

+00 +oo
a=PF (U A2k+1) = ZP(A%H) .

k=0

Soit IV la variable aléatoire égale au nombre de jets de deux dés pour que le jeu s'arréte.
Montrer que N admet une espérance et la déterminer.

n+1 /20\"
En reconnaissant des séries géométriques dérivées, on constate que la série Z(?n + 1}P(N =2n+1)
est absolument convergente (ACV).
De méme

8 & /20\"
(20 + PN = 20 +2) = (20+ D P(Boniz) = —5r— (ﬁ)

et la série Z(Zn + 2)P(N = 2n + 2) est ACV, donc la série Zﬂ,P(N = n) l'est aussi, et N
admet une espérance.

+o0 n +oo n
n+1 /720 8n+8 /20
50 =3 25 () + 2 5 ()
n=0 n=>0
142 720\ 11X /200"
E(N) = — 22 — =
() 27];”(27) +27n2:%(27)
40 11 51
E = — —_— T
WMy =z+3=73
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C'ORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

In(#) ‘
e

Donner le domaine de définition de la fonction f :axr—

o]
-

Dy=11,2].

In(t)

V(t-1)2(2—1)

2
b) | Justifier la convergence de l'intégrale impropre f dé.
1

L'intégrale i o [ ROy -
grale impropre d¢ est convergente parce que !
1 V(=122 -1
In(t
o la fonction f:t+— __n()__ est continue sur Pintervalle |1, 2[
- 122 1)
3/2 In(t
s lintégrale ~—n()—— dt est faussement impropre parce que f{f) tend vers 1
g
V=SV I

quand t — 1

In2 2 1
#) ~ ——— quand t — 2_ et 'intégrale de référence ] ——— dt est (absolument
o f(t) \/2—_EC1 e grale de référ A (absolument)

convergente.

+oo In{f)

2 - Dt 2)

In(t)
V{E—1)2(t - 2)
In(t)
T -2
. 3 In(t)
o 'intégrale f ————7_____ dt est convergente parce que f(£) ~
2

VE=1?(t-2)

3
et I'intégrale de référence f
2

1
N
In{t)

1 oo
o f(t) ~ vl O(ts_/i) quand ¢ —+ +co et lintégrale de référence /& ——dt est

L'intégrale dt est-elle convergente ?

+o0
L’intégrale impropre f dt est convergente parce que :
2

o la fonction f: ¢t~ est continue sur intervalle |2, +oo[

quand ¢ — 24

in2
ViE—2

dt est {absolument) convergente.

t5/4
{absclument) convergente.



