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SUJET E 42

Sujet E 42

EXERCICE PRINCIPAL

Dans cel exercice, n désigne un entier supérieur ou €gal d 1.
1. Question de cours
Que peut-on dire du degré de la somme et du produit de deux polyndmes ?

Soit R, [X] l'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & n, et f
I'application qui & tout polynéme P € R,,[X], fait correspondre le polynéme f(P) défini par :

J(P)(X)=nXP(X)+ X(1 - X)P'(X), ol P’ désigne la dérivée du polyndéme P.

2. a) Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X] et écrire sa matrice dans la base cano-
nique de R, [X].
b) L’endomorphisme [ est-il bijectif 7 Quel est son rang?
¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

3. Pour tout k € [0,n], on note Hy, le polynéme de R, [X] défini par : Hy(X) = X*(1 — X)"~%.

a) Calculer pour tout k € [0,n], f(H)(X).
b) Montrer que B = (Hg, Hy,..., H,) est une base de R,,[X].
¢) Trouver les coordonnées du polynéme (X + 1)™ dans la base B.



Sujet E 42

EXERCICE SANS PREPARATION

On considére une urne contenant b boules blanches et r boules rouges.

1. La fonction Scilab suivante permet de simuler des tirages dans cette urne.

function y=X{(b,r)

V=4F // le booléen "faux"
for k=1:3
V=V|grand(1,1,’uin’,1,bt+r)<=b;
end;

if V then y=1; else y=2;

end;

endfunction

Que retourne la fonction X et quelle loi simule-t-elle ?

2. De quelle valeur théorique la valeur affichée aprés 'exécution des instructions suivantes fournit-
elle une approximation 7

R=[ 1;

for k=1:10000
R=[R,X(5,5)];
end;
disp((mean(R))



Sujet E 42

CORRIGE DE L’'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Remarque : la convention deg 0 = —oo est au programme.

[VPeR,[X], F(P)(X)=nXP(X)+X(1- X)P'(X))-

~—

a

de R, [X].

Montrer que f est un endomorphisme de R, [X] et écrire sa matrice dans la base canonique

La linéarité de [ est immédiate et la stabilité de R,,[X] par f provient du fait que le degré
de f(P) est au plus égal a deg(P) + 1 et que si P est de degré n, alors le terme de degré n + 1
de f(P) a pour ceefficient n — n et en fait, f(P) est de degré n. Donc, f est un endomorphisme
de R, [X].

Ona: f(1) =nX,Vke [I,n—1], f(X*) = (n— k)X +kXF et f(X")=nX".

La matrice M de f dans la base canonique de R, [X] est triangulaire inférieure : les éléments
diagonaux sont, dans cet ordre, 0,1,...,n et les éléments de la sous-diagonale sont, dans cet
ordre, n,n — 1,...,1. Les autres coefficients de la matrice M sont nuls.

b) ‘ L’endomorphisme f est-il bijectif? Quel est son rang?

L'endomorphisme f n’est pas bijectif et son rang est égal a n.

c) {L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Le spectre de f est lisible sur la diagonale de M puisque M est triangulaire. Comme I’endomor-
phisme f admet n + 1 valeurs propres distinctes, il est diagonalisable.

. Pour tout k € [0,7n], on note Hy le polynome de R,[X] défini par : Hi(X) = KR —-X ok,

a) | Calculer pour tout k € [0,n], f(Hr)(X).

F(Hi) = nX (X*(1 - X% + X(1 - X)EXH1(1 - X)"% — (n — k)X*(1 - X)"~*71), soit :
f(H) =kX*Q - X)"*=FkH; .

b) [.\1011trer que B = (Hy, Hi, ..., H,) est une base de R,,[X].

Les vecteurs Hg, Hy,...,H, qui sont non nuls sont vecteurs propres de f, associés & n + 1
valeurs propres distinctes : la famille (Hg, H1, ..., H,) est donc libre. Comme elle contient n + 1
polynémes, c’est une base de R,[X].

c) ’ Trouver les coordonnées du polynoéme (X + 1)" dans la base B.

Par la formule du binéme :

n n

X+0r=2X+0-x)" =) (Z)Q"'X’“(l S ) (:) 2% H,(X)

k=0 k=0
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C'ORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

On considére une urne contenant b boules blanches et r boules rouges.

1. La fonction Scilab suivante permet de simuler des tirages dans cette urne.

function y=X(b,r)

v=YF // le booléen "faux"

for k=1:3

V=V|grand(1,1,’uin?,1,b+r)<=b; // "|" signifie "ou"
end;

if V then y=1; else y=2;

end;

endfunction

rQue retourne la fonction X et quelle loi simule-t-elle 7 J

La fonction retourne 1 si au moins une boule blanche a été tirée au cours de trois tirages avec
remise dans 'urne et 2 sinon.

La fonction X simule une variable aléatoire prenant les valeurs 1 et 2 avec les probabilités
¥ T 3 r 3
respectives (——) et 1 — :
? (b + 7‘) (b + r)

De quelle valeur théorique la valeur affichée aprés 'exécution des instructions suivantes fournit-
elle une approximation ?

R=[ 1;

for k=1:10000
R=[R,X(40,10}];
end;
disp((mean(R))

La valeur affichée sera proche de l'espérance d’une variable aléatoire Y = 14+ B ou B suit la
loi de Bernoulli B((0,2)%) dont le parameétre est égal & la probabilité de ne tirer aucune boule

blanche en trois tirages :
E(Y)=1+(0.2)* =1.008



SUJET E 81

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours
a) Définition et propriétés de la loi géométrique.
b) Compléter la ligne de code Secilab contenant des points d’interrogation pour que la fonc-
tion « geo » suivante fournisse une simulation de la loi géométrique dont le paramétre est égal
a largument p de la fonction.

function x=geo(p)
x=1;
while rand() 777
x=x+1;
end;
endfunction

Une urne contient trois jetons numérotés 1, 2 et 3. On effectue dans cette urne, une suite de tirages
d’un jeton avec remise.

2. On note Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, deux numeéros successifs distincts.

a) Reconnaitre la loi de la variable aléatoire ¥ — 1.
b) Déterminer I'espérance F(Y') et la variance V(Y') de la variable aléatoire Y.

3. On note Z la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, les trois numéros.

a) Soit deux entiers k > 2 et £ > 3.
Calculer P([Y = k| N [Z = {]) sclon les valeurs de k et £.

i , |
b) En déduire que, pour tout entier £ >3, ona: P([Z={]) = 3 (W—) .

¢) Calculer E(Z).

4. D’une maniére plus générale, calculer I'espérance de la variable aléatoire égale au nombre de
tirages nécessaires pour obtenir, pour la premiére fois, tous les numéros, dans I’hypothése ot
I'urne contient au départ n jetons, numérotés de 1 & n.
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EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les quatre matrices A; = ((1) (l))’ Ay = (11 ﬁll), Az = ((1] (1}) et Ay = G i) .

1. Ces quatre matrices forment-elles une base de My(RR) 7

2. Soit By, By, Bs, By quatre matrices de Ma(IR).
a) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les matrices By, B2, Ba, By pour
qu'il existe un endomorphisme f de Mz(IR) vérifiant

f(A1) = By
f(A2) = B2
f(A3) = B3
J(A4) = By

b) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les matrices By, Ba, B, By pour
qu'il existe un automorphisme de My (RR) vérifiant les mémes égalités.
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

a) l Définition et propriétés de la loi géométrique.

La loi géométrique est la loi du rang d’apparition du premier succés dans un processus de
Bernoulli sans mémoire.

X< Gp) =VYneN, P((X=n])=p(l-p)" .

e E(X)=1/p
o V(X)=(1-p)/p

b) Compléter la ligne de code Scileb fourni.

function x=geo(p)
x=1;
while rand()>p
x=x+1;
end;
endfunction

Une urne contient trois jetons numérotés 1, 2 et 3. On effectue dans cette urne, une suite de
tirages d’un jeton avec remise.

2. On note Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, deux numéros successifs distincts.

a) | Reconnaitre la loi de la variable aléatoire ¥ — 1.

La variable aléatoire ¥ — 1 prend ses valeurs dans [1,+oof et pour tout k£ > 1, I'événement
[Y —1 = k| est réalisé si et seulement si les tirages du rang 2 au rang k (s'il en existe) aménent le
méme résultat que le premier tirage (ce qui se produit avec la probabilité (1/3)%71), le k+ 1-iéme
tirage amenant un résultat différent (ce qui se produit avec la probabilité 2/3). Par suite,

VE € [1,+oo], P([Y —1=4]) = %(%)H.

La variable aléatoire ¥ — 1 suit donc la loi géométrique G(2/3) .

b) ‘ Déterminer 'espérance E(Y) et la variance V(Y') de la variable aléatoire Y.

o« EY)=1+EY —1)=5/2
« V(Y)=V(Y-1)=3/4.



3. On note Z la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, les trois numeéros.

i) Soit deux entiers k& > 2 et £ > 3.
Calculer P([Y = k| N [Z = {]) selon les valeurs de k et £.
172\6-k—1
2 (1\k2 3(§) -2l .
Comme P([Y = k]) = o (5) et Py_y([Z2=1) = , on obtient :
0 sinon
-k
Py =kn[z =1{]) =
0 sinon

26=2 _ 1
3i—2 ) ’

2
b)| En déduire que, pour tout entier £ >3, ona: P([Z={]) = 3 (

Soit £ > 3.

£—1 : ¢ ;

2&—.’\, 2[—1 = ) 2&—2 =

P([Z:‘?D:Zy—l = g1 :g( 302 )
k=2

c) | Calculer E(Z).

ZORE +OO€(QH;I) =143 fl(w__l) =143 ((1—12/3)2 B (1—11/3)2) -5

D’une maniére plus générale, caleuler 'espérance de la variable aléatoire égale au nombre de
4, |tirages nécessaires pour obtenir, pour la premiére fois, tous les numéros, dans 'hypothése ot
1'urne contient au départ n jetons, numérotés de 1 a n.

Soit T la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la premiére
fois, tous les numéros. En utilisant les temps d’attente successifs d'un nouveau numéro, on
obtient :

1

BI) =14 (n—1)/n ¥ {n—2)/n i 1/n 2 n
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CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les quatre matrices A; = ((1) (1)), As = (_11 _11>, Az = ([i) é) et Ay = G D :

1. | Ces quatre matrices forment-elles une base de Msy(R)? J

Non!

Le sous-espace vectoriel F' de Ms(R) engendré par les quatre matrices est un plan puisque A;
et Az sont linéairement indépendantes et que :

Ay = A — Aj
Ay = A1+ As

2. Soit By, By, Bs, By quatre matrices de Ms(IR).

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur ces matrices pour qu'’il existe un
endomorphisme f de Ms(R) vérifiant
f(A1) = B
2) [(Az) = By
f(A3) = Bs
f(A4) = By
Bg = Bl - Bg
By= B+ B3

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur ces matrices pour qu’il existe un
automorphisme de M»(R) vérifiant les mémes égalités.

o
Rty

(B1, Bs) famille libre
By =By — B3
By = B1+ Bs

(WS4
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SUJET E 91
Sujet E 91

EXERCICE PRINCIPAL

. Question de cours : définition d’un estimateur sans biais d'un paramétre inconnu.

Soit N un entier supérieur ou égal a 2.
Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace pro-
babilisé (£, A, P), et suivant chacune la loi uniforme discréte sur [1, NJ.

N-1

Lyn
Pour tout entier n > 1, on pose : s,(N) = (*) :
> pose : sp(N) =) N
k=1

a) Montrer que la suite (Sn(N))n>1 est strictement monotone et convergente.

b) Trouver sa limite.
Pour tout entier n > 1, on pose : T, = max(Xq, Xo,...,X,).

a) Calculer pour tout & € [1, N], P(T,, = k).

b) Montrer que E(T,) = N — s,(N).

a) Justifier que P([|7, — N| > 1]) tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

b) En déduire, pour tout & > 0, la limite de P([|T,, — N| = €]) quand n tend vers I'infini.

. On suppose dans cette question que N est un paramétre inconnu.

a) Expliquer pourquoi on ne peut pas dire que T, + s,(N) est un estimateur sans biais
de .
b) Trouver une suite convergente et asymptotiquement sans biais d’estimateurs de N.
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit f la fonction de deux variables définie sur R? par :
V(z,y) € R?, flz,y) =2 +3y° — 02y +1.
1y a) Donner le développement limité & l'ordre 2 de f au voisinage de (0,0).
b) En déduire que (0, 0) est un point-col de f.

2. a) Montrer que f admet un extremum local.
b) Cet extremumn est-il global ?
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : définition d’un estimateur sans biais d’un paramétre inconnu.

Soit N un entier supérieur ou égal & 2.
Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace pro-
babilisé (£2, A, P), et suivant chacune la loi uniforme discréte sur [1, N].

N-1
k
2. Pour tout entier n > 1, on pose : 5,(N) = Z (ﬁ)
k=1

a) [ Montrer que la suite (sn(N))n> , est strictement monotone et convergente.

Bl g N1 o o ;] Nl
sn+1(I) = sn(N (E)" =S (3) = o 2 W= M) <0
k=1 k=1 k=1

La suite (s,(N)), ., est (strictement) décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle est
convergente. B

b) | Trouver sa limite.

1\" 21 N —1\n
Ona:s,,,(N):(ﬁ) +(ﬁ) +---+( N ) ELnLI,qu =0si0<g<1,dot

lim s,(N)=0.

n—+oo

3. Pour tout entier n > 1, on pose : T, = max(Xy, Xo, ..., X,).

a) ’ Calculer pour tout &k € [1, N], P(T,, = k).

Ve, N, P(T, <k = (PUG < 1) = ()"

N
D’autre part, [T}, < k] = [T}, = k] U [T, < k — 1], d’oit par incompatibilité :
L — (A’ - 1)n
Vke Hl,l\r]], P(Tn = ]v) = 4}\7_7—

b) | Montrer que E(T,) = N — s,(N).

s - o< = 5 (15 (55

d’ou, par "télescopage"




a) | Justifier que P([|T,, — N| > 1]) tend vers 0 quand n tend vers U'infini. J

P([|To = N| 21])) = P([Tn < N = 1]) = sa(IN)

qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini, comme il a été démontré en 2°b.

b) ’ En déduire, pour tout & > 0, la limite de P([|T;, — N| > ¢]) quand n tend vers I'infini.

Comme T, — N ne prend que des valeurs entiéres, on a, pour tout réel £ > 0 :
P([|T% = N| z€]) < P([|Tn - N| 2 1])

dott lim P([|T, - N| >¢])=0.
4o

n

. On suppose dans cette question que N est un paramétre inconnu.

a) IExpliquer pourquoi on ne peut pas dire que T}, + 5, (V) est un estimateur sans biais de V. ‘

Bien que E(Tn + sn(N)) = N, T, + 5,(N) n’est pas un estimateurs sans biais de IV, parce qu’il
dépend du paramétre 4 estimer (ce n’est pas un estimateur).

b) ‘ Trouver une suite convergente et asymptotiquement sans biais d’estimateurs de V. J

La suite (T}, )nen+, quant & elle, est bien une suite convergente et asymptotiquement sans biais
d’estimateurs de N.
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CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit f la fonction de deux variables définie sur R? par :

V(x,y) € R?, flz,y) =2+ —9ay+1.

1. a) \Donner le développement limité & I'ordre 2 de f au voisinage de (0,0).

La formule de Taylor a I'ordre deux pour les fonctions de deux variables n'est pas exigible en
section E, mais elle n’est nullement nécessaire pour répondre a cette question.
On obtient directement, en ordonnant les mondmes par degré croissant :

f(h, k) =1—9hk + (h% + k%) e(h, k) .

b) | En déduire que (0,0) est un point-col de f.

o 91 (f)(z,y) = 32% = 9y
o &(f)(z,y) = =9z + 3y*

Les deux dérivées partielles premiéres de f s’annulent en (0,0) et le signe de
f(h, k) — f(0,0) = =9 hk + (h? + k%) e(h, k)

change au voisinage de (0,0). Il en résulte que (0,0) est un point-col de f.

2. a.)|Mont1‘e1‘ que f admet un extremum local.

302 -9y =10
9z +3y2 =0

Outre Porigine déja mentionnée, on trouve comme unique point critique de f le point I = (3,3).

Les points critiques de f sont les solutions du systéme {

Pour en connaitre la nature, on étudie la matrice hessienne de f en ce point.

. alg,l(f)(fﬁay) =6z
o O%(f)(zy) = 021 (f)(a,y) = -9
o 055(f)(z.y) = 6y

18 -9

Au point I = (3,3), la matrice hessienne est donc VZ(f)(I) = (_9 18

), dont les valeurs
propres, 9 et 27, sont strictement positives.

11 en résulte que f admet un minimum local en 1.

b) | Cet extremum est-il global ?

Non, puisque lim f(z,0) = —c0 .
z——0o0
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EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours
a) Définition et représentation graphique de la fonction partie entiere.
b) Donner un programme Scilab permettant de représenter la fonction partie entiére sur
lintervalle [—5/2,45/2].

Pour tout n € N*, on note X, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, A, P) dont

une densité f, est donnée par :
t

1 s
—e n sit>=0

f;,‘(t) — T
0 sinon

2. Reconnaitre la loi de X,,, puis en donner I'espérance et la variance.
» P

3. Pour tout n € N*, on pose : u, = P([| X, — E(X,)| < 1]).
a) Montrer que 1w, = (eQ/n -1) e—(n+1)/n

5. 7 . « N .
b) Déterminer un équivalent de u, lorsque n tend vers +co, de la forme — ot « est un réel
n

que l'on déterminera.
1
4. Pour tout k € N, on considére I’événement Ay = [k + 5 <X, <k+ 1].

i
a) Exprimer 'événement B, = | X, — |X,] > 5] en fonction des événements Ay (k € N).

b) Pour tout n € N*, on pose : v, = P(B;). Calculer v, puis lim vy.
n—too

ot

On suppose désormais que les variables aléatoires Xy, Xo,...,X,,... sont indépendantes et,
pour tout n € N*, on pose :
M, = min{X;, Xo,..., X,) .

a) Déterminer la loi de M,,.

b) Pour tout n € N*, on pose : w, = P(HM’H — B(M,)| < l]) Calculer w,, puis lim w,.

n—4oc
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EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les deux sous-espaces vectoriels F et G de R? définis par :

F = Vect{(1,1,1)}
G = Vect{(1,-1,0),(0,2,1)}

1. Trouver un endomorphisme de R*® dont 'image est F et le noyau G.

2. Peut-on le choisir diagonalisable?



Sujet E 94

CORRIGE DE L’EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours :

a) [ Définition et représentation graphique de la fonction partie entiére. j

Donner un programme Scilab permettant de représenter la fonction partie entiére sur intervalle

b (=5/2, +5/2).

~—

x=linspace(-2.5,2.5,100""
y=floor(x);
plot(x,y) ]

FIGURE 1 — Fonction partie entiére

2. | Reconnaitre la loi de X,,, puis en donner 'espérance et la variance.

. . ' 1
X, suit la loi exponentielle de paramétre — et E(X,) = n et V(X,) = n%
n

3. Pour tout n € N*, on pose : u, = P([|Xn - B(X,)| <1]).

a) | Montrer que w, = (e2/n -1) e+ 1)/n

Up = P(an*'HI < 1) = P('ﬂul < Xn < n+1) = FX“ (ﬂ_i_l)*ﬂ\’u(”_l) =1l-e" n:rl _(]‘_eﬁ i;:l )

d’oi

s B - (e2/"—1) e—(m+1)/n|

. s . a . 2
b) Déterminer un équivalent de u, lorsque n tend vers +co, de la forme — ot a est un réel que
n

I'on déterminera.

-1
2 2 _ntl e o 2e
en —1 ~ —ete w ~ e 1 don: Uy ™~
n—4oc N n—-4oc n—-4oc n




1
4. Pour tout k& € N, on considére 'événement Aj = [k + 3 <X, <k+ 1}-

a

—

1 . .
Exprimer 'événement B, = [X” - | X, > 5] en fonction des événements A, (k € N).

L’événement B, est la réunion disjointe des événements Ay pour k € N :

+oo
Bn &= U A.l: .
k=0

Pour tout n € N*, on pose : v, = P(B,).

) Calculer v,, puis lim wv,.
n—-toc

1 1 k41
P(Ag) = exp(u H(k + 1/2)) —exp ( - H(A + 1)) = (exp (1/2n) - 1) X (exp (- 1/11)) .
Comme les événements Ay sont deux & deux incompatibles, on en déduit :
o exp (— 1/n)

U”':P(B”)=kZ:0P(Ak): (GXI)(I/‘QH)—I) X m
d’oit (1/20) - 1
n _exp 1/2n) — .
U= PABa) = exp (1/n) —1

Comme et —1 ~ ¢, on a donc :
t—=0

li :
m U, = = |
n—-+oo " 2

5. On suppose désormais que les variables aléatoires X7, Xo,...,X,,... sont indépendantes et,
pour tout n € N*, on pose :
M, = min(X1, Xo,..., X,) .

a) w Déterminer la loi de M,.

M, (Q2) = R et, classiquement :

n

i —x/k _ 1 I
V;I‘ER*., P(ﬂ-{,1>&):’ge / —exp(—(1+§+---+£):t).
. . " g ; s 1 1
Par suite, la variable aléatoire M, suit la loi exponentielle de paramétre 1 + 3 44 —

Pour tout n € N*, on pose : w,, = P([|M, — E(M,)| < 1]).

Calculer w,, puis lim w,.
n—too

Comme P(|M,, > z]) = exp(— ) pour tout = > 0 et comme E(M,) < 1, on a

x
E(M,)

1
w, = P([ -1+ E(M,) <M, <1+ E(I\J,,,)]) =1-—exp ( -1 m)

qui tend vers 1 quand n tend vers Vinfini, puisque E(M,,) tend vers 0, par divergence de la série
harmonique.
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CORRICGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les deux sous-espaces vectoriels I et ¢ de R® définis par :

F = Vect{(1,1,1)}
G = Vect{(1,-1,0), (0,2, 1)}

Is ‘Trouver un endomorphisme de R dont I'image est F et le noyau G. ]

Il suffit d’imposer que la restriction de 'endomorphisme & G soit nulle, puis de choisir un vecteur
de R® n’appartenant pas & G et de prendre (1,1,1) pour image de ce vecteur.

2. |Peut-on le choisir diagonalisable? ‘

On ne peut pas choisir 'endomorphisme diagonalisable parce que, si un endomorphisme [ admet
pour image F' et pour noyau G, f o f est 'endomorphisme nul (puisque F' est inclus dans G).
Dés lors, 0 est la seule valeur propre possible de f (puisque X2 est un polynéme annulateur
de f), ce qui exclut que f soit diagonalisable, puisque ce n’est pas 'endomorphisme nul.

o
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EXERCICE PRINCIPAL

Soit f la fonction définie sur R** par : Vx>0, f(z)=

1. a) Question de cours
Rappeler la définition de la continuité en un point d’une fonction réelle d’une variable réelle.

b) Montrer que f se prolonge de maniére unique en une fonction continue sur Ry .

2. Justifier, pour tout entier n € N*, 'égalité :

+oe 9
/ 12 e dt = =
0 n

2
<t-
et—1—

3. a) Etablir, pour tout ¢ > 0, I'inégalité :

+oo
b) Justifier, pour tout n € N, la convergence de l'intégrale / fye ™de.
0

+oo
Montrer li B = 0.
¢) Montrer que Jm : Sftye ™ d
n
4. a) Etablir, pour tout ¢ > 0, 'egalitée :  f(t) = ¢ e 4 ft)e ™.
k=1
+o0 +oo 1
b) En déduire I'égalité : /ﬂ fyat =2 Z =
k=1
+o0 9 1

5. a) Justifier, pour tout n € N*, l'inégalité Z s < ol

k=n+1

b) Compléter les lignes 3 et 5 du script Seilab suivant, pour que la fonction « approx » affiche

+oo
une valeur approchée de Iintégrale I = t) dt, avec une précision « epsilon » entrée en
pp 28 ) p
0

argument.

function I = approx(epsilon)
I=20;
n= 777 ;
for i = 1:n
I =1+ 777
end ;
disp(I,’integrale = ?) ;
endfunction
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (2, A, P),
suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1].

1. a) Calculer, pour tout n € N*, la probabilité P([ [nU] = [nV]]).
b) En déduire la probabilité P([U = V]).

0o v
a) Quelle est la probabilité que A soit inversible?
b) Quelle est la probabilité que A soit diagonalisable?

2. Soit A la matrice aléatoire (U 1).
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

2
Soit f la fonction définie sur R™ par:  Va >0, f(z)= — 7
et —
1. a) Question de cours
b) \ Montrer que f admet un unique prolongement par continuité a Rt.

Comme lilg f(z) = 0, l'unique prolongement par continuité de la fonction f a Ry est obtenu
=04

en posant f(0) = 0.

Justifier, pour tout entier n € N*, I'égalité :

+oo
. 2
% f t2 (3_"1 dt = =g ¢
0 n

La fonction I n’étant pas au programme (E), on obtient le résultat en intégrant par parties (sur
un segment [0,z puis en faisant tendre x vers +00).

t?
<t-

3. a) | Etablir, pour tout ¢t > 0, l'inégalité : Fog

Par convexité de la fonction exponentielle, ef > 1 + ¢, d’oil 'inégalité demandée.

+oo
b) | Justifier, pour tout n € N, la convergence de l'intégrale / ftye ™tat.
0

+oo
L’intégrale / f(t)dt est convergente parce que f admet un prolongement continue & R, et

0
parce que f(t) = o(1/t*) quand ¢ tend vers l'infini.
+oe
La convergence des intégrales f(t)e ™ dt pour n > 1 en résulte par domination (mais on

0
peut aussi la prouver en utilisant I'inégalité prouvée en a).

+oc
¢)| Montrer que lim / fie™dt = G
0

n—+oc

Grace a l'inégalité prouvée en a, on a :
VneN*, 0< f fE)e ™t f e dt= -
0 0 v

d’ot le résultat par encadrement.



n
4 a) | Etablir, pour tout ¢ > 0, Végalité :  f(t) = ¢* g F L f(t)e ™
k=1
s 1-— ef'nt 1= eunt
2 —kt __ 42 _—t T 2 _ = —nt
£y e =tet () = (o) = f0) - fBe
k=1
+oo +coo 1
b) | En déduire 1'égalité : fn fH)dt =2 Z T
k=1

Par intégration de 0 & +oo, on obtient :

+oc n 1 +o0 -
fo f(t)dt—2zﬁzf0 f(H)e mtdt

k=1

qui tend vers 0 quand n tend vers U'infini, d’ou le résultat.

+oo
5 i : g s Ters 2 1
G a) | Justifier, pour tout n € IN*, l'inégalité Z R 3
k=n+1
Par la méthode des rectangles :
*f:z<“’°°[“+12dt_+i‘° 1 1 )_1
78 = 3T 2 (L1132 2
k=n-+1 k k=nt17F ¢ k=n-+1 (}L + 1} B

function I=approx(epsilon)
I=0;
n=floor(1/sqrt(epsilon));
for i= 1:n
I=1+2/i"3;
end
disp(I,’integrale = 7);
endfunction

+eoc
Pour information : une valeur approchée &4 1075 prés de [ = f S{)dt est 2,404114 .
0
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Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes, suivant chacune la loi uniforme sur [0,1].

1 a) | Calculer, pour tout n € N*, la probabilite P([ [nU] = [nV]]).
o n—1
E+1 n 1
P([lnU] = |nV]]) = L_J [nU| = [nV] ZP([ <U < ]ﬂ[ <V< = )= Ll
b) [Bn déduire la probabilité P([U = V). B

Comme Pévénement [ = V] est inclus dans chacun des événements [ [nU] = [nV]], sa proba-
hilité est majorée par 1/n pour tout entier n € N*.
1l en résulte que la probabilité P([I/ = V) est nulle.

Remarque : le produit de convolution n’est pas au programme de la section E (on ne peut donc
pas utiliser la variable I/ — V, comme le ferait spontanément un candidat fiché S).

. . ) U 1
2. Soit A la matrice aléatoire (0 V)'

a) | Quelle est la probabilité que A soit inversible? ‘

C’est la probabilité de I'événement (U = 0] U [V = 0]. Elle est nulle.

b) l Quelle est la probabilité que A soit diagonalisable ?

C’est la probabilité de ’événement [U # V]. Elle est égale a 1 d’apres 1b.

(<41
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EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout 'exercice, (2,4, P) désigne un espace probabilisé, et toutes les variables aléatoires consi-
dérées sont définies sur cet espace probabilisé et X désigne une variable aléatoire 4 valeurs dans N.

1. a) Question de cours : rappeler la formule de Koenig-Huygens.
b) Démontrer que, si X admet un moment d’ordre deux, alors on a :

VeeR, V(X)< E((X—c)g) .

2. Dans cette question, n est un entier strictement positif et X une variable aléatoire telle que :
X () C [0,2n] .

a) En utilisant une des inégalités prouvées en 1.b, démontrer que la variance de X est

inférieure ou égale & n?,

2 si, et seulement

b) Démontrer que, si F(X) = n, alors la variance de X est égale & n
1

c) Quelle est la plus petite valeur possible de V{X) lorsque E(X) =n?

Dans toute la suite de Iexercice, ¢ désigne un nombre réel positif qui n’est pas entier et |¢| sa partie
entiére.

Xo(Q) = {le]. le] + 1}

E(XD) =cC

a) Verifier que : P([Xo=|¢]]) = [c] +1—c.

b) En déduire que la variance de Xy est égale a (¢ — |¢])(|lc] +1—¢) .

3. Soit Xg une variable aléatoire vérifiant : {

4. Dans cette question et la suivante, X est une variable aléatoire & valeurs dans N qui admet une
espérance et une variance, et vérifie : E(X) =c.
On note A= [X <] et p=P(A).

a) Justifier que p est strictement compris entre 0 et 1.

b) Justifier la convergence de la série EP;([X = k]), ot A désigne le complémentaire
A &

k>0
de I'événement A.
Le] +oc
5 Onnote: co=Y kPs((X=k)eter= D kPs([X=k]).
k=0 k=|c]+1

Soit Y une variable aléatoire telle que P([Y =cg]) =pet P([Y =e1]) =1-p.



a) Vérifier que les variables aléatoires X et Y ont la méme espérance.
b) Prouver I'égalité : V(Y) = (¢ — o) (c1 — ©).

c¢) Démontrer I'inégalité :
V(X) > V().

d) En déduire que V(Xp) est la plus petite valeur possible de V(X).
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EXERCICE SANS PREPARATION

et —1
1. Quelle est la limite quand ¢ tend vers 0 de ?

oo et 1
2. Justifier la convergence de l'intégrale impropre / ( ) o Al
0

Vi3
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

a) ‘ Question de cours : rappeler la formule de Koenig-Huygens.

Sous réserve que X ait un moment d’ordre 2, elle posséde une espérance et une variance, qui
vérifient : .
V(X) = E(X?) - (E(X))".

Démontrer que, si X admet un moment d’ordre deux, alors on a :

b) VeeR, V(X)<E(X-c)?).

Par application de la formule de Koenig-Huygens a la variable aléatoire X — ¢ :

V(X)=V(X —c) = E((X —¢)®) - (E(X —¢))" < B((X - ¢)?) .

. Dans cette question, n est un entier strictement positif et X une variable aléatoire telle que :

X(Q) c[o,2n] .

a)

ou égale a n?,

En utilisant une des inégalités prouvées en 1.b, démontrer que la variance de X est inférieure

Comme X (£2) C [0,2n], on a (X (w) — 71)2 < n? pour tout w € Q) et donc, par application de
linégalité V(X) < E((X —¢)*) ac=mn:

V(X)< E((X - 11)2) <n?.

Démontrer que, si E(X) = n, alors la variance de X est égale & n? si
b 1
) si, P([X =0]) = P([X =2n]) = = !

El

et seulement

e Condition suffisante
Si P([X =0]) = P(|X =2n]) = %, alors % suit la loi de Bernoulli B(%) dont la variance est
égale a 1
4
e Condition nécessaire

Si V(X) = n? alors E(n*— (X —n)?) = 0, ce qui entraine que la probabilitée P([1 < X < 2n-1])
est nulle.

1
Dés lors, comme E(X) = n, on a nécessairement P([X = 0]) = P{[X =2n]) = 5!

c) | Quelle est la plus petite valeur possible de V(X)) lorsque E(X) =n?

Lorsque F(X) = n, la plus petite valeur possible de V (X) est 0, obtenue lorsque P(|X = n]) = 1.



3. Soit X une variable aléatoire vérifiant :

Xo() = {le), [e] + 1}
E(XU) =c

a)|Verifier que : P([Xo = |c]]) = [¢] +1—c. ]
Soit 7 = P([Xo = c]]).
=EXo)=nle]+{1-n)(lc]J+1)=lc]+{1-mn)

dotn=lc/+1-c.

b) | En déduire que la variance de Xg est égale a (¢ — |¢])(|c] +1—¢) . l

V(X) = n(le]=e)*+(1-n) (le)+1-¢)* = (le]+1=c) (le] —e)*+(e~Le)) (lel+1~¢)* = (e—[e])(|e]+1—c)

4. Dans cette question et la suivante, X est une variable aléatoire & valeurs dans N qui admet une
espérance et une variance, et vérifie : E(X) =
On note A = [X < ] et p= P(A4).

a) \Justiﬁer que p est strictement compris entre 0 et 1.

Si p était nul, 'espérance de X serait strictement supérieure a c.
Si p était égal & 1, espérance de X serait strictement inférieure & ¢ ou X presque certainement
égale & ¢, ce qui est exclu puisque ¢ n’est pas un nombre entier.

b) Justifier la convergence de la série Z kPi([X =k].
k>0

Comme k Pz([X = k]) = kP([X =k]nA) p kP([X = k)

et comme X admet une espérance,

P(4) - P(4)
la série ZA’PA([X = k]) est convergente par comparaison de séries & termes positifs.
k>0
Lc] +oo
5. Onnote: ¢y = ZkPA([X =kl])etc = Z kPi([X =k]) .
k=0 k=lc]+1

Soit Y une variable aléatoire telle que P([Y =¢g]) =pet P([Y =¢1])=1-p

a) ‘ Vérifier que les variables aléatoires X et Y ont la méme espérance.

Grace a la formule des probabilités totales,

e _[PAYPa(X = k) sik< el
PP = k) = P(4) Pa(lX = k) + P(A) PA(IX = k) _{P(A)PA([X—!;]) si k> |c]
d’on :

LeJ
E(X)=P(A) Y kPa([X =k)+ P(A Z kPi([X =k]) =peo+ (1 —p)ar = E(Y) .

k=0 k=lc)+1



b) | Prouver l'égalité : V(Y) = (¢ — ¢p) (e1 — ¢).

C1 0
Comme p = et 1 —p= ,0n a:
€1 — Cp c1 — Cp

c) ‘ Démontrer l'inégalite : V(X)) > V(Y) .

Le] +oo
VIX)=p> (k—c Pa(X =k)+(1-p) D (k—c)*Pa([X =H)
k=0 k=le|+1

d’otlt, grace & la formule de Koenig-Huygens,

L] 9 +o0
VOO 2p (Y kPalX =K —¢) 4+ 1 -p) (Y KPs(X =H)-c)
k=0 k=|c]+1
et finalement : ) "
VX)2p(co—c) +(1-p)(c1—c)" =V(Y).

d) I En déduire que V(Xp) est la plus petite valeur possible de V(X).

Comme ¢ > |¢] > cpet ¢ <1+ |c] < ¢g, on a aussi :

V(Y) = (¢ —co)(er —¢) = (e — [e])(le] + 1 = ¢) = V(Xo) -

1l en résulte que V{(Xg) est la plus petite valeur possible de V(X), sous la contrainte F(X) = n.
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t
. et —1,
Quelle est la limite quand ¢ tend vers 0 de ?
1
lim 2 =T
t—=0

too Lot 1
Justifier la convergence de 'intégrale impropre / ( ) i
0

t

e L'intégrande f : {+— (e _

Ve

1
e f(t) ~ — quand ¢ tend vers 0

T
1
o f(t) = O(?z) quand t tend vers +oc

) e~2! est une fonction continue sur |0, +oco|
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EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout l'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal & 2 et M,,(R] I'espace vectoriel des matrices
réelles & n lignes et n colonnes.
Pour toute matrice M € M,,(R), on note 'M la transposée de M.

ik a) Question de cours : théoréme du rang.

b) Justifier que 'ensemble des matrices de M, (IR] dont la somme des coefficients est nulle
est un espace vectoriel et préciser sa dimension.

2. Soit ¢ l'application qui & toute matrice M € M, (R), associe la matrice @(M) = M + M.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (R).

3. Dans cette question, et seulement dans cette question, on suppose que n = 2.
Pour tout (i,7) € [1,2]? on note E;; la matrice de M, (R) dont tous les éléments sont nuls
excepté celui de la i-eme ligne et j-iéme colonne qui vaut 1.
On rappelle que la famille (Ey,1, E1,2, B2 1, F22) est une base de Mz(R).

a) Ecrire la matrice 4 de @ dans la base (Elzl,ELg,ngl, Eggg).

b) Préciser le rang de ¢.
¢) Donner une base du noyau de ¢.

4. On suppose désormais n > 3.

a) Déterminer (p((p(ﬂ-[)), pour toute matrice M € M, (R). Que peut-on en déduire sur les
valeurs propres de 'endomorphisme ¢ 7
b) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?



EXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout réel ¢ > 0, on note f. définie par

c

—— — siz2>1
izt Dx+2) °F

VazeR,fo(r) =

0 sinon

Sujet E 108

1. Justifier 'existence d’une unique valeur ¢, de ¢ pour laquelle f., est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f,.

Trouver la limite et un équivalent de P([X > n]) quand n tend vers l'infini.
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CORRIGE DE L’EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours : théoréme du rang.

Justifier que 'ensemble des matrices de M,,(IR] dont la somme des coeflicients est nulle est un
espace vectoriel et préciser sa dimension.

b)

Soit H,(IR] I'ensemble des matrices de M, (R] dont la somme des coefficients est nulle.
Soit s application linéaire de M, (R] dans R qui associe & toute matrice de M, (IR] la somme
de tous ses coellicients.

o H,(IR] est le noyau de s, donc un sous-espace vectoriel de M,,(R].
e [’application s est surjective.
e Par le théoréme du rang, la dimension de 7, (IR] est égale & n? — 1.

Remarque : les notions d’hyperplan et de forme linéaire ne figurent pas au programme de la
section E.

2. Soit ¢ lapplication qui & toute matrice M € M,(R), associe la matrice p(M) = M + M.

Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (R). |

L’application f est linéaire et I'image par f de toute matrice M de M, (R) appartient & M,,(R).

3. Dans cette question, et seulement dans cette question, on suppose que n = 2.

a) | Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (E],l, Eh9,E271, Eg,g).

o O O N
O = =0
o= O
N o oo

b) | Préciser le rang de .

Le rang de ¢ est celui de la matrice A, c’est-a-dire 3.

c) l Donner une base du noyau de .

La matrice Fy9 — Fay = (—Ul [1}) constitue A elle seule une base de ker .



4. On suppose désormais n > 3.

Déterminer go(tp(M)), pour toute matrice M € M, (R). Que peut-on en déduire sur les valeurs
propres de l'endomorphisme ¢ 7

(e(M)) = (M + M) = (M) + o(*'M) = M + M + ‘M + M = 2(M + 'M) = 2p(M)

1l en résulte que le polynéme X2 —2X est annulateur de ¢, ce qui entraine que les seules valeurs
possibles de ¢ sont 0 et 2.

b) | L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 7

e Toutes les matrices symétriques sont des vecteurs propres de ¢ (associées a la valeur propre
: ; ; . on(n+1
2) et constituent un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension %

e Toutes les matrices « anti-symétriques » sont des vecteurs propres de ¢ {associées a la valeur
. . . . n(n-1)
propre 0) et constituent un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension —

La somme des dimensions des sous-espaces propres de ¢ étant égale a la dimension n? de M, (R),
I'endomorphisme ¢ est diagonalisable.
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Pour tout réel ¢ > 0, on note f, définie par

c

————— siz2>1
ez +1)(x+2) e

VzeR,flz)=

0 sinon

1 | Justifier l'existence d’une unique valeur ¢, de ¢ pour laquelle f., est une densité de probabilité.

+oo
dx
L’intégrale f —————— est convergente parce que l'intégrande est une fonction conti-

nue sur [1,+oo[ et parce que cette fonction positive est équivalente en +oco & la fonction de
référence @ — 1/2® dont l'intégrale est convergente au voisinage de U'infini.

Il en résulte que pour
1

Cp =

/ T dx

1w+ 1)(z+2)

la fonction f., est une densité de probabilité, parce pour cette valeur de ¢ et seulement pour
cette valeur, I'intégrale sur R de f. est égale & 1.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f,.

Trouver la limite et un équivalent de P([X > n]) quand n tend vers I'infini.

Par propriété de limite monotone, on a :

lim P(X >n])=0"

n—+oo

Pour trouver un équivalent de P([X > n]) quand n tend vers l'infini, il suffit d’encadrer l'intégrale

correspondante
e +oc
dx dx
Cofn (.1:_+§)‘33P([X2n])5c0/; a
d’ou : C
BIX Snlja 0 .
o =) 2n?

(41



