2. SUJETS DE L’OPTION ECONOMIQUE

EXERCICE PRINCIPAL E 87

1. Question de cours : Condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable,

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On note B la base canonique de R™.

T
Soit v un vecteur de R™ de coordonnées vy, vs,...,v, dans la base B telles que z v; = 2.

i=1
n

On considére Papplication f définie sur R™ qui, & tout = = (z1,22,...,2a) € R?, associe f(z) =z — (Z-Ti)v-

i=1
2.a) Montrer que f est un endomorphisme de R™.

b) Déterminer fo f. L’endomorphisme f est-il bijectif ?

c¢) Quelles sont les valeurs propres possibles de f 7

3.8) Déterminer les valeurs propres de f.

b) Quels sont les sous-espaces propres de f ? L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

4.a) Ecrire la matrice M de f dans la base B.

v ot U g6 -0
vy g U 0 0 -0

b) Montrer que les matrices V = | . . . et D=1]. . sont semblables.
Up Un v Un g 0 .-.2
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Soit X une variable aléatoire admettant une densité f strictement positive sur R et possédant une espérance.
Pour tout & €]0, 1], on note h, la fonction définie sur R par : ha(t) = [t + (20 — 1) £
Pour tout ¢ € R, on pose : L(g) = E(ha{X — q)).

1. Etablir ’existence d’un unique réel g, en lequel la fonction L est minimale.

1
2. On suppose que o = 3 et que X suit la loi A(0,1). Calculer q1-
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Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (Q,A, P).
1. Question de cours : Définition de la convergence en loi d'une suite de variables aléatoires.

2. Soit X une variable aléatoire strictement positive suivant la loi exponentielle de parametre 1.
On pose : Z = —In X et on note Fz la fonction de répartition de Z.

a) Montrer que pour tout z € R, on a: Fz(z) = e "

b) Montrer que Z admet une densité de probabilité continue fz qui atteint sa valeur maximale en un unique
point zg.

¢) Tracer Pallure de la courbe représentative de Fz dans le plan rapporté & un repére orthogonal.

d) Que représente le point d’abscisse zqy et d’ordonnée Fz(xp) pour cetie courbe ?

3. On considére une suite de variables aléatoires (X, )n3>1 indépendantes et de méme loi que X.
On pose pour tout n € N* ; ¥, = max(X,,...,X,) et Z, =Y, —lnn.

a) Déterminer les fonctions de répartition Fy, et Fz, de Y, et Z,, respectivement.

b) Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,)nz1 converge en loi vers la variable aléatoire Z.
¢) Etablir pour tout réel ¢ > 0, I'inégalité : E(Y,) 2 cP(Yn > c).

d) En déduire nll}r_xl_lm E(Y,).
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1 1 0
On considére la matrice A = { 0 1 1 ] de M3(R).
0 01
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ? inversible 7

2. On note I la matrice identité de M3z(R). Etablir I'existence d’une matrice N telle que A =17+ N.
Déterminer pour tout & € N, la matrice AR,

3. On rappelle lidentité remarquable : a® + b* = {a + b)(a® — ab + b?). Déterminer A~1.
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1. Question de conrs : Définition de la dimension d’un espace vectoriel.

Soit 72 € N*. On note F, le sous-espace vectoriel de R[X] constitué des polynémes de degré inférieur cu égal

A n—1et F, lesous-espace vectoriel de B[{X] engendré par X, X 2L XX

9. Montrer que les polyndmes P de R[X] vérifiant pour tout z € B, P(z + 1) = P(x), sont les polynomes
constants. .

3. Préeiser kes dimensions respectives de By, et Iy,

4. Pour tout P € F,, on note @ le polynéme tel que : Ve € R, Q(z) = Pz + 1) ~ P(x).

a) Vérifier que Q € E,,. Quelle relation cxiste-t-il entre les degrés de P et de @7

b) Soit A application de F, sur E, qui & tout, P € F), associe (@ = A(P),ouVx e R, Q{z) = P(x+1)— P(z}.
Monirer que Uapplication A est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

n n-1
¢) Déterminer un polyndme P vérifiant A(P) = X% En déduire la valeur des somimnes Z ket Z(‘zk + 1),
k=1 k=0
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Aprs une alerie incendie, les 60 éléves d'une école se répartissent au hasard dans 5 salles de classe.

Y=grand (100000, 1, "bin", 60,1/5)

histplot (0.5:25,Y)

qui donne la représentation ci-dessous :
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#13 }
b.12 ——]
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o0 -4
008
00?7
065 -
805
0.04
803 -
002 -

001

Que représente la valeur maximale prise par cet histogramme 7 Prouver unt résultat concernant cette
valeur.
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1. Question de cours : Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur 7.
T
Propriétés de 'application x € I — f Flt) de.
43

Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs réelles.

Pour toute fonction f € E, on note T( f) I’application définie sur R & valeurs réelles, telle que :
z+1

Vz e R, T(f)(z) = [ () de.

r—1
2. Pour tout a € R, soit f, la fonction définic sur R par : f,(x) = e*®. Déterminer T'(f,).

3.a) Montrer que pour toute fonction f € E, 'application T( f) appartient & E et est de classe C! sur R.
Déterminer la fonction dérivée de la fonction T( f)

b} On suppose que f est une fonction bornée de E. Montrer que T( f ) est bornée et établir 'existence d’'un
réel K tel que pour tout (z,y) € R?, on a {7'(f)(z) - T(/) ()| < K|z - yl.

4. Soit T Papplication de E dans E qui & f € E, associe T(f).

a) Montrer que 7" est un endomorphisme de E. Est-il surjectif ?

b) Soit 7 € N et R,[X] Pespace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & n.
Montrer que T{Rn[X]) C Ry[X].

c) Soit T, la restriction & R, [X] de 'endomorphisme T et B = (1, X, X3,... ,X”) la base canonique de R,[X].

L’endomorphisme T}, est-il diagonalisable 7 T3, est-il bijectif 7
EXERCICE SANS PREPARATION E 70

Soit (X, )nen- une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé (Q,A, P), de

. : o1 -
méme loi de Bernoulli de paramétre 3 On pose pour tout 7 € N* : W, = Z kXp.
k=1

1. Caleuler E{W,} et V(Wy.}.

2. Les variables aléatoires W, et W, 1 sont-elles indépendantes 7
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1. Question de cours : Définition d’un isomorphisme d'espaces vectoriels.

Dans tout 'exercice, n désigne un entier supérieur on égal 4 1. Si p € N, on note Rp[X] I'ensemble des polyndémes
& coefficients réels de degré inférieur ou égal a p.

P
On note I,, la matrice identité de M, (R). On rappelle que si A € M, (R) et P(X) = Z ax X* un polyndme

k=0
de Rp[X], alors P(A) désigne la matrice aply + a1 A4+ + ap AP,

2. Soit A et @ deux matrices de M, (R). On suppose que la matrice @ est inversible, d'inverse notée Q.
Soit P un polynéme & coefficients réels. Expliciter P{Q~1AQ) en fonction de P(A}), Q et QL.

3.a) Soit x1,%3...,2, des réels deux & deux distincts et soit ¢ Papplication de R,,_;[X] dans R™ qui & tout
polynéine P € R,_1[X], associe le n-uplet (P{z1), P(z2) ..., P{za)).

Autrement dit : VP € R,_1[X], @(P) = (P(z1), P(22) ..., P(2,)). Montrer que I'application ¢ est bijective.
b) Soit A1, Az, ..., A, nréels distinets non nuls et T = (¢;,;)1<i,5¢» € Mn(R) une matrice triangulaire telle que
pour tout i € [1,n], £ ; = A

Etablir 'existence d'un unique polynéme P € R, _y[X] tel que pour tout i € [1,n], on a : ,;xP(A\) = 1.

Que vaut TxP(T) 7 Conclure.

1 a b

4. Déterminer un polynéme P € Ro[X] tel que ¥V (a,b,¢) € R3, I'inverse de la matrice A = | 0 2 ¢ | soit
00 3

égale & P(A).

EXERCICE SANS PREPARATION E 71
Soit X1, Xa,...,X, n variables aléatoires telles que pour tout k € [1,n], X suit une loi de Bernoulli de
parameétre pr avec 0 < pp < 1.
n 2
Onpose: Y = ZX’C' Montrer que V(¥) < %

k=1
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1. Question de cours : Formule des probabilités totales,

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On considére n urnes numérotées de 1 & n et N un entier naturel multiple de 2™.

N
Pour tout & € [1,n], la k-iéme urne contient N boules dont 7 boules blanches, les autres étant noires.

On tire dans I'urne 1 une boule que ’on place dans 1'urne 2, puis on tire dans 'urne 2 une boule que l'on place
dans urne 3 et ainsi de suite jusqu’a tirer dans I'urne n — 1 une boule que l'on place dans I'urne n, puis on tire
une boule dans 'urne n.

L’expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, A, P).

2. Pour tout k£ € J1,n], soit py la probabilité que la boule tirée dans 'urne & soit blanche.

Trouver une relation de récurrence entre pry1 et pr (1 < k< n—1).

3.a) Calculer p,, en fonction de n et N.
b) Pour n fixé, calculer lim py,. Interpréter cette limite.
N-r+o0

4. Soit i € [1,n — 1]. Calculer la probabilité conditionnelle que la n-itme boule tirée soit blanche sachant que la

boule tirée dans 'urne 7 est blanche.

EXERCICE SANS PREPARATION E 73

1< k
it {tn)nen- ite défini 3= N up==> In{—].
Soit (i )nen- la suite définie par : Vn € U n;n(n)

1. Montrer que la suite (u,)nen- €5t convergente et calculer sa limite.

o

2. Quelle est la natuwre de la suite (n!) ™ ?
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1. Question de cours : Définition et propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité.

Dans cet exercice, les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (Q,.A, P), & valeurs dans Rt
et admetient une densité.
Soit X une variable aléatoire & densité admettant une espérance E(X). On note respectivement F et f, la

fonetion de répartition et une densité de X.
Soit (X )nene une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.

2. Pour z 2 0:
-+oa
a) Justifier la convergence de l'intégrale f tf(t)dt.

T

+oo
b) Etablir les inégalités / tf(t)dt = z(1 — F(z)) = 0.

+oo
c¢) Montrer & I'aide d'une intégration par parties que : E(X) = / (1 - F()) dt.
0

3. Pour tout n € N* on note Z,, = max{Xy, X2, -, Xpn), Gpn la fonction de répartition de Z, et g, une densité
de Z,,.

a) Exprimer pour tout ¢ € R, G, (¢} en fonction de F(t).
b) Etablir Pexistence de E{Z,).
+oo

¢} Pour n = 2, montrer que : B{(Z,} — E(Z,_) = [ (F(t))"_l (1 F(}) dt.

d) Soit m > 0. On suppose que X suit la loi cxponentielle de parameétre m (d'espérance 1/m). Calculer E(Z,).
Donner un équivalent de F(Z,) lorsque n tend vers +oo.
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Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et X une matrice colonne non nulle de M,, 1(R). On pose : 4 = X'X.
1. Montrer que A est diagonalisable.

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A,
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1. Question de cours : Donner des critéres de convergence des séries & termes positifs.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =in (%(1 + lm))

On note (C) la courhe représentative de f dans le plan rapporté 4 un repére orthonormé.

2. Dresser le tableau de variation de f.

3.a) Mantrer que ta courbe {T) d'équation y = In (% 7:) est asymptote & (C).

b) Tracer (C) et (I') dans le méme repdre.

4. Ttablir pour tout réel x 32 1, Vencadrement : 0 f'(2) < 1.

En déduire le signe de f(x) — z pour tout 2 = 1 ainsi gque la position de (C) par rapport & la droite (D)
d’équation y = 2.

5. Soit le programme Scilab suivant :

function y=f (x)
v=Log ($e* (x+x" (~1)) /2)
endfunction

x=[0.01:0.1:5];
plot2d{x,f (x) ,rect=[0,0,5,58])

x=[{0,5]
plot2d (x,x)

u=inEut(‘u0=')

x=[u] ;¥y={0]

for k=1:10
z=Ff (u)
#w=[x,u}
x=[x,z]
y=[y,z,z}
u=z

end

Expliguer ce que fait ee programme et ce qu'il ilustre.
Dans plot2d, rect[0,0,5,5] signifie que seule la partie de la courbe contenue dans le rectangle
{{x,y}/ 0L 2 <5 et 0Ky <5} sera tracde.

6. Etudier la suite (g bnen définie par @ g € [1, Foolet VR EN, upy = Flun).

1
7.a) Justifier Nexistenco d'un véel @ > 1 tel que z € [1,a} == ) < 5

b) On pose : Vn € N, v, = 11, — 1. Quelle est la nature de la série de terme général v, 7
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Soit { X, nen~ une suite de variables aléatoives telles que pour tout n 2 1, X, adinet une densité f,, continue

F2 ) 1 1 2
sur R, nulle sir R et sur |—, +00 [, affine sur [0, ﬁ] et sur [—, -f].
Ln n non

1. Déterminer une densité f, de X,,.
2. BEtudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (X, ) nen-.



EXERCICE PRINCIPAL E 79

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (ﬂ, A, P).
1. Question de cours : Définition et propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité.

Soit @ un paramétre réel et F la fonction définie sur R, & valeurs réelles, telle que :

T .
F(z) = 1+1In e slzza
0 slz <a
2.a) Montrer que F est continue sur R si et seulement si a = T 1

b) Etudier les variations de F' et tracer allure de sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.
P g

3.a) Montrer que F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire X & densité.

b) La variable aléatoire X admet-elle une espérance 7

4. Soit ¥ la variable aléatoire & valeurs dans N définie par Y = | X | (partic entiere de X). Onpose: Z =X ~Y.
1

a) Calculer P(Y = 0) et montrer que pour tout n € N*, ona: P(Y =n)=In (1 + m)

b} Déterminer la fonction de répartition et une densité de Z.

¢) Btablir Pexistence de Pespérance B(Z) de Z. Calculer E(Z).
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a

Soit @, b et ¢ des réels non nuls vérifiant a® + b +¢* =1. Onpose : U = | b | € M3 1(R).
c

1.a) Calculer la matrice M = UJ (ou U est la matrice transposée de la matrice-colonne U).
b) M est-elle diagonalisable ? inversible 7

2.a) Pour n € N*, calculer M™.

b) Quelles sont les valeurs propres de M et les sous-espaces propres associés.



