Sujet S 113 - Exercice sans préparation

On considere une suite (Xg) wen+ de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(Q, «,P), suivant chacune la loi exponentielle de parametre 1.
n

1) Pourtout ne N*, onnote S, = ) X.
k=1
a) QuelleestlaloideS,?

b) Quelle est la limite, quand 7 tend vers l'infini, de la probabilité P[S,, = n+v/n] 2

2) On considere une variable aléatoire N, sur (Q, </, P), indépendante des Xj et dont la loi
est donnée par :

1
PIN,=n]=P[N,=n+1]= >
a) Trouver I'espérance et la variance de la variable aléatoire T, définie par :
YVwe Q, Tn((x)) = SNn(u))

b) Quelle est la limite, quand 7 tend vers I'infini, de la probabilité P[T, = n+/n] ?

2 Sujets donnés en option économique
Sujet E 2203 - Exercice

Soit f la fonction définie sur R par :

—|xl

VieR, f(x)= ez .

1) Question de cours : Rappeler la définition d'une densité de probabilité.

2) Vérifier que f est une densité de probabilité.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, «/,P), dont f est une
densité de probabilité.

3) a) Déterminer I’espérance E(X) de X.

b) A-t-on, pour tout réel s, pour tout réel ¢ tels que t = s,
Pxss ((X>1]) =P ([X> t—s])?
4) Pour tout entier n = 1 et tout x réel, on pose :
X
Hn(x):f fOa+tedz.
—0o0
Montrer que H,, est une fonction de répartition.

5) Soit X,, une variable aléatoire définie sur (Q2, </, [P), de fonction de répartition H,. Montrer
que la suite (X,) ,en+ converge en loi vers X.
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Sujet E 2203 - Exercice sans préparation

Soit n un entier = 2 et (a3, ay, ..., a,) € R" -{(0,...,0)}.
a
. . az

On considére la matrice colonne X =| | | €., (R).
Qp

Onpose B=XXetA= XX.

On désigne par u I'endomorphisme de R"” canoniquement associé a B.
1) Expliciter la matrice B et la matrice A.

2) Quel estle rang de u? Déterminer son noyau.

3) B est-elle diagonalisable ?

4) Calculer Bf pour ke N*.

Sujet E 2214 - Exercice

On admet la propriété suivante (2) :
Si la suite réelle (1) ,ey converge vers le nombre réel L, alors la suite (V) ,en+ définie par:

VneN*, V,=—(up+u+--+uy_1) converge aussivers L.
n

On se donne deux nombres réels a et p tels que 0 < o < p.
Soit (u,) nen 1a suite réelle définie par :

1+a.u,

up>0 et VneN, uy1 = u, —.
1+P.up

1) Question de cours : Convergence et divergence des suites réelles monotones.
2) Dans cette question seulement, on suppose a =1 et = 2.

a) Etudier les variations de la fonction f définie sur R, par:

1+x
1+2x

f)=x
b) Etudierla convergence de la suite ().
¢) Ecrire un programme en Pascal permettant le calcul de u.

3) Dans le cas général, prouver que la suite (u,) ,cy converge et donner sa limite.

4) On pose, pour tout n € N, v, = 1/u,. Prouver que la suite (v,,+1 — V5) neN CONvVerge vers

B—a.

5) En utilisant la propriété (22), déduire du résultat précédent un équivalent de u, de la

forme — lorsque n tend vers +oo, ou g est un réel strictement positif.
q.n
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Sujet E 2214 - Exercice sans préparation

n souris (minimum 3) sont lachées en direction de 3 cages, chaque cage pouvant contenir

les n souris et chaque souris allant dans une cage au hasard.

1) Calculer la probabilité pour qu'une cage au moins reste vide.

2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de cages restées vides. Calculer I'’espérance de
X.

Sujet E 202 - Exercice

1) Question de cours : Variable aléatoire a densité. Propriétés de sa fonction de répartition.

On considére une densité de probabilité f, nulle sur R_, continue sur R?, associée a une
variable aléatoire X. On suppose que X est définie sur un espace probabilisé (Q2, </, P) et
on note F la fonction de répartition de X.

2) Montrer que F posséde une unique primitive s’annulant en 0. On note H cette fonction.
Montrer que H est de classe cl.

3) Donner Hy dans les cas suivants :
a) f(x)=0six<Oet f(x)=e “six>0.
. 1 .
b) f(x)=0six<O0et f(x)=——=six>0.

(1+x)2

)f(x)—OS'x<Oetf(x)—;six>0
¢ SUNES T 201+ )32 ‘

Dans chacun des cas, étudier I'existence d'une direction asymptotique et d’'une asymp-
tote oblique pour la courbe représentative de H¢ lorsque x tend vers +oo.

4) On suppose que X admet une espérance ¢.

X
a) Enintégrant par parties f tf (1) dt, montrer que Hr(x) ~ x au voisinage de +oo.
0

En déduire que la courbe représentative de Hy admet une direction asymptotique en
+00.
b) A-t-on toujours une asymptote ?

Sujet E 202 - Exercice sans préparation

a b b
Soit E 'ensemble des matrices M, , =|b a b|ou(a,b) prend toute valeur de R2.
b b a

1) Montrer que E est un espace vectoriel réel de dimension 2.
Calculer le produit M, ,. M ; pour (a, b, a’,b') € R*.
Vérifier que ce produit appartient a E.

2) Calculer M7, , pour ne N™.
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Sujet E 205 -

Exercice

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé
(Q,«,P).Soit p€]0,1[etg=1—-p.
1) Question de cours : Indépendance de n variables aléatoires discrétes (n € N*).

2) a)

b)
c)

d)

On effectue des lancers successifs et indépendants d'une piece de monnaie. On
suppose qu’'a chaque lancer la probabilité d’obtenir « Pile » est égale a p. On notera
«P» et «F»les événements (Obtenir « Pile »), respectivement (Obtenir « Face »).

On définit les variables aléatoires X; et X, de la fagon suivante : X; vaut k si le premier
«Pile » de rang impair s’obtient au rang 2k — 1 ( entier qui représente le k-iéme nombre
impair de N*);

X, vaut k si le premier « Pile » de rang pair s'obtient au rang 2k (entier qui représente
le k-ieme nombre pair de N*).

Par exemple, si'on obtient« (F,P,F,F,F,P, P, ...)» alors X; prend la valeur 4 et X,
prend la valeur 1.

On posera X; = 0 (respectivement X, = 0) si « Pile » n'apparait a aucun rang impair
(respectivement a aucun rang pair).

Prouver que P(X; =0) =P X, =0) =0.

Calculer P (X; =1) et P (X, = 1). Déterminer les lois de X; et de X». Les variables aléa-
toires X; et X, sont-elles indépendantes ?

Déterminer la loi de la variable aléatoire Y égale au minimum de X; et de X».

3) Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p.

a)

b)

Sujet E 205 -

. e X+1 . Co -
Montrer que la variable aléatoire Y = > suit une loi géométrique (| x] désigne la

partie entiere du nombre réel x).
Montrer que les variables aléatoires Y et 2Y — X sont indépendantes.

Exercice sans préparation

On note E4 I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 4 et on
considere I'application A qui, 2 un polynéme P de E4 associe le polynome Q = A(P) défini
par: Q(x) =P(x+2)-P(x).
1) Vérifier que I'application A est un endomorphisme de E,.
Expliciter la matrice de A dans la base canonique de E;.
2) Déterminer le noyau de A. On pourra prouver que si P € KerA, alors P(x) — P(0) a une
infinité de racines.
3) Lendomorphisme A est-il diagonalisable ?
4) Existe-t-il un polynéme Q appartenant a E4 ayant un unique antécédent par A ?
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Sujet E 209 - Exercice

Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel non nul et R, [X] I'espace vectoriel des po-
lynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n. On note M = (m; j)1<i,j<n+1 la
matrice de .#,,+1(R) de terme général

i sij=i+1
mijj= n+l-j sii=j+1
0 dans tous les autres cas

et ul’endomorphisme de R, [X] dont la matrice dans la base canonique (1,X,...,X") est égale

aM.

1) Question de cours : Rappeler la définition d'un vecteur propre d'un endomorphisme.
Enoncer la propriété relative a une famille de vecteurs propres d'un endomorphisme, as-
sociés a des valeurs propres distinctes.

2) a) Calculer u(Xk) pour k € [[0, n]].

b) En déduire I'expression de u(P) pour P € E en fonction notamment de P et de P’
3) Pour k€ [[0, n]], on pose Pr(X) = (X - DX+ 1)" %,
a) Calculer u(Py).
b) En déduire que (P, ...,P,) est une base de R, [X].
c¢) Lendomorphisme u est-il diagonalisable ? Préciser ses valeurs propres et les espaces
propres associés.

4) Dans cette question, on suppose que 1 = 3.

a) Expliciter M et déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles
que P"'MP =D.

b) Déterminer les matrices commutant avec D.

c) Existe-t-il un endomorphisme v de R3[X] tel que vov=u?

Sujet E 209 - Exercice sans préparation

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q2, </, P), a valeurs
dans N*, indépendantes et telles que :

VieN*", PX=i)=P(Y=1i) :%
1) Reconnaitre laloide X etY.
2) Déterminer la loi de la variable aléatoire Z = X +Y et la loi de X conditionnellement a
(X+Y = k), k étant un entier supérieur ou égal a 2 fixé.
3) CalculerPX=Y)etPX>Y).
4) Calculer PX =2Y) et P x>y X = 2Y).
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Sujet E 210 - Exercice

Soit (X;) nen* Une suite de variables aléatoires indépendantes définie sur un espace probabi-
1

lisé (Q, o/, P) telles que, pour tout n € N*, X,, suit la loi exponentielle de parametre — (d’es-
n

pérance n).

Pour tout x réel on note | x| sa partie entiére.

Pour n € N* soient :
Yn = LXnJ et Zn = Xn - I.XnJ

1) Question de cours : Définition de la convergence en loi d'une suite de variables aléatoires.
2) Déterminer la loi de Y;, et son espérance.
3) Déterminer Z,(2) et montrer que,

s[4

l1-e
Vtel0,1]: PEZ,<1)=

l—en

—

4) Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,), converge en loi vers une variable aléa-
toire Z dont on précisera la loi.
5) Soit n e N* et N, la variable aléatoire définie par :

k
N, :card{ke [1, n] telque Xi< E}

ol card (A) désigne le nombre d’éléments de 'ensemble fini A.

a) Reconnaitre la loi de N, et donner son espérance et sa variance.

b) Montrer que la suite de variables aléatoires (N),, converge en loi vers une variable
aléatoire N dont on précisera la loi.

Sujet E 210 - Exercice sans préparation

a b b
Soit E 'ensemble des matrices M, , =|b a b |ou(a,b) prend toute valeur de R2.
b b a

1) Montrer que E est un espace vectoriel réel de dimension 2.

2) Dans le cas ou soit a = b, soit a = —2b, prouver que M, ; n’est pas inversible.
Dans le cas contraire, calculer son inverse et montrer qu’il appartient a E.

3) Calculer M7, , pour ne N™.
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Sujet E 222 - Exercice

1))

2)

3)

4)

5)

Question de cours : Estimateur, biais, risque quadratique.

Soit a, b et c trois réels strictement positifs et soit f la fonction définie sur R par :

b
f)=0six<0, fx)=csixel0,al f(x)=— sixela,+ool.
X
Déterminer b et ¢ en fonction de a pour que f soit une densité de probabilité continue

sur R;.

On suppose b et ¢ ainsi définis dans la suite de I'exercice et X est une variable aléatoire
définie sur un espace probabilisé (Q2, o, P) de densité f.
Donner une allure de la représentation graphique de f.

Pour quelles valeurs k € N*, X admet-elle un moment d’ordre k ?
Déterminer I’espérance et la variance de X si elles existent.

Soit (X;;) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.
On pose

-y
Tn:_ Xi'
niz1

a) Montrer que (T,) est un estimateur de a.
b) Construire a partir de (T,,) un estimateur (S,) sans biais de a.
¢) Quel est le risque quadratique de (S;) ?

Sujet E 222 - Exercice sans préparation

1 2 -2

SoitA=]2 1 -2

2 2 -3

1) Calculer A% — 1.

2) A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.
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