2 Sujets donnés en option économique

Sujet E 1 - Exercice

Soit n un entier naturel non nul. Un jardinier plante n bulbes de tulipe(s) dans son jardin.
Chaque bulbe a une probabilité p €]0,1[ de donner une fleur. Lorsqu’une tulipe fleurit une
année, elle refleurit toutes les années suivantes. Par contre si un bulbe n’a pas donné de fleur
une année, il a toujours une probabilité p de donner une fleur 'année suivante. On suppose
de plus que les floraisons des différents bulbes sont indépendantes. On pose g =1 - p.

On suppose que I'expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, <7, P).
On appelle T la variable aléatoire réelle correspondant au nombre d’années nécessaires pour
que tous les bulbes fleurissent.
1) Question de cours : Loi géométrique, définition, propriétés.
2) Pour tout h € [[1, n]], on définit la variable aléatoire T}, égale au nombre d’années néces-
saires pour que le i-ieme bulbe fleurisse.
a) Déterminer laloide Ty,

b) Exprimer T en fonction de Ty, To,..., Tj;. En déduire la loi de T.
n

3) a) Calculer lim Z (Z)(—l)kN(qk)N.

N—+o0 =1

—+00 k=1

n N .
b) Calculer lim Z(—l)k(n)Z(qk)f_l.
N k) iz

c¢) En déduire E(T) sous forme d’'une somme.

Sujet E 1 - Exercice sans préparation

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n = 1. Déterminer les endomorphismes f de E
diagonalisables qui vérifient Im f c Ker f.
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Sujet E 2 - Exercice

I) Question de cours : Comparaison de fonctions au voisinage de I'infini.
IT) Soit g la fonction définie sur R’ a valeurs réelles, telle que :

Vx€]0,+oo, g(x) = xIn®(x).

1) Montrer que g réalise une bijection de ]1, +oo[ dans ]0, +ool.
Soit h la bijection réciproque de la restriction de g a l'intervalle ]1, +ool.
2)a) Montrer que :
Vx>0, Inh(x)+2ln(Inhk(x))=In(x).

b) En déduire un équivalent simple de h(x) lorsque x tend vers l'infini.
I1I) Soit X une variable aléatoire de densité f définie par:

1 . 1
f(x){ m S1 |X|<E et x#0

0 sinon

1) Vérifier que f est bien une densité de probabilité.
2) Montrer que X posséde une espérance et la calculer.
3) X possede-t-elle une variance ?

Sujet E 2 - Exercice sans préparation

On note % = (e, e2, e3) la base canonique de R3.
1 -1
Soit f I'endomorphisme de R*® dont la matrice dans la base % est M = (1 0 0) .
0 1 0
Calculer f(e; +ex+e3), f(e2), f(—e1 +e3).
1 0 0
Montrer que M est semblable & la matrice M’ = (0 0 - 1) .
01

0
M est-elle diagonalisable ?
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Sujet E 3 - Exercice

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,</,[P), qui suit la loi
binomiale %&(n, p),avecn=2et0< p <1.

On définit sur (2, <, P) une variable aléatoire Y de la fagon suivante :
e pour tout k de [[1, n]], la réalisation de I'événement [X = k] entraine celle de I'’événement
[Y=kl;
¢ laloi conditionnelle de Y sachant [X = 0] est la loi uniforme sur [[1, r]].
1) Question de cours : Le modele binomial.
2) Déterminer la loi de probabilité de Y.
3) Calculer I'espérance E(Y) de Y.
4) a) Déterminer la loi de probabilité conditionnelle de Y sachant [X # 0].
b) Calculer 'espérance, notée E(Y/X # 0), de la loi conditionnelle de Y sachant [X # 0].

Sujet E 3 - Exercice sans préparation

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n (n € N*) et vérifiant AF=1,.
Que peut-on dire de A dans les cas suivants :

B k estun entier naturel impair?,
B k est un entier naturel pair non nul?
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Sujet E 4 - Exercice

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé

Q,of,P).
1) Question de cours :
tion et interprétation.

Espérance et variance d'une variable aléatoire discrete finie ; défini-

2) Soient a et b deux réels tels que a < b. On considere une variable aléatoire X (discrete
ou possédant une densité) prenant toutes ses valeurs dans l'intervalle [a, b] et ayant un

moment d’ordre 2.

a) Montrer que pour tout réel A, on a la relation V(X) < E ([X - )\]2).

b _ 2
b) En déduire que V(X) < ( 461) .

3) Dans la suite X est une variable aléatoire discrete ayant un moment d’ordre 2.
a) On suppose que X suit une loi uniforme sur {a, b}, c’est-a-dire :

PX=a)=PX=b)=1/2.

Montrer alors qu’il y a égalité dans I'inégalité précédente.
b— 2
b) Etude d'une réciproque : on suppose que V(X) = ( 4a) .

Montrer que X (QQ) = {a, b}, puis que X suit une loi uniforme sur {a, b}.

4) Que signifie le résultat précédent? (on pourra s’appuyer sur l'interprétation de la va-

riance).

Sujet E 4 - Exercice sans préparation

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, <7, P), in-
dépendantes, suivant la loi géométrique de parametre p €]0, 1.

Pour tout w € Q, on pose :
X(w) 0 )

M(w) = ( 1 Yo)

1) Déterminer
P ({we Q, M(w) inversible }).

2) Déterminer
P ({w € Q, M(w) diagonalisable }).

16



Sujet E 5 - Exercice

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, et p et g deuxréels de ]0, 1] tels que p+ g = 1. On consi-
dere deux variables aléatoires discretes X et Y définies sur un espace probabilisé (Q, </, P).
La loi du couple (X,Y) est donnée par :

pour tout (j, k) telsque0< j<netl<ks<n,

n
(k)pkq”‘k sik=j,j#0
n

P(X=jlnlY=k)=1 ¢ .
o sij=0

0 sik#jetj#0

1) Question de cours : Loi d’'un couple de variables aléatoires discrétes. Lois marginales, lois
conditionnelles.
2) a) Déterminer les lois marginales de X et Y respectivement.
b) Calculer E(Y).
3) Soit j un entier telque0< j < n.
a) Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant [X = j].
b) Calculer I'espérance conditionnelle, notée E(Y/X = j), de la loi conditionnelle de Y
sachant [X = j].
4) a) Montrer que, pour tout g €]0,1[,on a:

P(IX=1n[Y=1D#P(X=1)xP(Y=1]).

Conclure.
b) Calculer Cov(X,Y). Montrer qu’il existe une valeur de g pour laquelle Cov(X,Y) = 0.
c¢) Conclure.

Sujet E 5 - Exercice sans préparation

Etudier la convergence de la suite (1) ,en+ définie par :

1 n
VneN*, u,=— Y kln
n= =1

.
14—
n

ol o est un nombre réel,
1) dansle casou o =2,
2) dans le cas ol a # 2.
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Sujet E 6 - Exercice

1) Question de cours : Moment d’ordre r d’'une variable aléatoire a densité; définition,

existence.

2) Montrer qu’il existe deux réels A et B, indépendants de x, tels que, pour tout réel x > 0, on
1 A B

a = .
x(x+1) x x+1

3) On pose:
six=1

foo = xX(x+1)

0 sinon
ol k est un parametre réel.
a) Déterminer k pour que f soit une densité d'une variable aléatoire X.
Donner I'expression de la fonction de répartition de X.
b) X admet-elle une espérance ?
4) a) Déterminer laloide T = [X] ou |X] désigne la partie entiere de X.
+o00

1
b) En déduire lavaleurde ) In (1 + —)
= nn+2)

n=1
1
5) DéterminerlaloideZ = X
6) a) DéterminerlaloideY=X-|X].

b) Montrer que, pour tout entier r = 1, Y admet un moment d’ordre r.
c) Calculer E(Y).

Sujet E 6 - Exercice sans préparation

01
1 0 ...
Soitn=2etA=]|. ) ey, (R).

Calculer A™!.
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Sujet E 7 - Exercice

1) Question de cours : Définitions d'un estimateur, d’'un estimateur sans biais d’'un para-
metre réel inconnu 6.

Soit Z une variable aléatoire discréte d’espérance [E(Z) = 0(0 € R*) et de variance V(Z) = 1.

Pour n entier de N*, on dispose d'un n-échantillon (Z;, Z,, ..., Z,) de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi que Z, définies sur le méme espace probabilisé (Q, <7, P).
n

— 1
Onpose:Z,;=— Z Z;. On suppose que 0 est inconnu.
n
j=1

2) a) Lavariable aléatoire Z,, est-elle un ¢ estimateur sans biais de 0 ?

b) Quel est le risque quadratique de Z,, en 0 ?

n
3) Soitfy, P2,..., Prn desréelsnon nulset Y, = Z B;Z;.
j=1
a) Déterminer la condition que doivent vérifier les réels py, p2,..., Bn, pour que, pour
tout® e R*, on ait: E(Y,) =0?

On suppose dans la suite que cette condition est verifiée.
b) Calculer Cov(Z,,Y,) et V(Z,), ou Cov désigne la covariance et V la variance.
En déduire que V(Z,) < V(Y,). Interprétation.

4) Soitay, ao, ..., o, des réels non nuls.
On définit la variable aléatoire U, par: U, = zn: o;Zj,
j=1
et on suppose que E(U,) =0etV(U,) = %
Montrer que U, = Z,, avec une probabilité égale a 1.

Sujet E 7 - Exercice sans préparation

Soit f la fonction définie sur R} x R}, a valeurs réelles, par :

X*+xXy+y

(x,y) =
flxy 7

1) Montrer que f est de classe C* sur R} x R*.
2) Déterminer les points critiques de f.
3) Quelle est la nature de ces points critiques ?
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