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Question 1 HEC 2012-1-S7

Soit (U }ene une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P) et de

méme loi uniforme sur ]0, 1.

n
1
On pose pour tout n dans N* : X, = H Uret Y, =(e X, )V
i=1
Montrer que la suite de variables aléatoires (ln Y,.,,)_n cn- COnverge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera

la loi.

Question de cours.  Définition ¢t proppriétés des fonctions indicatrices des partics dun ensemble.
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Question 2 HEC 2012-2-S9

Soit n un entier supérieur ou égal & 3. Soit U = (ay,as,...,0,) un élément de K* (K = R ou C).
6 0 -~ 0 @
6 0 --- 0 G2

On supposc a1 #0 et ¢, #0. Onpose A= | ! : :
o 0 .- 0 O

L S 5 ¢ | Qqy

Q1. On suppose que K = R. Justifier que A est diagonalisable. Calculer les valeurs propres de A

Q2. Ou suppose que K = . Montrer que A n'est pas nécessairement diagonalisable.

Question de cours.  Sommes de Riemann.
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Question 3 HEC 2012-3-S12 |[F 1 | C, GRASSET

J est un endomorphisme symétrique d'un espace vectoriel euclidien (E, < .,. >).

On supposc PVexistence d'une constante réelle o positive ou nulle telle que Vx € E, ||f(x)]| = a|]z]|-
Montrer que f? = o? Idg.

Question de cours  Définition et propriéiés de la fonction de répartition dune variable oléatoive ¢ densité.
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Question 4 HEC 2012-4-S16 {F 1~ P. KONIECZNY
n € [2,40ocf. On cousidére le polyndme P, de C,[X] défini par P, = X" + 1.
Pour quelles valeurs de n, P, est-il divisible par X2 4+ 17

Question de cours. Lot de la somme de deuz varichles aléatoires indépendantes, dans le cas ot les deuz varinbles
sont & valeurs dans N et dans le cas ot elles possédent une densité,
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Question 5 HEC 2012-5-S20 |(F 2 ,?

Soit FE 'espace vectoriel des applications continues de BT dans R. Soit T l'application qui & toute lonction f de E
associc la fonction F' = T'{f) définie par:

F(0) = £(0) et Yz €]0, +o0, Fla) = / Ft)d

Q1. Montrer que T est un endomorphisme de FE. Est-il injectif 7
Q2. Dérerminer les réels A et les fonctions f vérifiant T(f) = A f.

Question de cours.  Théoréme de la limite centrée.
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Question 6 HEC 2012-6-S23 |F 1] I. KARDASZEWICZ
a, b sont deux réels strictement positifs. « est réel appartenant & Uintervalle ]0, 1[.
Soit X une variable aléatoire définie sur un cspace probabilifsé (€2, A, P), vérifiant les conditions suivantes :

o« P(X =0)=0;

e P(X>0)=uq;
1—c® g
Pt <0 = {175 5220,
1—e bt o . R 1— '—bw 3
* Pixcp(—X < z) = { Oe : : ; 8 Je mettrais plutdt Prx gy (—X <w) = { 5 ‘:’i Z 8

Q1. Déterminer la fonction de répartition de X,
Q2. La variable aléatoire X est-elle & & densité?
Q3. Etablir Pexistence de E(X). Calculer E(X).

Question de cours.  Développement limité d’ordre 1 au point a de R™ pour une fonction numérique f de classe C*

sur m".
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Question 7 HEC 2012-7-S27 [F 1]

Soit X une variable & densité définic sur un espace probabilisé (Q, A, P) telle que X () C R' =,

Q1. On supposc que la variable aléatoire X + -)1? admet une espérance. Montrer que X admet une espérance.
Q2. La réciproque est-elle vraic ?

Question de couwrs.  Ovrdre de mulliplicité d’une racine d’un polyndme.
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Question 8 HEC 2012-8-S28 [F 2|

Pour n dans N*¥, on considere Pespace vectoriel euclidien R”® muni de son produit scalaire canonique. Soit B, et By
deux bases orthonormées de R™. On note P = (p; ;) la matrice de passage de la base By a la base Bs.

Q1,Exprimer P~! en fonction de P.

n

k23
(2. Etablir Pinégalité Z Z Ppig| < n

[‘i:l =1

Question de cours.  Soit p un paraméire réel inconnu vérifiant 0 < p < 1. Pour n dans N*, soit X1, Xo, ..., Xn n
variable aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, A, P}, indépendantes et de méme loi de Bernoulli d’espérance
1

— 1
.0 tout n dans N™ : X, = — X
p. On pose pour tout n dans p Z j

Rappeler comment Uinégalité de Bienaymé- Tchebychev permet de définir & partir de X,,, un intervalle de confiance de
risque o (0 < a < 1) pour le paramétre p.
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Question 9 HEC 2012-9-$33

Soit D une matrice définie par: D = (_Gl 2) _

Déterminer les matrices M de Mz(IR) qui vérifient M3 —2M = D.

Question de cours.  Soient (up)nen €t (Vn)ncx deur suites de réels strictement positifs. Rappeler la signification de
la relation : vy = o(uy).

Montrer que 51 v, = o(uy) et si lo série de terme général u, est convergente, la série de terme général v, Uest et que

Pon a: ka—o(z )

k=n

Soit ﬁ«-{ ]wmm&r@uz;mﬁe% nifN=0.

Rae NO=n{n>inj=nYsns= (n>-en =0, narﬁcm;%&.
j-a 4bd = =0 Y% . rkabz-b .« hz(zoO.
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Question 10 HEC 2012-10-S34

Soit X une variable aléatoire défine sur un espace probabilisé (2, 4, P), suivant la lot de Poisson de paramétre A.

. . . L N . n+1
Q1. a) Montrer que pour tout entier n strictement supérieur & A — 1, on a: P(X 2 n) € P(X =n) PR

b) En déduire que P(X Zn) ~ P(X =mn).

n—4-00
Q2. Montrer que P{X > n) = o (P(X = n)) lorsque n tend vers +oo.

Question de cours.  Donner deux conditions suffisantes de diagonalisibilité d’une matrice de Mp{(R). Dans les deus
cns, préciser les propriétés des sous-espaces propres .
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Question 11 HEC 2012-11-536

n apparticnt & N* ¢t 4 est unc matrice de M, (R).

(1. Etablir Vexistence d'un polyndme non nul P de R{X] tel que P{A) = 0aq, (2y-

Q2. On suppose que la matrice 4 est inversible. Montrer que A~ ¢’écrit comme un polyndme en A.

Question de cours.  Continuité d’une fonction réelle d’une variable réclle,
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Question 12 HEC 2012-12-S39 |F 1 i
Les variables aléatoires sont délinies sur un espace probabilisé {Q, A, P).

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de poisson de paramétre A et soit ¥ une variable aléatoire indépendante
1
de X telle que:Y(Q)={1,2}, P(Y =1)=P(Y =2) = 3 On pose Z = XY.

Q1. Déterminer la loi de Z.
Q2. Quelle est 1a probabilité que Z prenne des valeurs paires ?

Question de cours.  Sous-espaces vectoriels supplémentaires.
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Question 13 HEC 2012-13-540

On considére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (2, A, P) qui suit la lot uniforme sur |0, 11.

Déterminer toutes les fonctions ¢ continucs et strictement monotones de ]0, 1[ sur ¢(]0, 1f) teliegque la variable aléatoire

Y = ¢{X) suive la loi exponentielle de paramétre 1.

Question de cours.  Compareison des séries a termes positifs.
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Question 14 HEC 2012-14-542

kg e
o ke
« est un réel positif ou nul. Pour tout n dans N* on pose:u, = H (1 + =
n
k=1

Q1. Montrer que si @ = 2 la suite (w4, )nen- est divergente.
Q2. Montrer que 81 0 € & < 1 la suite (4, )uen- converge vers 1.

Question de cours, Définition de la covariance et du coefficient de corrélation px y de deuz variables aléatoires
discrétes X et'Y, prenant chacune ou moins deuz valeurs avec une probabilité strictement positive. Indiguer dans
quels cas pxy vaut 1 ouw —1
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Question 15 HEC 2012-15 |F1 N. KARPIEL

Soit (Xp)nen une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P), indépendanies et

suivant toutes une loi normale centrée réduite.

Soit @ un réel. On pose Yo = Xy ot pour tout n dang N*, Y, = 6Y,,_1 + X,.
Q1. Donner la loi de Y.

Q2. Calculer cov(Yy,Y,—u) pour n > k > 0.

Ddja vu en 2007,

Question de cours Théoréme de d’Alembert.
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Question 16 HEC 2012-16 T. PILEWICZ
A est une matrice de My(C) telle que A% = 0p1,¢c).
Montrer que A2 = 0 M (C)-

Une denxieme question non fuc.

Question de cours Définition et propriétés de la loi ezponenticlie.
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Question 17 HEC 2012-17 M. ARNOLD

f et g sont deux endomorphisme du K-espace vectoriel K tels que fog =Idg.
Q1. Montrer que Ker(go f) = Ker f ¢t Im{go f) =Img.

Q2. Montrer que £ =Keef o Emg.

Question de cours Définition et propriciés de la lot Poisson.
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Question 18 HEC 2012-18 Obtenue par un éleve.

E cst un cspace euclidien de dimension n. On note < .,. > le produit scalaire et ||.[{ la norme associde. Soit f un

endomorphisme de E qui vérifie la propriété suivante :

Y(z,y) € E?, <u,y>=0=< f(a), [(y) >=0.

Montrer qu'il existe k dans R" tel que pour tout » dans E, {|f(z)|| = & |j=|.

Déja vu en 2007 4 HEC
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Question 19 HEC 2012-19 Obtenuc par un éleve.
(41

a, b, ¢ sont trois réels tels que > + b2 +c2 = 1. U = (b) .
C

Q1. Calculer M = LT,

()2. M est-t-elle diagonalisable, inversible ?

Q3. Calculer M" pour tout n dans N*.

Q4. Trouver les valeurs propres ¢t la dimension deg sous-cspaces propres de M.
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Question 20 HEC 2012-20 {Fi Obtenu par un éleve.
4 = (ay;) est une mairice de M, (R) telle que V(i,j) € 1, n.]]2, t#j=a;=1lctVie[l,n], @ > 1

Montrer que A est matrice définie positive, ¢’est & dire que A est symétrique réelle telle que pour tout élément non
nul X de M, 1(R), (X AX > 0.

Déja vu en 2011 4 FESCP
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Question 21 HEC 2012-21 Obteru par un éleve,

B est un espace vectoriel de dimension » sur K. f et g sont deux endomorphismes de E.

Montre que dimKer(g o f) < dimKer f + dim Ker g
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Question 22 HEC 2012-22 Obtenu par un éleve.
f est une application de [0, 1] dans R, continue sur {0, 1] et telle que f(0) = f(1).

A . . 1 1
Montre qu'il existe un réel z appartenant & {0, 5} tel que f (;x + -2—> = f(x).

Plus une question oubliée.
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