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Question 1 HEC 2011

n appartient & N et R,[X] est Pensemble des polyndmes réels de degré inféricur ou ¢gal a n.

z

. . . . . 1 . 1
Q1. Montrer qu'il existe un polyndme Py, de R, [X] et un scul tel que Vz € T, £, (z + —) ="+ —
b4

Q2. Décomposer P, comme un produit de polynémes de degré 1 QWC*UE w7z 4d.

Cours Fnoncer le théoréme de Uespérance totole «
4

@ e e e 1, Ve”, Qo3 @ )< 3037

L)) ¥u - “L LY S-S ¥ 5 Y KL, R Y.
ax Vel ee”, 2 +d“" 8 )5 +3""} ( *3“)

e Muggtie uae pesive POA LECLLLEKCE. Qs ma@n'augf'qaic"m.
Noc e~ pen e e dlade 2 oue |, o oy w deus IV U g0d e

v ddoned P o G GD W que Yeet, 3 +-—-—-- f.Qry

!

% o Puos P2, ?ucln‘l‘x]e‘f‘gftil' ?(ara) L= 3+8°-

. Roo Bn . PR, (6] Iy €6°, % (&w(-‘}- ):311‘-

Ao o popaele” e b nate. po wzoekm=1
¥ Supaon lapepddie’ ade four w & wy1 owxc w damlN.

JRoeir, (X1, 3P, €Ir,, (], a,g e@n 3;- =P, (Jl-.-lei'&n.,*m: mw&}.
e P— L ) n K
ngec &\uf— ( jl ) Q“ ,:(Jt-?) Puhnt&)“ﬁ.(&i-&)

PGM Wi T KP‘M»# t P
Mue Py, €lRue (X3 Con Cwp €18y, (xJek B EIR (kT .

'&-'IQIM “éC{j", auﬂ-*;:;-‘-..(at-—-}&hg}g) P Qg._._ < Png(étél}.
vec odiie Lo dume e |
Y 1

e, 3 0.6 RQT yeer, ?ntg*a},):é el




Nodiow Vi ode’ de. P pow toud wein .
Stk v . Suparod” qu ! Baoile un pcad Doed Q. b 10, x) ted que

V€¢?, Qh(%tj) = 3“'»21_,
\iz

Waa yeq? (P-Qui Qe < ?“(J*j\’q’“(é*gﬂ) =0.

=
cu pabiadiec Vee T3, m €, (Pa-qu) (ert]=o

Paas Yee brrol @(!l:kﬁ-;i . eetdd el nu D1, +e et

o (X
Viee U, 1o [ Pz 3. ~L = X1 | plci=0 of Ve J1. 1+ C, ¥lcut 20 Mac -
Kkt % & !

g eba’ctonet o gtiaske M (140
‘(’QH&CJWMQ& pae (1,» C @b cdhiwa p G &, Qs ek

4G @(h‘:“u . P o, (p dl@ﬁ;i’ 17 iﬁkfﬂfﬁh do E-;'-tmc Mo CQ’MC.

L TP
[T, f( l-'l.hnC):: (3, r C.

Vel G0 [, (P @) (s (P-qu)leeg fre
Moy Vg€ T2, 40, (Pu-g ) ylre.
Pu-g € IR (k3 & Pu-O udnd we KR de waciier.
Moo Pu-Q &\'e;‘chw&u woll . Qu=P..
* U
bae Vucil, 3L A €W k], YeT, f.,(3+6—‘)_~() +§-;

e
rrm———

_ Pou boud w dow INwdws % bcm%u’a‘} & X" dans F,
V‘le ‘w‘ put], = KP\(Q.' - ?u..
\e(“%}‘u‘a\_\.“ X"t g P ab duis

7 * Y t x{"m et Yue,

17 & tr Y L et o

MRy duer gt SO e}mu‘ 'qt_ule\\&um w. dae & ;\uﬂc (Of“}kﬂm\‘(ﬁdﬁ“&k .



V\\-em‘, d“:dﬂ QJ' &1=d% ?_i_-__a
Hac VHGN’I An=3.
Potte beud w dawe W™ , & cdek o K" dwn Paatd .

Ao Molta M“ damy N"/ £, ot witade o de de%u{m.

Lot EN®. Sait 8¢ To, ™1 7.

-

61\8 _[:'1.0
_;@_p et0 ¢ (e" § - € e = 2¢e (uB).
futcas)s B letet): “( ete\} Gk
. w
b 2cab) -0 o b =0 Gundlie > TN > 3h€Z,8- ok
¢ - ez, ©= MM p 34 € Topnnd, =TT
uw(Wa o) = o &> INEZ . e :_ N

Belon

Pace V8€Tow-il,  Bg. ‘IJE:L'.’, ek wi- 1 ©p .

Moy VBE Gon-tl, P (xel= Pu(2aBg ) =0
O 8 <Oy ¢ < T (T e}'coa&l',nbf&Wdiual'uajEﬁm G,u].

Rae Qcabyradd-r@Bu, dec Xor%y7-7Xu.,. Yo, ¥,..-, X, pak dac

%3&1@&&*&&-& ?u.
Cone &%P =V, o, %y, R m} LES g,!fm de P\, .

Mo

n(x-q, dushe €, & L&dﬂ&)ofl&ucxm& Aaﬁ‘ﬁadmém W .

st

Ao, Fdein® , ozd ﬂ(ﬂﬂezi . Come. Pretuibhane & Pus i'\':(K—ﬁ].

T Q:O

bt V= ‘ﬂ(?&- & L {.,E _'_E.)) o wa ‘acmi-n..i' de Tou-c ¥ -

€=0

Remauaue . Pao X, 8o XT2- (VR )(x4 VT, 0= A 3K = X(x-B) (a1 ),

h* K" “ 1__2,_vu_mg_)(mmr}(x&m)(mzm :nr}

Pkt fatey & = (X i&:ﬁ;;tﬁr{ohf‘ HEES P }(mz fi}




Question 2 HEC 2011

Soit {Xg)pene unc suite de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P) 1i.d..
On suppose que, pour tout & dans N*, la variable alétoire X suit une loi uniforme sur le segment [0, 1].
Ou pose ¥, = Max(X1, Xo. ..., Xyn). Etudier la convergence de la suite (Yi ) nene
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Question 3 HEC 2011 S 1155

Soicnt X1, X3, ..., X, n variables aléatoires indépendanies définics sur un inéme cspace probabilisé (@2, A, P), de méme

Iol ¢t admettant un momaent d'ordre 2.
On suppose que Pespérance 8 = E(X;) est non nulle ¢t inconnuc.

Trouver Pestimateur sans biais de l’espérance = £{X1), qui soit de variance minimale dans 'ensemble des estimateurs

.
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Question 4 HEC 2011
E est I'ensemble des suites réelles indexées par N.

¢ est I'endomorphisme de E qui & tout dléments (u,),50 associc (a1 — U Vo0

Q1. Détermincr les noyaux de ®, ® o ® et $* pour k € [3, +oof 7
Q2. Quelle 'image de &.
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Question 5 HEC 2011 S 1163

Un joucur effectuc une guite de lancers indépendants d'unc pigce qui donne Pile avec la probabilité p et face avec la
probabilité ¢ = 1 —p. p €]0, 1].

On modélise Pexpérience par un espace probabilisé {Q, 4, P). On définit Ia variable aléatoire N égale au rang
d’apparition du-premier Pile 87l existe ot égale & 0 si Pile n'apparalt jamais

On définit une variable aléatoire X de la facon suivante:

St NV prend la valeur 0, X prend la valenr 0.

Sin appartient & K* et s1 N prend la valeur #, e joueur dispose dans une urne n boules numérotées de 1 4 n ; il tire
une boule de cette urne et X prend [a valeur de la boule tirée,

Q1. Pour tout & dans N*, exprimer P(X = k) sous forme de somnme.,

Jig

Q2. Montrer que pour tout k dans N*, P(X =k)== lim / Z 11t
q M=oo n=k
v M
Q3 Erudier 1a limite de / 73 dt lorsque M tend vers +oo. Déterminer P(X =1).
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Question 6 HEC 2011

On considére une suite (Uy,)nz1 de variables aléatoires indépendantes sur (€2, A, P) et suivant toutes une loi uniforme
sur le scgment [0, ).

Wnoe N*, X = Max(Th, 0y, ..., U).
QJ. Prouver que la suite (X, )n31 converge en probabilité vers §.
Q2. FEtudier la convergence en loi de ¥, = n.(6 — X,,).
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Qﬁestion 7 HEC 2011

Dans cet exercice E désigne un espace vectoriel sur K et p, n sont deux entiers strictement positifs.

Q1. Soit {e1,e9,...,¢,} une famille libre de vecteurs de E et o un vecteur de E.

Caractériser ne le justifiant le fait que (e1,es,. ... ep,2) soit lide.

2. Soit (z1,22,...,2,) une famille de vecteurs de E supposés non tous nuls.

On note A = {J C [L,n] | (#;)ics est libre}.

Soit, .Jp un élément de 4 de cardinal maximal. Que peut-on dire de (2;)}:ic g, vis & vis de Vect{zy,29,...,2,) 7

Q3. Soit (1, %2,...,2,) une famille de vecteurs de E et r le rang de cctte famille. On en extrait une famille de n’

vecteurs et on note 7' le rang de cette famille extraite. Montrer que n —r = n' — 7'

Cours X est une variable aléatoire. Ruppeler lo définition de la fonction de répartition de X et en donner les
principales propriétés.
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Question 8 HEC 2011 S 108

Soit {E, < .,. >} un espace euclidien ot 2 un endomorphisme de E pour lequel il existe une base de E dans laguelle
la matrice de u est triangulaire supéricure.

Q1. Montrer qu'il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de v est triangulaire supéricure (on
pourra penser an procédd d'orthonormalisation de Schmidt)

(2. On suppose de plus que pour tout & dans I, <ue),z >=0.
Montrer que Y(w,y) € B?, < u(z),y >= — < u(y), z >. Que peul-on-dire de 1 7

Cours X est une variable alécaloire. Rappeler lo définition. de la fonction de répartition F de X et en donner des
Proprictés.
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Question 9 HEC 2011 S 109

Soit f unc endomorphisme de R® tel que f4 = f? et donl —1 et 1 sont des valeurs propres. Démontrer que f est

diagonalisable.

Cours Inégalité de Bienoymé-Tehebychey. Estimateur sans biuis, convergent
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Question 10 HEC 2011 S 112

3 02 =2
Soit 4 = (—1 0 1 ) - On admet que A% + 3 = 24 oi1 Iy désigne la matrice identité d’ordre 3.
11 0

Q1. Montrer que A admet une scule valeur propre A. A est-elle diangonalisable 7
Q2. Déterminer le sous-espace propre associé i \.

1 0 0
Q3. Montrer que A est semblable 3 B = (O 1 1)
0 0 1

Cours  Rappeler la définition de la convergence en probabilité dune suite de variables aléatoires
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Question 11 S 113 On considére une suite (Xg)uens de variables aléatoires indépendantes définies sur un
espace probabilisé (£, A, P), suivant chacune la loi exponenticlle de parameétre 1.

n

Q1 Pour tout n dans N*, on note S, = Z X,
k=1

a) Quelle est la loi de S,, 7
b) Quelle est la limite, quand n tend vers l'infini, de la probabilitéd P(S, = n++/n)?

(2. Pour toul n dans N*, on considére une variable aléaioire N, sur (), A, P), indépendante des X}, et dont la loi est
donnée par :

1

a) n € N, Trouver 'espérance et la variance de la variable aléatoire T;, définie par 1 Vw € 1, T, (w) = SN,\(.A;].

Naoy={n.n+1} t PNy, =n)=P(Np,=n+1)=

b) Quelle est Ja limite, quand » tend vers Uinfini, de la probabilité P(T, = n + \/ﬁ) ?

Cours Rappeler la définition du rang d’une matrice. Une matrice carrée et so transposée ont-elles nécessairement

le méme rang ?
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EXERCICES SANS PREPARATION 2011 (suite)

Voici des questions sans préparation de l'oral HEC 2011 obtenites auprés des éléves. Les énoncés
ne sont pas garantis. Suivent quelques bribes de correction & usage interne. En [ail ce ne sont pas
des corrections mais des pistes. Les solutions ne sont pas optimales. Il doit aussi rester quelques

erreurs mais c’est la loi du genre non 7

Assez simple ou proche du cours.

Demande du travail.

Délicat.

Question 1 HEC 2011 Obtenn par M. CARRIERE

I est I'ensemble des suites réetles indexées par N.

¢ est I'endomorphisme de E qui & tout éléments (1) ,30 associe (Unq1 — tn)nz0-
Déterminer Ker &, Ker(® o @) et Im &.

Cours Définition d’un estimatcur ct d’un estimateur sans biais.

Déja donnée en 2010,

Question 2 HEC 2011  Obtenu par M. CARRIERE

X est une variable aléatoire dont la fonction de répartition cst définic par:
Ve e R, Fx(z) = { 1—e ®7e sl @ €la, +oof
0 §inon

{Xn)nz) est une suite de variables aléatoires indépendantes ayant méme loi que X.

Donner la loi de n ( Min X, — a).

1£hkLn

Cours Inégalité dc Taylor-Lagrange.

Question 3 HEC 2011 Obtenu par M. CARRIERE

n € [2,4oc[. Soient z et y deux réels et F' Vendomorphisme de M, (R) définie par: VM € M,(R), F(M) =
© M ‘!‘Zﬂj"ﬂrﬁr.

Q1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que F soit un projecteur.
Q2. Donner les valeurs propres de F.

Q3. F est-il diagonalisable 7

Question 4 HEC 2011 T. EHRMANN
E est un espace vectoriel sur K.
Q1. (er.e2,...,e,) ost une famille libre de F et z est un vecteur de E.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (e),es,. .., e,,z) soit liée.
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Q2. (7r1,%2,...,%n) est une famille d’éléments de £ de rang r non nul. A est Pensemble des parties non vides J de
i1,7] telles que la famille (z;);es soit libre. Jo est unc partie de A de cardinal maximal.
a) Donner un lien entre {z;)z7, ot Vect(zy,T2,. .., Bn).
b) On extrait une famille de n’ vecteurs de cette famille ¢t on note #/ gon rang. Montrer que n —r 2 n' — ',

Question de cours : Définition et propriétés principales de la fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte.

Question 5 HEC 2011 G. FOUBARY
Q1. X suit Ja loi normale centrée réduite. Montrer que Z = eX cst unc variable aléatoire & densité ct en douner une
denité fz.

Q2. a est un élément de [-1,1]. Vo € R, f.(z) = { (L +asin(2r Inz)) fz(z) sz €]0,+oo

0 sinon
Montrer que f, est une densité de probabilité,
Plus une question non lue.

Je propose : T cst une variable aléatoire & densité de densité f,. Existence et valeur éventuclle de B(T).

Question de cours : Comparaison des sérics 4 lermes positifs.

Question 6 HEC 2011 C. DAUDET

Soit 7 un entier naturel non nul.

Cpe =l gt e [0, +x]
0 sinon

Q1. Trouver un réel C,, pour que la fonction définie par Vi € R, fn(t) = { soit une
densité de probabilité,
Q2. (Xyn)uz1 est une suite de variables indépendantes suivant la Ioi exponenticlle de parametre 4.
b 22
‘Irouver, pour tout n dans N*, la loi de Z, = - Z Xk.
k=1

Montrer que la suite (Z,},31 converge en probabilité,

Question de cours : Définition d’une forme linéaire. Noyau et image d’'une forme linéaire.

Question 7 HEC 2011 V. MESKHI |F1-

0 1 0
Image, noyan, valeur proprede A=[1 0 1
1 11

Plus deuz autres guestions non lues.

Question de cours: Théoréme de Ia limite centrée. Définition d’un intervalle de conflance.

Question 8 HEC 2011 E. PHILIP

f est upe fonction continue de & dans R telle que ¥(z,y) € B?, f(z+y) flz —y) = (f(.’f!))z. On suppose que f n’est
pas la fonction nulle.. '

On se propose de monirer que f ne s'annule pas sur R.
Q1. Montrer que f(0) # 0.

Q2. Si a est un réel tel que f{a) = 0, montrer que f (g) =0.
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Q3. Conclure.
Q4. Donner un exemple d’une telle fonction.
Question de cours: X et V sont deux variables aléatoires discrotes définics sur le méme cspace probabilisé,

On suppose que V{X) et V(') existent. Montrer que { cov(X, Y))z LVX)V(Y).

Question 9 HEC 2011 Vu par JF

(Un)n>1 est unc suite de variables aléatoires indépendantes sur {Q, A, P) qui suivent toutes Ja loi uniforme sur [0, 0].
¥ne N*, X, = Max(U},Us,...,Un).

Q1. Montrer que la suite (X,)n31 converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine dgale a 6.

Q2. Montrer que (r (6 — X-u))_, converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

1zl

Question de cours : Caractérisation des isomorphismes en dimension finie

Question 10 HEC 2011 Vu par JF
A = (uy,;) est la matrice de passage d’une basc orthonormée de R™ a une autre base orthonormée de R™.
Q1. Justifier Vinversibilité de A et exprimer A~! en fonction de A.
n n
Q2. Montrer que Z Z a; ;| <n
i=1 j=1

Question de cours : Lol exponenticlle.
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Question 1 HEC 2011 Obtenu par M. CARRIERE

£ cst Uensemble des suiles réelles indexées par N,

& est, 'endomorphisme de E qui b tout éléments {tn)nzo associe (o) — Un)nz0-
Déterminer Ker @, Kot (® o @) et Iin &.

Cours Définition d’un estimatcur et d’un estimateur sans hiais.

Déja donnée en 2010.
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Question 2 HEC 2011 Obtenu par M. CARRIERF

X est unc variable aléatoire dont. la fonction de répartition est définje par :
Ve ER, Fx(x)=d 1—e @ giyglg +o0]
0 sinon

{Xn)nz1 cst une suite de variables aléatoires indépendantes ayant mméme loi que X.

Donner la 1oi de n ( Min X — a)

1€k<En

Cours Inégaliié de Taylor-Lagrange.
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Question 3 HEC 2011 Obtenu par M. CARRIERE ' % € I+l

Solent x ot y denx réels ét F Vendomorphisme de M, (R) définie par:YM € Mu(R), F(M) =2z M +ytM.
Q1. Donner une t_‘,or_ldit.ion n(’:ccss;rlirc et suflisante pour que F soit un projecteur,

Q2. Donner les veﬂéurs- propres de I '

Q3. £ est-il diagonalisable 7
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Question 4 HEC 2011 T. EHRMANN

F est un espace vectoriel sur K.

QL. {e1,ea,...,¢p) cst une famille libre de E et z est un vecteur de £.

Donner unc condition nécessaire ot suffisante pour que (61,62, ..., 5, %) soit lide.

Q2. (z1,29,...,2,) est une famille d’éléments de £ de rang » non nul. A esl 'enseinble des parties non vides J de
[1,7n] telles que la famille (x;);e 7 soit libre. Jy est une partie de A de cardinal maximal.

a) Donner un lien entre (z;);e, et Vect{zy, 2, ..., 2n).
b) On extrait une famille de ' vecteurs de cette famille et on note 7’ son rang. Montrer que n — 7 % n' —pl

Quoestion de cours ; Définition et propriétés principales de la fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte.
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Question 5 HEC 2011 ¢. FOUBART

Q1. X suit la loi normale centrée réduite. Montrer que Z = eX est une variable aléatoire i densité ¢t en donner une
denité fz.

Q2. @ est un élément de [=1,1]. Vz ¢ R, folz) = { (14 a 3111[2?} Inz)) fz(x) iz €)o, +oc[
' : ( . sinon

Montrer que f, est une densité de probubilité.
Plus wne question non lue.
Je propose : I' est une variable aléatoire & densité de densité f,. Existence et valeur éventuelle de E(T),

© Question de cours : Oomparaison des séries A termaes positifs.
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Question 6 HEC 2011 . DAUDET

Soit n un catier naturel non nul.

Coe =L st e (0,400
0 : sinon

Q1. Trouver un réel C,, pour que la fonction définie par Vi @ R, fo(t) = { $0it. une
densité de probabilité. '

Q2. (Xpn)nz1 est une suite de variables indépendantes suivant la loi exponenticlle de parametre 4.
e : - . v o
Trouver, pour tout n dans N*, la loi de. Z,, = — E Xy,

. K3 .

Montrer que la suite (Z,,),z1 converge en probabilité.

Question de cours : Définition d’unc forme lindaire. Noyau et Image d’unc forme linéaire.
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Question 7 HEC 2011 V. MESKHI _
- 01 0
Image, noyan, valeur proprede A= [ 1 0 1},
111
Plus devz autres questions non lues. .

Question de cours : Théoréme de la limite centrée. Définition d’un intervalle de confiance.
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Question 8 HEC 2011 E. PHILIP

f est une fonction continue de R d'ms R telle que ¥(x,y) € B2, flw+y) f(z —y) = (f((ﬁ))?. On suppose que f n'est
pas la fonction nulle.. ' '

On se propose de montrer que f ne s’annule pas sur R.

Q1. Montrer que f{0} # 0.

Q2. Si o est un réel tel que f(¢) = 0, montrer que f (%) =0.

Q3. Conclure.

Q4. D?)nner un exemple d'une telle fonction.

Question de colrs : i’ el Y sont deux variahles aldéatoires discrétes ddfinics sur Ie méme espace probabz’_ﬁsé.

On suppose que V(X)) et V(Y) existent. Montrer gue {cov(X, Y))2 <VXOHVE).
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Question 8 HEC 2011 Vu par JF

(Un)nz1 est une suite de variables aléatoires indépendantes sur (€2, 4, I°) qui suivent toutes la loi uniforme sur [0, 61
¥n € N*, X, = Max(U1, Uy, ..., Us).

Q1. Montrer que la suite (X, ),>1 converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine égale a 6.

Q2. Montrer que (n (8 — X,,)) a1 COTVETgE en loi vers une variable aléatoire dout on préciscra la loi.

Question de cours : Caractérisation des isomorphismes en dimmension finie
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Question 10 HEC 2011 Vu par JF
A = (a;;) est la matrice de passage d’une base orthonormée de R* & une autre basc orthonormée de R™.
Q1. Justifier Pinversibilité de A et exprimer A~! en fonction de A.

E o3 n
DD i

i=] j=I1 |

Q2. Montrer que n

Question de cours : Loi cxponentielle.
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