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EXERCICES SANS PREPARATION 2009

Question 1 HEC 2009-1

Soit (E, < .,. >) un espace vectoriel euclidien de dimension n > 0. Soit f et g deux endomorphismes de E symétriques
el avant des valeurs propres strictement positives.

Q1. Prouver qu'il existe un endomorphisme ¢ de E ayant des valeurs propres positives tel que [ = ¢? (¢ désigne

dod)

Q2. Montrer que Ker{f + g) = Ker f N Kerg.

On traitera le cas général ou les valeurs propres de f et de g sont des réels positifs ou nuls. On

ajoutera ¢ symétrique!

Question 2 HEC 2009-2

o —t
- e
Q1. Montrer que pour 2 > U, 'intégrale J{#) = / = dt est convergente.

,

Q2. A Vaide d'une intégration par partics, montrer que J{z) est équivalent en +oo

-
”~

Question 3 HEC 2009-3

Soit n € N*, (£, 4, P} un cspace probabilis¢ et (X;)izq
définies sur €1, indépendantes et de méme loi .

») une famille de n variables aléaloires réelles discretes

-----

On définit la variable aléatoire: S, = Yo, X,
Q1. Momntrer que Y € R% tel que espérance E(e®) existe et Ya € R, P([S, = a]) < e~ E(e"5).

Q2. Appliquer ce résultat au cas ou chaque X; suit la loi définie par: P(X; = 1) =p, P(X;=-1}=1—p.

Question 4 HEC 2009-4

Pour n entier naturel non nul, soit X,, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P}, de loi binomiale
de paramétres n el p avec p €]0,1[.

Q1. Montrer que pour ¢ > 0 lixé, P(IX,, < a]) tend vers 0 quand n tend vers +oc.

Q2. Montrer que si b > 0,

P ([ % —p’ > b]) < YPU=D) i (ST ), bv/)

b2n.

Quen déduit-on pour P(i|X,, —np| < nd]} quand n tend vers +00?

Question 5 HEC 2008-5

11 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 =1
I -1 -1 1

On consideére 1a matrice M =

Soit u 'endomorphisme de B* ayant comme matrice v dans la base canonigue de R*.

QL. Ounpose vq = (1,1,0,0), v = (1,-1,1,1}, vy = (1,0,1,0). Calculer f(v;} pour tout i € [1,3].
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Q2. Montrer que M est diagonalisable et détcrminer une matrice de passage P de la base canonique de R? A unc base
de vecteurs propres de M contenant le plus possible de 0, les autres termes étant +1 ou —1.
Q3. Déterminer M?, puis M pour n € N,

Q4. Déterminer A Paide de £, la matrice des projecteurs de R®?* sur chacun des sous-espaces propres de M.

Question 6 HEC 2009-6
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définics sur le méme espace probabilisé (2, A, P).

Soit n = let (Xy,Xy,..., X)) un n-échantillon indépendant, identiquement distribué de la loi de Poisson de parameétre
A >0

On suppose A inconnu ¢t on cherche & Pestimer par un intervalle de conflance.,

_ S _ Xn—2
Onpr)S(‘.:“Yn:?—}Z_Xi et Tn,=ﬁT.

A laide de T,,, déterminer, pour n grand, un intervalle de confiance de A au risque « donnd.

Question 7 HEC 2009-7

Un enfant a dans chacune des deux poches de son blouson, un paquet contenant N bonbons. A chaque fots qu'il veut
manger un bonbon, il choisit, de maniére indépendante et avec la probabilité p, sa poche de gauche pour un prendre
111, :

Q1. Lorsquil nie trouve plus de bonbons dans la poche qu’il a choisie, quelle est 1a probabilité pour qu’il en reste &
dans l'autre poche ?

Q2. Quelle est la probabilité pour qu’il n’y ait pas de bonbon dans les deux poches simultanément ?

Clalcuter ZZ" (Z\V f>‘

#=0
Question 8 HEC 2009-8

Sait (#n)new la suite réelle déterminée par 2y > 0 et Vn € N, a, = @1 +

En—1
Q1. Etudier la monotonie et la limite éventuelle de {&n)nen.

n—1

. . 1
Q2. Montrer que ¥n € N*, @2 = 2n + :Bé + Z g
—o Tk

7
Q3. En déduire un équivalent de z, lorsque n tend vers +oc. On pourra admettire que: E P In(n).
; Te— o
k=1
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Question 1 HEC 2008-1

Soit (£, < .,. >) un espace vectoriel cuclidien de dimension » > §. Soit f et g deux endomorphismes de E symétriques

ct avant des valeurs propres strictement positives.

Q1. Prouver quil existe un endomorphisme ¢ de E ayant sdes valeurs propres positives tel que f = ¢? (¢? désigne
4o g).

2. Montrer que Ker(f + g) = Kexr f NKer g.

On traitera le cas général ol les valeurs propres de f et de g sont des réels positifs ou mils. On

ajoutera ¢ symétrique!
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Question 2 HEC 2009-2

et
Q1. Montrer que pour z > 0, Vintégrale J{z) = / — d¢ est convergente.

%
Q2. A Vaide d’une intégration par parties, montrer que J(2z) est équivalent en +oo -
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Question 3 HEC 2009-3

Soit. n € N*, (2, .4, P) un espace probabilisé et (X-i-)z't_'{l,...,-n} une famille de n variables aléatoires réelles discretes

délinies sur £, indépendantes et de méme loi .
Ly . %y : O 7
On définit, la vartable aléatoire: S, = 37 | X
Q1. Montrer que ¥z € R% tel que espérance F(e*5=) existe et Ya € R, P{[S, 2> a]) < e~ £(e"").

Q2. Appliquer ce résultat an cas ou chaque X; suit la loi définie par: P(X; =1} =p, P(X;=-1)=1-p.

Ceci n'est pas une correction. Ce sont des éléments de corrections.
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Question 4 HEC 2009-4

Pour n entier naturel non nul, soit X, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P), de loi binomiale
de parametres n et p avee p €0, 17,

Q1. Montrer que pour a > {} fixé, P([X, < a]) tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Q2. Montrer que 81 b > 0,

Xn _pi > bD < ml\ﬁn(m, bv/n)

r
Pl
(]L n bn

(’en déduit-on pour P([|X,, — np| < nb]) quand n tend vers +oc ?
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Question 5 HEC 2009-5

1 1 1 1
On considére la malrice M = 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Soit u Pendomorphisme de B* ayant comme matrice » dans la base canonique de R
Q1. On posc vy = (1,1,0,0), vp = (1,-1,1,1}, w3 = (1,0,1,0). Caleuler f(u;) pour tout 4 € [1,3].

Q2. Montrer que M est diagonalisable et déterminer une matrice de passage P de la base canonique de ®? & une base
de vecteurs propres de M contenant le plus possible de 0, les autres termes étant +1 ou -1,

(33, Déterminer M?, puis M pour n € N.

Q4. Déterminer & Uside de P, la matrice des projecteurs de R* sur chacun des sous-espaces propres de M.

Ceci n'est pas une correction. Ce sont des éléments de corrections.
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[ Voici des questions sans préparation de 'oral HEC 2009 obtenues aupres des éléves. Les énoncés
ne sont pas garantis. Suivent guelques bribes de correction & usage interne. En fait ce ne sont pas
des corrections mais des pistes. Les solutions ne sont pas optimales. Il doit aussi rester quelques

erreurs mais c’est la loi du genrc non 7

EXERCICES SANS PREPARATION 2009

Fi EAssez simple ou proche du cours.

Demande du travail.

F 3 [ Délicat.

Question 9 HEC 2009-9 |F 1 I E. BLOCK
f et p sont deux endomorphismes de E. On suppose que p cst une projection.

Montrer que Ker{f o p) = Kerp + (Ker f NIm p).

Question 10 HEC 2009 M. DESSUGES

a et b sont deux réels strictement positifs. (X, },ex- est une suite de variables aléatoires indépendantes sur (©2, A, P),
ayant méme loi, prenant leurs valeurs dans R~ telles que:

Vne N, P(X,>z) .

(g T .
—oc b

1 . . .
Montrer que la suite de terme général i Max(X1, Xz,..., X)) converge en loi.
1

Question 11 HEC 2009 M. ANGLADE

n appartient & N*. X;, X, ..., X,, sont n variable aléatoires & densité indépendantes sur {Q, A, P) ayant pour densité

—(w—a) o
e 81w € [a,+oc
la fonction f définie par:Vr € R, f(z) = { i € [a, ool

0 sinon
Xi+Xo++ X
1,

Calceuler E(M,,) ct E(T,).

M, = " et T, = Min(X,, Xa,. .., Xz).

Déduire de M, et T,, deux cstimatcurs sans biais eb convergents de a. Quel est le meilleur 7

Question 12 HEC 2009 V. LOPEZ

X ¢t Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (2, A, P), ayant méme lol et prenant leurs valewrs.dans N*.

X 1
Bl ") ==
Montrer que (X Y) )

Question 13 HEC 2009 E. BILLETTE

, . 1
(Un)nzo et (¥n)nzo sont deux suites de réels telles que:ug >0, v9 > 0, VR €N, upy1 = tn + — et v = v, + —-
Un in
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Montrer que les deux suites ont pour limitc +oc.

Question 14 HEC 2009 H. VANDE MAELE

(X1)nz1 ost une suite de variables aléatoires indépendantes sur (2,4, P) ayant méme loi.
.
X ={~-11} P(X;=1)=pct P(Xy=-1)=¢=1-p Vne N, 5, =Y X
k=1

Trouver cov(Sy, Sy;) pour tout (n,m) dans N* x N*,

Question 15 HEC 2009 G. MIGNEN

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (2,4, P) ayant la méme loi. On suppose qu’elles prennent
leurs valeurs dans N. On pose ¥n € N, p, = P(X =n).
-1 sl X(w) < Y{(w)
On considere la variable aléatoire sur (§2, 4, P) définie par Yw € Q, Z{w) =) 0 i X(w) =Y (w)
1 sl X(w) > Y(w)
Montrer que la série de terme général p? converge.

4o
Trouver la loi de Z en fonction de 5 = Z Pl
n=0

Question 16 HEC 2009 vu par JF

On considére un cube dont les cdtés ont pour longueur 1. On note Sy, S1, 93..... Sv ses sommets.
P > 22;

Q1. Calculer les distances de Sy aux autres sommcts.

2. Unc puce part du sommet Sy et sc déplace de la maniére suivante. Tlle reste sur Sy avec la probabilité — el elle
va.en S; (i # 0) avec une probabilité proportionnelle a Pinverse du carré de la distance de Sp 4 S; (le coefficient: de
propotionnalité étant toujours le méme), Et ainsi de suite.

Trouver la probabilité pour qu’aprés un (resp. deux) déplacement (déplacements) elle se trouve sur le sommet opposé
A .Sy.

Question 17 HEC 2009 vu par JF
f est un endomorphisme d’un espace vectoricl 77 de dimension n sur K.

Montrer que si Ker f et Tm f ne sont pas supplémentaires alors f n'est pas diagonalisable.
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Question 9 HEC 2009-9 E. BLOCK
F et p sont deux endomorphismes de Z. On suppose gue p est une projection.

Montrer que Ker{f o p) = Kerp + (Ker f N Im p).
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Question 10 HEC 2009 M. DESSUGES
et b sont deux réels strictement positifs. (X, ),en+ ¢st une suite de variables aléatoires indépendantes sur (2, A, P),

ayant méme loi, prenant leurs valeurs dans B* telles que:

@
YneN", P(X;,,>z) ~ —.
& : ( n ) 2400 a}h
) L, 1 . . .
Montrer que la suite de terme général 7 Max(X1, Xs,...,Xn) converge en loi.
7
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Question 11 HEC 2009 M. ANGLADE

n appartient & N*. Xy, X, ..., X, sont n variable aléatoires & densité indépendantes sur (@3, A, 1°) ayant pour densiné

—{e-a} gz ela
la fonction f définie par: Vo € R, fl{x) = {6 siz € |a, +00[.
0 sinon
i +Xo++X

ﬂt’fn = n i et fl‘n = I\’Till(X] ,XQ, v ,)(n).

Calculer B(M,,) et E(T},).

Déduire de M, et T, deux estimatenrs sans biais et convergents de a. Quel est le meilleur ?
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Question 12 HEC 2009 V. LOPEZ

X ot Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (., A, P), ayant méme loi ¢t prenant leurs valeurs dans N7,

o X 1
Montrer que E (X m Y) =3
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Question 13 HEC 2009 |F 1| L. BILLETTE

. , 1 1
(tn)nzo et (tn)nzo Sont deux suites de réels telles quetuy > 0, vo > 0, Vn € N, tpg1 = Un + — ¢t Gy = U + —-

iy, U,
Monirer que les deux suites ont pour limite +oc.
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Question 14 HEC 2009 II. VANDE MAELE

(Xn)nz1 est une suite de variables aléatoires indépendantes sur (2,4, P) ayant mérme loi.

M= {11 P = 1) =pet P(X, = 1) =g =1 - p. ¥ne N~ 523 %
k=1

Trouver cov(§, . & m) pour tout (n, m) dans N* x N*,
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Question 15 HEC 2009 [F 1| ¢ MIGNEYN

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (2, 4, P) ayant la méme loi. On suppose qu’elles prennent
leurs valeurs dans N. On pose ¥ € N, p, = P(X = n).
-1 si X(w) < Y{(w)
On considére la variable aléatoire sur (2, A, P} définie par Yw € €, Z{w) =) { 81 X{w) = Y(w)
I st X(w) > Y(w)
Montrer que la séric de terme général P2 converge.

+0G
Trouver la loi de Z en fonction de g = E 0.
n=_0
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Question 16 HEC 2009 vu par JF'
On considére un cube dont les ¢btés ont pour longueur 1. On note Sp, Sy, Sz,..., Sy s sommets.

Q1. Calculer les distances de Sy aux autres sommets.

‘ ) PN . O |
Q2. Une puce part du sommet, Sp et se déplace de la maniére suivante. Elle reste sur Sy avec la probabilité 3 et clle
va en S; (¢ # 0) avec une probabilité proportionnelle a Pinverse du carré de la distance de Sp & S; (le coefficient de
propotionnalité étant toujours le méme). Et ainsi de suite.

Trouver la probabilité pour qu’aprés un (resp. deux) déplacement (déplacements) elle se trouve sur le sommet opposé
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Question 17 HEC 2009 vu par JF
f est un endomorphisme d’un espace vectoricl £ de dimension n sur K.

Montrer que si Ker f et lm f nc sont pas supplémentaires alors f n’est pas diagonalisable.
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