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Asser simple on proche du cours.
i F 2 | Demande du travail.

F 3 | Délicat.

Question 1 ESCP 2011 i F1

e virifie les propriéeés d'une fonction de répartition.
A e

Q2. Déterminer la lol de la borne supérieure M, de n variables aléatoires indépendantes de méme loi de fonction de

Q1. Montrer que la fonction #:a —

réparttition F.

Q3. Etudier la convergence en loi de la suite (M, — Innjnewn-

Question 2 ESCP 2011 | F1~
Soit X unc variable aléatolre & valeurs dans N.

Q1. Montrer que pour tout réel v tel que |u| € 1, E{u’) existe.

. 1-F P
Q2. Montrer gue pour tout réel w tel que | < 1: 1 _(Zl Z P{X > k) uk.

Question 3 ESCP 2011 |F1t -
Soit N une variable aléakoire sur (£, A, P) & valeurs dans N. On pose:Vn € N, p, = P(N =n).

Soit X unc variable aléatoire sur (Q, A, P) & valeurs dans N telle gue , pour tout 7 dans N(Q), la loi conditionnelle
de X sachant que [N = n] cst la lol uniforme sur {0,1,...,n}.

Q1. Comparer la loi de X et celle de N — X

Q2. Si N suit la loi géométrique de parameéire p, calculer £(X).

. . '—|
Question 4 ESCP 2011 |F1

- A 1
Soil. X une variable aléatoire & valeurs dans Z~, telle que:¥n e N7, (X = —n) = P(X =n) = m
: 2n(n
Pour tout n dans N*, on note A, I'événement [(X = —n) U (X =n))].

Monlrer que, pour tout # dansg N, la variable aléatoire X admet unc cgpérance conditionnelle relatives & A,,.

Etudier la convergence de la série Z Eq, (X)P(A,) ou Z (X ALY PiAL.

nzl nzl

La variable alétoire X admct-clle une cspérance ?

Déja donné en 2009

Question 5 ESCP 2011
1443 a b

Soient. trois nombres complexes a, b, ¢. Calculer A avec: A = 0 1—4v/3 ¢
( 0 2

Question 6 ESCP 2011

A = (i) est une matrice de M,(B) telle que ¥{(i, 5) € [L,n]", i £ j = ai; =1 et Vi € [1,n), a;is > 1.
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Montrer que 4 est matrice définie positive, cest 2 dire que 4 est symérrigue réelle telle que pour tout élément non
nul X de M, ) (R), "X AX > 0.

Question 7 ESCP 2011 |Fi~ |

Soit. f un endomorphisme de R2 tel que Ker £ of I f ne sont pas supplémentaires.

Act-on:Ker f CTin foulm f C Ker f7

Question 8 ESCP 2011
Soient o et b deux réels ot f Papplication de K dans R définie par Vo € R, f(x) = az + b+ x|
Q1. A quelle condition sur a et b la fonetion f est-clle bijective ?

Q2. On suppose cette condition remplie. Calculer f~1(y) en fonction de y.

Question 9 ESCP 2011

Fa
F cst une application consinue de 10, o0 dans & telle que ¥V € [0, +ox], 0 < f{z) £ / f(&yde.
Jo

&

Ou pose:Va € [0, +oof, h{e) =¢™* F(t) de.
U .

Q1. Montrer que la [onciion 7 esi décroissantie.

Q2. En dédnire que la fonction f est identiquement nulle,

Question 10 ESCP 2011 |F1!

@ est un réel et f ost une application de R dans R de dasse €2 telle que Sup | £7(¢)] existe. On pose M = Sup |£(2)).
(IR teR

=i -
On pose: ¥z € IR, U(z) = / flu)du—a f (a— %)

-
QL. Interpréter géomdétriquement le nowbre G(x), pour f positive ¢t « > 0.

;112

<M=
=Y

.ou¥z e R, [G'(z) €M

| 8,

Q2. Montrer gque G est dérivable sur | of que ¥z € R, 1G'(x)

|3

. i e
Q3. En déduirc que pour tout z dans &, |G(z) < M 12 .
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Question 1 ESCP 2011

Q1. Montrer que la fonction F:z —

= verifle leg propriétés d'une fonction de répartition.
[

Q2. Déterminer la loi de la borne supérieure M, de n variables aléatoires indépendantes de méme loi de fonction de
réparttition F.

Q. Etudier la convergence en loi de la suite (M, — Inn),en-
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Question 2 ESCP 2011
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N,

Q1. Montrer que pour tout réel « tel que |u| € 1, B(u™) existe.

. ; 1 %
Q2. Montrer que pour tout réel u tel que |u| < 1: 171&) Z P(X > k)ut.
k=0
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Question 3 ESCP 2011
Soit: N une variable aléatoire sur (Q, .4, P) & valeurs dans N. On pose:¥n e N, p, = P(N = n).

Soit X une variable aléatoire sur (£}, A, P) a valeurs dans N telle que , pour tout n dans N(Q), la 1ol conditionnelle

de X sachant que [N = n] cst la loi uniforme sur {0,1,...,n}.
Q1. Comparer la loi de X et celle de V — X,

Q2. Si N suit la loi géométrique de parametre p, calculer £{X).
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Question 4 ESCP 2011

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans Z~, telle que:¥n e N°, P(X = -n) = P(X =n) = ﬂ}ﬂ——l)
2n{n

Pour tout n daus N*, on note 4,, Févénement [(X = —n) U (X =n)].
Montrer que, pour tout n dans N*, la variable aldatoire X admet une espérance conditionnelle relatives & A,,.

Etudicr la convergence de la série Z Ey (X)P(AL)
nzg

. 4
La variable alétoire X admet-clle unc espérance? 0468' donne €w oo S .
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Question 5 ESCP 2011

L+iv3 @ b
Soicnt trois nombres complexes a, b, . Caleuter A™ avec: 4 = 0 1—iv3 .
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Question 6 ESCP 2011
A = (a; ;) est une matrice de My (R) telle que V(4,7) € [1,n]%, i £ = aiy =1 et Vi € [1,n], a:; > 1.

Montirer que 4 est matrice définie positive, ¢'est & dire que A est symétrigue réelle telle que pour tout élément non
ml X de My, 1 (R), *XAX > 0.
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Question 7 ESCP 2011
Soit f un endomorphisme de B3 tel que Ker f et Im f ne sont pas supplémentaires.

Avon:Kerf CInfoulmfCKerf?
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Question 8 ESCP 2011
Solent a et b deux réels et f Papplication de R dans R définie par ¥z € R, f{z) = az + b+ |2|.
QL. A quelle condition sur e et b la fonction f est-elle bijective ?

Q2. On suppose cette condition remplic. Caleuler f~'(y) en forction de y.
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Question 9 ESCP 2011
f est une application continue de [0, +oc dans R telle que Yz € [0, +oof, 0 < f(z) < / Fe)yde.
Ja
On pose:Vz € [0, +o0f, h(z) =e¢ ] S ds.
0

Q1. Montrer que la fonction h est décroissante.

Q2. En déduire que la fonction f est identiquement nulle.
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Question 10 ESCP 2011

. "

@ est un réel et f est unc application de R dans R de classe C? telle que Sup | f7(¢)] existe. En fose A= j"f l\? tul .
teR

¢€R

Q|- % .
On pose: Ve € R, G{x) = ] flwdu—zf (a + %)

e

Q1. Interpréter géométriquement le nombre G(z), pour f positive et = > (.

2
Q2. Montrer que G cst dérivable sur R ot que Vo € R, |G'(z)| < M % e e | G{(\f] \ S N,
ke N

(33. En déduire que pour tout z dans R, |Glw)| £ M — s
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I' 1| Assez sitnple on proche du cours.

F 2 | Demande du travail.

Délicat.

Question 1 ESCP 2011 Obtenu par M. CARRIERE | F1 .

Soit n € [2, +x[. E un cspace vectoriel euclidien de dimension n. {€;,...,ey) une famille de »n vecteurs unitaives de
E.

On suppose encore que: i € [1,n], ¥7 € [1,n], 7 # 7 = |le; — ;i = L.
Montrer que {€y,...,€,) est une base de £.

Déjn donnée en 2000

Question 2 ESCP 2011 Obtenu par M. CARRIERE Fl
(Xpn)uzr ost une suite de variables aléatoires indépendantes.

Pour tout n dang N*, P(X,, =) =pet P(X,, = -1 =¢=1-p (0 <p< 1)
k23
Trouver ta loi de Y, = H X}, pour tout n dans N*. Moutrer que la suite {Y;,) converge en loi.

=1

Déj donnfe cn 2010 & PESCP et 6 HEC.

Question 3 ESCI 2011 Obtenu par M. CARRIERE
On lance une picce équilibrée jusqu'a obtenir deux piles conséeutifs ou deux faces conséeutifs.

Donner la loi de la variable aléatoire X égale an nombre de lancers eflectués.

Question 4 ESCP 2011 Obienu par M. CARRIERE |F1™ |

X, Vs est une guite de variables aléatoiies indépendantes qui suivent la loi exponentielle de paramétre a.
z : P

o est un réel strictement positif.

Q1. Donner la loi et I'espérance de la variable aléatoire N, égale a Min {¢ € N* | {X; > x} cst réalisé}.

Q2. Caleuler P(N, > B(N,)).

Question 5 ESCP 2011 E. PHILIP |F1

iy e \ . o . at
@ est un élément de |0, 1], Pour tout » dans N* {hum...), X, suit la loi bindmiale de parametres n et —-
T

Montrer que la suite (X)) converge en loi ot trouver a loi limite.

TF1

Question 6 LESCP 2011 V. MESKHI )
ey

A=10 2 =z | cstclle diagonalisable?
0 0 1

Question 7 ESCP 2011 R. BUEGUE et T. ADELINE : F1t

On place 7 boules mumérotées de 1 & n dans n cases mumérotées de 1 a n {unc houle par case).
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Pr, st la probabilité pour qu’an moins une boule ait 1un naméro correspondant au numéro de sa case.

Trouver lim p,.

PR o]

Question 8 ESCP 2011 M. DELAFOSSE et D. DEROCITEBOUET 1!
On considere que la durée de vie d'une abeille suit une loi exponentielle de parametre inconmu.
Au bout de 70 jours Papiculteur §’apoergoit que la moitié des abeilles de la ruche est mortes.

Quclle est approximativement la durée de vie moyenne d'unc abeille 7

Question 9 ESCP 2011 C.DAUDET |F1
Q1. Donner les conditions pour que £y :x —» ac 1* Ini{1 = ei""l) soit mue dengite de probabilité.
Q2 X est unc variable aléatoire de densité f,. X admet-elle une espérance 7

Déja donnée en 2010.

Question 10 ESCP 2011 G. FOUBART |F17t |

Montrer que pour tout n dans N¥, Pégnation o™ -+ —1 = 0 admet unce solution et une scule dans R~ que nous noterons
gy

Etndier la suite ()

Déja donnée en 2009.

Question 11 ESCP 2011 1. ESSO |F1
X est une variable aléatoire A densité qui posséde un momoent QCordre 2.
Montrer que E(|X|) existe ot que E((X|) = /F(X7).

Une seconde guestion oublide

Question 12 ESCP 2011 T. EHRMANN |F1!

Une urne conticnt n boules numérotées de 1 an. On tive une poignée de boules de 'urne, toutes les poignées y compris
la poignée vide élant équiprobables. S est la somme des nnéros obtenus dans la poignde.

Calculer I'espérance de S.

Question 13 ESCP 2011 L. CANELA

(X, )nz1 €st une suite de variable aléatoires réelles sur (@2, A, P}, indépendantes ot qui suivent la loi exponentielle de
paramaoire A,
N+X+ 4+ A,

n ‘

On suppose que A = 4. On pose:vYne N7, M, =

. 1
Q1. Montrer que 3, est un estimateur sans biais et convergent de "

) : 1
Q2. Quel n faut-il prendre pour que "M, — -

3 soit inférieur ou égal & .01 au risque 5%. On rappelle que ®(1.96) =
0.975.
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Question 1 ESCP 2011 Obtcnu par M. CARRIERE

Soit 7 € [2,+oc[. E un espace vectoriel euclidien de dimension n. {e;,...,ey) une famille de n vecteurs unitaires de

E.
On supposc encorc que:Vi € [1,nf, Yj € [1,n], i #j=|le;—eill =1
Montrer que (ey,. .., . en) est une base de .

Déja donndée en 2009,
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Question 2 BSCP 2011 Obteny par M. CARRIERE

(Xn)nzt est une suite de variables aldatoires indépendantes,

Pour tout n dans &*, PXy=1)=pet PX,=-1)=¢=1 —p{0<p<1).
.
Trouver L loi de ¥, = H Xy pour tout n dans N*. Montrer que la suite (Y,,) converge cn loi.
k=1 .

Déja donnée-en 2010 & PESCP et & HEC, : ' :
Vouu b cuen £ oy wime voug dows- €509 9010 - @15 '

Downonn € wee . Sorhw €02,
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Question 3 ESCP 2011 Obtenu par M. C—XRHIERT
- O lance une pler e ¢ thbwe Jusqu’a obtenir doux piles consée utifs oun denx faces conséentifs.

Donner Ix loi de la variable aléatoire X egale au'nombre de lancers effectuds,

X(2)x G240 .
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Question 4 ESCP 2011 Obtenu par M. CARRI-ERE

(Xn)nz ost une suite de variables aléa.toirés_ indépendantes qui suivent la loi exponcnticlle de parameétre a.
x esl un réel stricterment positif.

Ql Donner la loi et Pespérance de la variable aléatoire IV, égale & Min {i € N | {X; > x} est lf‘ahse}

Q2. Calculer PN, > r'(f\t))
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Question 5 ESCP 2011 E. PHILIP . :

. ) - . e A, N .
& est un Clément de |0, 1}. Pour tout n dans N*, X, suit la loi bindmiale de parametres 5 et —-

T
Montrer que la suite {(Xn) converge en loi et trouver ly loi limite.

N@’imqmuci ot ws quatek cae che Qo (?(o?.m’ﬁ 5} b).
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Vi € o, ta &, % € lo,1(.

@ w- &
Mus V€ Tuo, o &, VEETou T, toxu=b): ()21 G- 2) -

O R NN 3
el & wk %) e e
V€ EI\M(*,%Q,%@E, Piku=k)= (:)(g) (1‘5} ; (fi ("‘
. 1«.5?o

v ebll- L)
(n-tiba(d-21) = . Oae b € -

U

4
I

40

ek doue e PRackl: £ € et poun bt & dauw.

el $d

B (Xu] Cowt

2e 6 Col uilm wee vt alfie cidotode qu poat Co

Lol de Povmun dr Q&&Q&ib& ﬁﬁ.




JE.C. 0.2010. p. 6

~—__...,_'_____‘_'____h_ [ — A

Question 6 Escp 2011 V. MESKHI ' : ~
[1 x y .

A= (O 2.z { est-alle diagonalisable 7

Ae\’rmmguﬂtwa m‘&(t&u{ t} €oa %%ajb d/edlﬁ.d&&%&kk AQS it}&
Atew e vellewws popues de A.ow" idﬁ.

Soit &= (4 Jemgtmr ;
AX- K < ld‘&&&*:j‘ = { ﬁ&”"%’
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Question 7. ESCP 2011 R. BUEGUE et T. ADELINE
On place n boules numdérotées de 1 & n dans n cases mundérotées de 1 & n (une boule par casc).

Py, cst la probabilité pour qu’an moins une boule ait un numéro correspondant au numéro de sa casc.

Trouver lim p,.
n—=403
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Question 8 ESCP 2011 M. DELAFOSSE et D, DEROCHEBOULT
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On considére que la durée de vie d'une abeille suit une loi exponentielle de paramétre inconm.
Au bout de 70 jours Papiculteur s'apergoit que la moitié des abeilles de la ruche est mortes.

uclle est approximativenent 1a durée de vie moyenne d’'upe abeille ?
I ¥

5otk X fa duace de vie d'oe sbalfe | AGEQ).

Kbk &&dmij‘u@- PCA§To) = L oen
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Question 9 ESCP 2011 C. DAUDET
Q1. Donner les conditions pour que © — ae % In(1+ clzl) soit une densité de probabilité. &n “O\E fa cclte

. . . g . . won .
Q2 X est une variable aléatoirc de densité f,. X admet-elle une espérance ? fonct "

Déja donnée en 2010.
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Question 10 ESCP 2011 G. }«OUBART : o

Montrer que pour tout n dans N*, Péquation 27 44 — 1 — 0 admet une solution et une scule dans R+ que nons noberons

Ty
Etudicr la suite {r,).
Déja donnée en 2009.
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Question 11 ESCP 2011 J. ESSO
X cstune variable aléatoire & densité qui posséde un moment d'ordre 2.
Montrer que (| X|) existe et que B(|X|) < /E(X?).

Une seconde question oubh’ée
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Question 12 ESCP 2011 T. EHRMANN

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire une poignée de boules de I'urne, toutes les poignées y compris
la. poignée vide étant équiprobables. S est la somme des numdéros oblenus dans la poignée.

Calculer Pespérance de S.
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- Question 13 ESCP 2011 L. CANELA

{ Xzt est une suite de variable aléatoires réelies sur (9,4, P), indépendantes ¢t qui suivent 1a loi exponenticlie de
parametre ). :

| . X+ X e X,
On suppose que A = 4. On pose:Vn e N*, A7, = 2L T - 24+ n

oo

. . s 1
QL. Montrer que M, est un estimateur sans biais ct convergent de e

‘ _
M, — 3| soit Inférieur ou égal 3 0.01 an risque 5%. On rappelle que ©(1.96) =

Q2. Qud n faut-il prendre pour que
0.975.
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