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L. SCGIETS DE L'OPTION SCIENTIFIQUE

Exereice principal 546

1. Ouestion de cours @ Envaeer e thdorbne de ia Blection.
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' 7

.

&, Trouver un dguivadent de la dilferears (un - =), quand n ewd vers -oc, de la forme —goia o 3 sont des
wt i

réeks, indépendunts de n, & déterminer.

Exnreice sans préparstion S48

Soit X une variable aléntoire & walers positives, admettant uate dengité § ot vérifiant s propriété suivante © s

, i . .
variabio abdntoive X + — possiéde une espéranee madhématique.

X

1, Ftablir Findgaliné - [«:-(x - %} > 2,

&

2. Modzer gue Pindealiié pricédents n'est famals woe dzalitd, mais que & {.X + —1{) peut prendee des valears

arhitratrement proches de 2,
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Exercice principat 561

b Question de eours © Développement Hisidé Fordee 1 d'one Snction £ BY s B de elasse €3,

Soit f Papplication de R” dans R définie par © iz, wh € BE, flryy = {2z -yt B

Lz} Justifier que § est de classe €7 sur B? ot vérifior gus - ¥A © B2, %{A} + ?%{A} = (.

b} Montrer que § possivle gne ndinite de points erithpes, Trouver reux en lesquels £ admet un extremum e
ou. ghobal.
3. Bodt {74 wn conple de riels différent de (0.4} e g une fonction de classe C1 sor B2, 2 valours réelles
- . o at B, 0 L .
vérifiant 1 ¥4 ¢ &3-, C’Lag{/‘t} + 3 mf?{_{i} == 1),
Ponr tout couple {u, v} € F2, on pose : Rlu,v) == glomn — B Su + o).
a} Moutrer que t{a + 5,v) = h{w ] + ole) Iguand £ tend vers 6.
b; En déduire N'exisience dune fimetion o de classe CF sur B tolle que : Vim, vl £ B2, flu,v) = el

4. Montrer que f est fa seuds fonetion de classe € sur B2 vériisn
N T T
YA € B2, }'3;:?(“"5 +2550) =0

Vi R, filhd) = femt

Exereicy sans préparation 551

Boit X er Y deux varinldes aldutoireg idipandantes, définies sur un espace probabiliss 2, A,.Pﬁ} ¢t de mbme
Ini AT(Q, 13

8§ X 0
Onpwe . M=1Y 4 @
o 0 9

1 Cualeuler PLX =Y et P{XY » Q1
2. Trouver la probabdind g Ia matrice 3 st dingonalivabie.
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Exercice principat 852

1. Question de cours - Tnépakte dex secrolssermets finis poar nne bonction réelle 4 une variabl réelie.

1
Soit F une fonetion dfinde ot continge sur 10, 1, & valeurs dans B, telle gue Pustdgrale [ £yt solt cotvergent,
Pour tout eatier 1 2 §, on pose Tl F} = b f ( —') -1 / Fade.
f“:" % 2 '

el f1

2.4} Proposer une iterprétation de en terme d'ajes et indigquer sa lmite lorsgue n tend vers +oo, dans

Iz cas ol § admei un profongement conding an segment 0, 1
b On suppese dans vette quetion que £ oo ks fonetion & es £5,

Cadenler u,,{ 3 ot vérifier que 1o saite {n,{f }} st Bornde,

as s

4. Dans cette question, f est une fonction continue positive of erolssants sur (0, 1],
3

a} Justifier la convergence di Pintéerali f S,

3

I} Montrer qoe ta suite (u:{ £} .. est xsitive ol ma jorée,

4. En utilisant Pindgalind des accroisermonts Bals, montrer que 21 1 admel un prolongement de classe O au
segment 10,1}, alors la saite {zjn{,f}}nm, et horngde.

&, Pour tout réel a, on note f, la fonction définde sur 10, 1 par f,00) = %

3
Déterminer pour guedies valeurs de o Pinlégrale / Fa{t)diest convergente ot i suite [u,( }*‘,._.j}}iﬁ o bornde,

Exercice sans préparation 852

Spit F us espace enclidien dont ke prodait. sealiive est netd {L). On note L] Pensemble des endomorphisies
de £ ot ACE) Tensemndils dos Sléments § de L0 F) qui vértdient -

1 Que pemb-on dive de In matrice d'on élément £ & A(F) dins une base orthonormée de £ 7
2. On oole CLEY Denvamble des endomorphismes g de B gui commuaient avec tous les déments de AR), <ot
A-dire gk vérifient
Vic Al fog=g0].
2% Montrer gue lorsque fa dimension de % est dgale 3 2, CUE) et wn plan vectoriel de C{E} gui contient 4A{K}.

b} Tronver G borsaue la dimension de £ est strictersent supdrieurs 4 2.
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Exercice principal 854

1. Question de cours | Rappeler ko définttion an sndomorphisipe symétrigus (un espare euclidien. Que peut-an
dire de s matrice dans une base orthonommmalke ?

Leapane vectoriel BE cst, mumd du produit sealaire wsied, note {5, pour lequet 1a base eanonigue est orthonormale,
# -1 4 G
1 a4 -1 06 &

Set M =310 1 O ~1 4 1 ety Veaxdomorphisme de BS dant A et In matrios dans b base canoningue.
g & 1 0 -1
9 0 0 1 {+

2.} Momtrer gue la mairvice A n'est pas inversiide.

3.a} Montrer que pour toul couple {r, ¥) de vecteurs de B, on a0 {elzl,g) = — {x, plyd ).

2

b) Montrer gue Jes valeurs propoes de Pendemorphisns ¢ sont nématives ou nolles.

r) En déduire que A rlest pas dingonalisable

4.2} Mantrer que le novaa de ¢ sl Pimaze de @ sont deax sous-espaces suppiémwentaires orthogonaux de RS,

b} Montrer qus st b sst upe valour propre non nalle de 2 ot 2 un vecteur prepre de 2 assockd a A, slos les
deux vectenrs 1 ef »iz) engendrent un plan de B® qai est stable par Uendomorphisme .

¢) Fablr Vexisrernce de doux el non mils o st 8, ot d'une base orthonormale de B® dans taguelle to matrice
ey est

A VIR £ N B B 1
9 00 o« 8 G
4 - 1 89 O
o o 0 9 8
g 8 4 -3 ¢

Exercice sans préparation 854

Buit X une variabile aléatoire définie sur an espace probebilisé {82, 4. P) qol suit Ja iod uniforme sar |~ 1,43,
L Trouver tontes b fonetions o définies, contivues of striciement monotones sar 1, 4] tablee gue In variable
aléavoire ¥ = (X'} suive la lol exponentictl: de paramdire 1,

2. En dédnuire ane fwction paire & définie sar | — 1, 41 tedle gue Ia variahle aléatoire ¢ X'} suive aussi ln lod
sxponenticlle de paramétse 1.
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Exercice principat 860

1. Question de cours @ Défnition ef prapridtés des endomorphismes symétrigues ' un espace euclidien.
4, Dans eette question, 1 ddsizne Vespaen veeioniel B gue Pon munit du produit sexlaire vsopl poar leguel I
base eanonigque (&, €y, 61} o8t orthonermes.
Soit v Pendomorphisme de BY défind par
Wizy. xo,x3) & Rs, wy, g, By) T {0y 5 Ty b 2xg.ay - 2y, By 4+ 2250

a} Trowver ba matrice de w dans b base cononique et en dédoire gus u est symdtrigne.
b} Détorminer nne bave de Ker o, pris moutrer gue {uiey ), uie }} exb wne base orthogonale de Invw.
¢} Déterminer la matrice dy prejectenr ortbogonsd sur Inx o dans la base canonique de B

Dranx la suite de Vaxerciee [ 2, (1) est un espace enclivien st an note § || 1a norme euclidienne associde au produit
sealaire {, ).

3 Sait Fun sons-espice veetoriol de £ o un vecteonr de E ef g = ppi2) la prajection orthogonale de o sy £
Montrer que pour toul 2 £ F,ana @ jr - off 2 - gl aves égalitd of ot geulement 5i 2 =y,

4. 8ot u un endororuhsme svinélrique de {E 4 ‘z} O moste p le projectenr orthogonal sur fon w.

a) Montrer que Ker u of lm # sont suppimprtaires ot orihogonauz.

1Y Bow v & F. Justifior Vexistence d'un veetear 3 € F bel que ufw} = ple) oL tronyer parm fes veclews y £ E
vériflant u{y) = plzh, cehid gui b plis pedite norme; on le note vz}

v} Montrer que v o5t Bodsire, puls culruler o v et vowe

it} Caleuler pe) of vi2) pour x = {1, 1,1}, Torsque u est Pendenprphisme de ® de In question 2.

Exercice sans priparation 560

Boit X une warishle sléatolre possfdant e densite de probabilité cominue sur B ot nulle hors de Pistervalle
i EE3

i i.: ‘Z’{E\

1. Moantrer gae X posside une varianog, gul est strictement ompprice sptre O et 1

2. Montres que Loute valbr de Uinterealle owvert 13, 4] est elfectivement possible por Ta varisnee do X
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Exereice principal 8632

Lo Question de cours : Définiting de Is Bmite dine soite de wmoaritives rivls,

2. Soit (U Jneps une suite réelle hornde. On pose pour tout 7 S WY wy =suplug, 2w

2} Montrer gue 1a suite {2 e 881 comvergente,

b} On suppose gue i suite [Bodachs o8t positive of que Hm n, = 0. Meonteer qne I suite {Hnbyens ost

T oy inernr
convergeite avee  Hm w, = D,

P
Soit { X Jene Bhe suite de variabies alatoires intependantes défiuies mr un méme espace probabilisé {!Z. A P_]
sudvant tovtes Ia i géométrique de parambtre p €}, | I
w
Onnotepour tomd n & M 5, =% X;.
b |

< .

. . ) i 5
3. 8Soit £ = 0. Ddterminer Hem P ( L
Firk Pl ? bt

. . . f- f -
4.aj Moutrer gue pour bout entier k 2 n, on a1 P{%, = k) = {n ~ ijpﬂ{'l -

1
¥

by Que vaus P& = &) lorspe b < n ?
& Beit f 11, ool B une fomtion de chisse €0, huande ot de dérive barnée sur . +ool.

e . o & k- 4
a) Montrer gue pour toul 2 Zi 1 Ta sdric E f ( i+ —) ( ” ’i L

Foril 73
k )(k‘-q‘-ﬂ-—»i){.l Cap
IV a-1 Y

Ly

){‘E - :r’}k £ convergente.

On pose alors powr sout 2 €§0, 1] 5 K i) = re’*z i (L +
b=

by Einbiir Vexistence de £ G’ (;")) ot exproner £ (f (%)) #1 fonction de Bl

e} Soit £ > & Montrer qu'il oxiste deux réels 4 et 7 tols que poar toul € 8¢ ona

gxy ({ (/%)) —t (%} <Az BP (Fﬁ ii . ) .

-
d} Bl e € {1, +oof e {1t bnerie 1 suite d6finie par - Vo & N*, o

i . _ _
. (—J - f(i;i~ Montrer gue ““-lﬁ;{m U = A,

Exercice sans préparation 562

Sedt B = By IXT Despace veetoriel des polyndmes & eocfficients réebs de degre inférieur ou doal 5 3.
A H={Pgk PXiu P{'m}f)}.

Montrer gque K = F 5 G H.
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Exervice principal 863

L Question de cours © Théorbme de trazstert.,

Sobt poup rée] virifiant sepal On poss g = 1 - g0

Soit (Xg)gen une suite de varahdes aléstoires réelbes mdépendantes, définks sur le méme espace probabilisd
{Q A, f"); Un suppose que Xg et i variable certaine de valonr § el que pour tout n £ B, Ik variable aléadoive
X st a Joi Binomiaks de parsmdtres 7 ol p. .

Pour tout n € M el pour tout £ ried, om pose 1 Yo = WX - 6 @t galt) = Efe77), olt £ désigne Pespérance..
2. Montrer gue pour tout 1 £ X el pour wut £ 2 Ry, o a ga{t) = (pe! + g¢')".

J.a) Etablir potr tout » £ M ot pour tout £ £ %, Pindgalité - Py, £ 08 £ a,18)
b Mostrer il existe a €10, 1] {indépondant de ) @6l gue pour toud 22 5 %, on a0 P, €0 € o

4. Dans cetbe question, zoit w & B fixd, On pose By = 0 ot Z, = min¥s, ¥4, ..., ¥

ai Déterminer Z2,{82). Caloaler PLIF, = —n)
. ;29 Q&-‘H
B} Pour tont k€ {0 — 1], on pase © Ap = U i¥; < 0L Montrer que Fon a2 PLA) € T
o g
ook ’ ’

e} Soit k& 0n — 13 etor & f-n, 0 Erablic fos indgaliiés -

Pl =1} € P{ARN 2y = 1))+ Plg = 0 ot E(Zo} 2 —no®™ + B},

%, Montrer gue In snite (.?if-f Z-n,}}new et convergsnie. 3-o

El24)i- 222 L ET24.)
4-d

Exorcicae sans préparation 863

Soit £ un endomorphisne de B e s0it A b nwtrice de f dans 1o base canonigue de B9,
On sappose gue f n'est pus disgonalisable et ga'il wécifin . (f ~ idieif 2. iy o= A

1. Mostrer rue Ker(f - bd) ot Ker(f 2 4wl sonl supplémentaives.

[TISS
2. Montrer gue Aastzemblshle s 1 0 6 .
B 0 1
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Exercice principal 874

1. Question de cours @ Définition des valeurs propres o veebeurs propres 47 un endesnorphisme.

Sedt ¥ un espace vecwriel de dimension & € e, Op rappelle qu'une forwe Hodalre de K est une application
Hindaire de £ dans R, On note B = C{E, R} Pespace vectarie! des formes lndaires de £,

2. Bérerminer Ja Smension de £,

3. D eette question uniguement, B st Pesparse vectoriel Le,,gxg des polyvudimes i ensficlents réels de degrd
mbériaur ou dpal & p {p e M.
. .
Soit f et g deax diiments de B dffinis par ; pour tout F e £, f {P] = P{3) et g(P) = f Pityds.
diy

Déterminer nne base de Ker! £} et une base de Ker{g}. Les formes linéaires f et ¢ sont-ellex proportionnelles ?

4. Bait f et g deax dléments non nuls de £° els que Ker{ 7Y ¢ Kerig) .
&} Montrer que Ker{f) = Ker(y).
b} Seit 2p & Ker{ ). On poss © i o= 8lwalf — fiasig. Montrer gue £ = 0. Coucdusion.

5. Daxs cette question, on considire une mawrioe A € Ma(B5 Ov identifie A et Pendomorphisme de K avant,
pour matriee 4 dans la bwse canonique de BY,

Un sousespace vectoriel £ de B3 est dit stobles par A basgue pour toat X ¢ Fonae 4X € £

s} Soit X € F avee X 4 3 Mondrer que Veor{ X' est stable par A s er seulement si X ost vecteny prapre de 4.
b} Sait P te plan de B dbquation a2 + by + oz = avee (a, boei# 0,0.0) et I Ia forme lnéairs de B3 définie
par Lix g, 2} = ar+ b+ ez,

Memtrer que P est stable par A % et sodemnent st Kesl£) © Ker{L A}

@
En déduire que P est stable par A s et sendement si | 5§ est un vectear propre de *A {tramsposée de A).

s

Exercice sans préparation 874

Soit X une variable aléatoire défirde smer un ogpace probuabibst {Q,A:.I’) sativard I Jol nenmale dCespiranes m
ot de variance dgale & 1. Soit & nn réel strictement posit! fixe.

L. Montrer gqoe Ye © R, Papphealion o v Pl < X <« g+ b admet un maxitaas stteind on an Poink ag gue
Von déterminera.

2. Bxprimer Ja valeur de oo maximun A Paide de fa fonction de répartition de Jo ol normate sentrée réduite.
2 Interpréter péombtriquenient, le résuliat oblan.
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Exercice principal §78

Pour n entier sapirienr on égal 4 2, on manit R™ du prodoit scalaire eanonique notd {,) et de Ia norme
euchidienne assoeide notde ||

Sait F Pespace vectoriel des Bmctions défines sur B ot & waleurs réelles. On pose :

PaAf R — RVr € B, fl-a) = flnt et D= ([ B s B Ve & BS, fi-x) = —fiz)].

Enfix, on note W Vensemnblc des fonckions § 1 B® - B contimaes sur 8% ot telles que, pour ious veciowrs o et
v de B wéviflant {0} =0, on o flu+ o= flul 4 fo)

1. Qoestion de cours . Théoréme de Pythogore.

2. Etablir bs relations . F = P oL b H = (HOP & {HATL

. . indi
3. Scét A £ R, Délerminer ii.m S
B

- i

Lot inAl desipne la paride entiere du réel na.

L Bt g e HOTL

) En explofiant Phyporhise = 2 2, montrer que pour tout vecteur 2 £ B, on a1 g{2x = 2g{r}).
i} Montrer que pour tout vecteur & & B” et pour temt r € 4, on a © ¢lre} = rglxi.

Ea déduire que pour vond A & B, on a0 Ax) = Agix}.

¢ Montrer gae I fonction g osi. lindaive,

3. Sait B HOP.

2} Soit 2 ety dens veetanrs de B tels que Bl i, Calader {2 -y 7 + y} et on dédaire que B{x] = hiy),

b} Justifier Vexistenos Gune fonetion ¢ Ba — B belle que pour tout vecteaur 1 € B™ on a @ A{r) = ol
e} On admet gue ¢ est contnue. Montrer gue pour tous réels positifs s et £, on a2 1 gz + ) = s} + @)
d} Etablir alors Pexisrence d'une constants « telle que pour toul z € B®, o a : hf{z) = clfjaf®.

6. Fn déduire 1a forme générale de tonte fonction f o M.

Exorcice sans préparation 879

Boit Xy, Xn, .. X, Ip 3 2) des variabdes aléatoires inddpendantes définios sur an sspace probabitisd (Q_,.A, P_}
wiles que pour et 4 € 11,27, X, #uds la ol de Poisson de parmudre X, > 0.

¥
On pose pour tont p2 20 8, = E X

dwz]
1. Boit moe N Déterminer Ia Lol conditionnelle du vectenr (XX, ..., Xpo o) sachane {8 = ni.

2. Sodtow £ N Exprimer Vespérance eonditionnetie I XX + Xg =) en fonction de n, Ay et Ay
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Exercice prinvipal S82

1. Question de ceurs : Condition ndcessadre o sufllsanle poar gu'nne matrice soit disgonalisable.

Soit # un Cenpace vectoriel de dimension = (1 2 2} et @ un endomorphisme de E.

O node wip Pendomorphisme identité de B, By Vendoworphisme nud de F et on pose & = idg ot pour tout
-}; & ﬁ(u! {pk - Q()-ﬁf’."””'g.

On dit que ¢ est cycBgue £717 exisie un vectour vg € B tel que fa famille (;rg., wland. .., ;;'"“1{3:9}} soik une base
de £,

2. Dp suppose que @ = U o 2" £ D

a} Montrer gue & ot eyelipue.

b} Déterminer les valowrs propres de g, L'endomorphisme ¢ estei} dingonalisable ?

3. On suppose gue @ est eyelgne. Soit ¢ nn endomorphisme de £ ol gue po o = oy,

Fo utilisant une base du type {o.elznt ., @™ Maa)}, éablic Vexistence d™un polynéme P & CIX ] el que

v = Pig)
4. On suppose que 2 et eyebigque. On nobe rpy an vestonr de £ vérifinnt Jes denx conditions subvantes

: s . , ] ~ %
frg.imnl,.. ™ Hre)) est une base de B ol ¢ {0} = 20,

=) Moufrer gque % = g, En déduire qus @ est bijedit
b} Quelies sont les valenrs propres prssibleg de ¢ 7

¢} Montrer gue ¢ est diagonatisadile.

Exercice sans préparation %82

Soit X une variahle aléatoire qui suit une d exponenticle de paramétre X » 0. Onpose 1 ¥V = (X ]t Z = X -Y.
1. Montrer que ¥ ast wne varisble slstire et déderminer oo Iol. Que peut-on dire de ¥ + 17
9. Montrer que X est une varizble aléatobre ot déterminer sa ol

3. Les variables aldatodres Vet 2 sont-elley tndépondantes ¥




Pl
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Soit ACTIL (1 1. p arechione muivades pod-€ aus olleter

) Aariogoatiralle -

() Aer snblolde 3 we wShu'oe dicqocle. .

e "Rgocke wa bar da O, ((K) combhuce da Wplortﬂ di 4 .

L0 Vadmahime oo iquenss anode’s Aatdiaqoalialle .

V) gl sdonafline oicqacdaalle du K-opae wheied de dbouia u
W @ ndhie & o mdmabﬂ.wuc_ Qo Uuebotre de ozi'eayaawc‘w\uﬁ raika .
vi) Z QLSEOA Ak w. -
AESHA
i) M, k)@ SEPCARAL.
Aénn

@ al “Reutte w dewmeX x, do & & que (('('1:,;,4 0 *(M.;L Ot(e/

nodiou que T*:z (%o, BC0), -, Q@ “ley) &l U bae &5
v T ok wa fondle de cadiial dqol & Cadiduiac wde iz Qo uﬁ(l-dc.
wohas, qumémifﬂa-d-&hu.&wm&.mme“’tepqh (Ao, .. A ) ECH

-1
e oy, dInd #0g, ¢t azgoz\e plon): o,
Lie@onet B L2 #0) alt wa padie maculdede W e paride w pekit dondd ¢,

=i

AR /lg:po& Z/\ Q(Kol Op

‘u‘ o} R
(] m """‘o+t

Wi oe = @7 Logle @O T A ) e ZACK o)

t:l,y

U&Mqut en-l.eob( (x,)= (e(‘o)#oe A (=l er o iﬁ@i._ﬂ,u-lﬂ/
{- (ot " (-lo -t t !
(g 0T P = QU (0 J Ve @reog, 4

Cained,,,

M. -(.o-[ ‘_

[T Og~ Jdi, v, d"{n-:("d)# Op . bac Aiy=0. ttu'ed‘lniam(me "
et addve de mBhee que Ot (2o, Oy, 0™ "0y ) O} the Pl Bk b € o

wone Gae boue da & . Al M










Exeorcice principal S84

1 Question de cours | Tonner deux conditions suffisantes o, non néeessires de diagonalisabilité d'une mairice.
Seit r un entier de B* et 4 = {a, ahigiggm I matrice de AL IR] telle que pour tout {4, jye ft.al’.ona -
a5 = minli, §1
Zay Soit L= (T shigs e one maltios irianrsdaire infrimas e L o {82 5 Mg jugn 106 mskyice trizngulnire
supérieure. On pose 1 A = L1 = i35 01¢5.9¢n-

mnirs,§)

Monirer oue pour tont fi.jy & %2.,7@3, BN A g g Z B kg 4
kem

b} ¥n déduire Pexistence d'une matrice trisnulaire supdricure 7 telle gque 4 = ¥F7

o} Montrer gue leg matricns 4 i 77 sord de méme AR,

d} Justifior que 4 est dingonadisoble @ déduire des spestions précédentes gue sen valears propres sont toutes
sirictemant posiiives,

e} Justifier Pinversibilitt de A of dStertiner son inverse.

3 Soit p el0,4 et Xy, X4, .. X, n variables aléatoires difinies sur um espace probabiliss {2, .4, Py,
indépendantes o de mime lob de Hernoudl de parametre p.

P
On pose pour tout & ¢ §1,13, S = E X;.
fwa}

On note Lg la mntrice de wariance-covarianes du voctsar sléatoire (5180 ..., 8,0
a) Montrer gque bes valewrs propres de Yip memt dnutes positives,
i Pour tout (2,5} & {1.85°, déterminer Cov{$;, 8;).

ey Exprimer Sg en foncrion de 4.

Exercice snus préparation 884

"
Lo Boit (andnens I snite délind: par - poar tout n & e, ag, o E e EMterminer ﬁi’:’l fhps -
-~ - i1 o =4 b
k=F ’

n
2. Soit {1 hnene to sulte définie par © pour toud n & PR, oy, = E in (i + m) Détersidiner }I_;:ézqun,
pot . e
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Exercice principale S 84
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