HEC 2013 S58¢

Exercice principal 820

1. Question de cours : Théoréme de la limite centrée.
Soit (Xn)nem« une suite de variables aléatoires cenlrées réduites définies sur le méme espace probabilisé

(-Q-, A, P) . indépendantes, de m@mo den%ifé de proba,bi]ité, cf. admettant des moments jusqu’a Pordre 4.

I
On pose pour tont n € N™ : X, ZXk et Y, = ZX,%.

2. Pour fout n € N*, on note m4 le moment d’ordre 4 de X,,.
a) Montrer que my > 1.

b) On pose pour tout n e N* : Y7 = Z:(X,v -1}
\/ f'b T!l,]

Justifier Ja copvergence cn loi de la suite (Y,) )n-eN* '\’Cl'a la loi normale A(0,1).

—-2
g — 1

3. Powr tout n € N*, on pose : U, = \/
Caleuler B(T7,) ot en déduire la convergence en probabilité vers 0 de la suite de variables a]éatoires (Unnee.

4. On note ® la fonciion de répartition de la loi normale A7(0,1). 601t z ot & deux réels arbitraives avec & > 0.
&) Etablir encadrement, : PYr<o) s PY U, €0) S PYr<a+e)+P(Un 2e).
b) En déduire Pexistence d’un entier N. tel que pour toul nz= Ng,ona:

O(z) -e< PV} -U, €2)<P{u+e)+e

¢} Que peut-on en conclure pour la suite (Y¥ — Uy )nen- 7
5. On pose pour tout n € N* ¢ Z,, = — z Xk - X ) - l)

Déduire des résultats précédents, la lmute en Ioi de la suite {Zy, )nane.

Exercice sans préparation S20

Soit Is 'espace vecioriel dos fonctions eontinues sur R*. Soit 7 'application qui & toute fonction f € F, associe
1 T
la fonction IF = T(f) définie par : F{0) = f(0) et Vo > 0, (2} = < f(t)dt
Jo

1. Montrer que T est un endomorphisme de E. Est-il injectif 7
2. Détenminer les réels X et les fonctions f vérifiant T(f} =
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Question 5 HEC 2012-5-820

Soit E Pespacc vectoricl des applications continues de R* dans R. Soit T' Papplication qui & toute fonction f de E
associe la fonction F' = 7'(f) définie par:

F(0) = f(0) et Yz €]0,+00[, F(z)= ] fle)d

Q1. Montrer que 7 est un endomorphisme de E. Est-il injectif ?
Q2. Déterminer les réels A et lcs fonctions f vérifiant T(f) = A f.

Question de cours.  Théoréme de la limite centrée.
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Exercice principal S23

Soit 7. € N* el f une fonction de B™ dans R. On dit que f est conveze si ct seulement si
YA 0,1, V(z,y) e (B, fAz+(1-MNy) < M@+ 01 - N
On munit R? de sa structure euclidienne usuelle ot on note (,} son produit scalaire canonique.
1. Question de cours : Développement Jimité d’ordre 1 au point a € R™ pour une fonction f de clagse C* sur
R™.
2. Soit f1 et fo deux fonctions de R™ dans R convexes et o € R.
a) Les fonctions suivanics sont-elles convexes : fy + fa, «cf1, min(fy, fo) ot max(f1, fo) ?
b) Lorsque n = 1 a~i-on fi o fa convexe?
3. Soit § upe fonction convexe et de classe Ot sur R™.
Pour tout (z,h) € {R™)?, s0it gz » Ja fonction de R dans R délinie par 1 gy a(t) = flz +th).
a) Mountrer que g, est convexe sur .
b) Montrer que gs,n est denvabl(. sur B, Exprimer pour tout ¢ € R, qr h(f en fonciion des dérivées partielles
de f.
¢) En déduire que Y{(z,y) € (B*)? , (Vf(x), v —z) < Fly) - fle), ot VF(z) est le gradient de f en 7.
d) Soit ¢ un point critique de f. Montrer que f admet un minimum global au point a.

1. Dans cette question, soil A une matrice syméirique réelle d’ordre 7 et soit f la fonction de R™ dans R définie
. 1
par: f(z) = —(4x z}.

a) Vérifier que f est bien de classc C? sur B™. I\Iontler que : Yo e R", Vf(z)=
b} En déduire que si f est convexe, alors toutes les valeurs propres dc A sont positives.

Exercice sans préparation 523

Yoit X une variable aléatoire délinic sur un espace probabilisé (Q,A, P), vérifiant les conditions suivantes :
s P(X=0)=0;
o PIX>0)=a>0;

_ p—ox Gy o
¢ Pxsq{X<a)= {1 ¢ i:fzg avec a > 0

(7‘] o Pxog(~X <u) = {(lj -t : f 2 g avee b > 0.
1. Délerminer la fonction de répartition de X.
2. lLa variable aléatoire X est-elle & densité?
4. Etablir Fexistence de E(X). Caleuler E(X}.

&Y el O Y ?
(4] ol @ propoe gaduh 9{8 (030‘ CINR LN

® Popx éam dé 30,.1'5 .
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Question 6 HEC 2012-6-S23 |F 1| I. KARDASZEWICZ
a, b sont deux réels strictement positifs. o est réel appartenant a Uintervalle )0, 1.

Soit X une variable aléatoirce définie sur un espacc probabiliffsé ({2, A, P), vérifiant les conditions suivantes :

e P(X=0)=0;
« P(X >0)=

R 1_ — i S." 0
FPagX<a = {17 He20,

1—e™ gu>0

1 o ol 3o . . -
. P{x<o}(—X ‘S.‘r) = { L-e 58L& > 0. Je mettrais plutot P{X@}(—A <z) = { 0 szl

0 siz L0
Q1. Déterminer la fonction de répartition de X.
Q2. La variable aléatoire X cst-elle & & densité?
Q3. Etablir Pexistence de B(X). Calculer E(X).

Question de cours.  Déuveloppement limité d’ordre 1 au point a de R™ pour une fonction numérique f de classe C'
sur R™.

@ (15203, 4x=09, {x< 1) Y Ui Fobce Congly et/ onedls

Moy 42 9x26) AP(K=e 4P (R<0): ¥+0O g PEx<oj. PeA<Co)x 4-X. Dom loawdi ugsr
| nappocnine €€J0,5 L -
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AxsxfA{A>0) = dac P( Mcﬂfﬂxnii = 0.. twa & L0
AXsufdd X0l e AA=0Y . Ray 08 P{{kcrel A (K=o} € P(A=0)=0.

bac P({xgeidassii=o0"

Mow M Xeeis 0 1xcein {x<o))e POLx, -x § N{ACoY) "
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Exercice principal 528

Soit p un paramétre réel inconnu vérifiant 0 < p < L. Pour n € N7, soit X1, Xa,..., X, n variables aléatoires
définies sur un cspace probabilisé (£, A, P), indépendantes et de méme loi de Bernoulli d'espérance p.
_ 1 ks . )
On pose pour tout n € N* : X, = — ZX : on note E(X) Pespérance d’une variable aléatoire X et exp la
n
kel
fonction exponentielle.
1. Question de conrs : Rappeler comment 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de définir & partir de X

un intervalle de confiance de risque o (0 < & < 1) pour le parametre p.

2. Soit f la fonction de B dans R définie par : f{£) = ~pt +In(l — p+ pe').

| =

a) Montrer que f est de classe C? sur R et que sa dérivée seconde vérifie : ¥¢ > 0, f'{t) <

e . t2
b} Montrer & I'aide d'une formule de Taylor que pour tout ¢ = 0, on a: f(¢) < 5

EN

r £2
¢) En déduire que pour toul ¢ = 0 et pour tout &k € [1,n], on a: E{exp(t(Xx — p))) < exp (-g-) .

3.a} Montrer que si S cst unc variable aléatoire discréte finie & valeurs positives et a un réel strictement positif,

ona:P(Sza)< %1

b) A Paide des questions 2.¢) et 3.a), élablir ponr tout couple (¢,€) € (R1)?, Iinégalité :

P(Xn —¥ = E) < exp (_t5+ Sn)

¢) Montrer que pour tout € = 0, on a: P{|X,, — pl = 2) < 2 cxp(—2ne?).

d} En déduire un intorvalle de confiance de risque « pour le parameétre p et comparer sa longueur, lorsque @ est
proche de 0, & celle de Uintervalle de conliance. demandé dans la question 1.

Exercice sans préparation S28

Powr n € N, on considére 'espace euclidien B® muni de son produit scalaire canonique. Soit By ct Bz deux
bases orlhonormées de R”?, On note P = (p; ;) 1<, 5<n la matrice de passage de la base By 4 la base Ba.

1. Exprimer P~1 en fouction de P.

! Z p'i;j

[\<iign

2. Ftablir I'inégalité - < n.
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Question 8 HEC 2012-8-328

Pour n dans N*, on considére l’espace vectoriel euclidicn R™ muni de son produit scalaire canonique, Soit B3, et B,
deux bases orthonormées de R™. On note P = (p; ;) la matrice de passage dc la base By & la base By,

Q1,Exprimer P~ en fonction de P,

2. Etablir Vindgalité

Question de cours,  Soit p un paramétre réel inconnu vérifiant 0 < p < 1. Pouwr n dans N*, soit Xy, Xs, ..., Xp 1
variable aléatoires définies sur un espace probabahse (Q, A, P), indépendantes et de méme loi de Bernoulli d’espérance

p. On pose pour tout n dons N* : X, = Z X

Rappeler comment U'inégalité de Bienaymé- Tchebychev permet de définir o partir de X,,, un intervalle de confiance de
risque & (0 < a < 1) pour le paramétre p.
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Exercice principal S27

L. Question de cours : Ordre de multiplicité d'une racine d'un polynéme.

2. Soit P € C[X] défini par : P(X) = X3 —X? - L.
a) Monlrer que toutes les racines de P sont simples,
b)Y Montrer que P admet une racine réelle, notée b, et deux racines complexes conjuguées, nolées z et 2.

¢) Calculer le produit bzz. Comparer b et |z].

Pour tout » € N*, on note S une partie de 1, n] qui posséde la propriété suivaule 1 sip € &, alors p+let p+2
nlapparticnnent pas & S ; on dit que & est une “partie spéeiale” de [1,7]. Par exemple, Uensemble vide est une
partie spéciale.

3. Pour tout # € N*, on note ¢, ie nombre de parties spéciales de [1,n] et on pose to = 1.
a) Caleuler # | £ el ¢,
b) Moutrer que pour tout n € N, on & : #ys =ty + g

1. Soit ¥ Pensemble des suites réelles (v, )nen définies par : (vo, vy, v2) € E3 et pour tout n € N, v43 = vy +Unr2.
* a) Montrer que V' est un espace vectoriel. ‘
b) Dércrminer la dimension de V' ainsi quiune hase de V.

1 1 1
5) Soit M la matrice de Ma(C) défimiepar : M= | & 2z 2
B 2?2 72

a) Montrer quc la matrice M est inversible.

b) Quelles sont les suifes géométriques de V' 7

¢) Soit @, 3 et  des constantes complexes telles que : pour tout n € N, ab™ + 82”7 - 3" = 0.
Montrer que o = 3 == 0. .

d) En déduire qu’il existe une constante réelle 4 et une constante complexe B vériflant pour tout n € N
tn = AV + B2™ 4+ RZ™.

Exercice sans préparation S27

Soit X une variable aléatoire & densité définje sur un espace probabilisé (22,4, P} telle que X (2} ¢ Rf.

. P 1 . .
1. On suppose que Ia variable aléatoire X + e admel. unc espérance. Montrer que X admet une espérance.

2. La réciproque est-elle vrafe ?

% done @Ble question Y Jjoudiait bom deite wnplacen Rpon G .
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Question 7 HEC 2012-7-827
Soit X une variable & densité définie sur un espace probabilisé {2, A, P) telle que X{)) C R-*.
. 1
Q1. On suppose que la variable aléatoire X + X admet une espérance. Montrer que X admet une cspérance.
Q2. La réciproque est-elle vraie ?

Question de cours.  Ordre de multiplicité d’une racine d’un polyndme.
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Excrcice principal S33

Toules les variahles aléaloires gui interviennent dans Uezercice sont définies sur un espoce probabilisé (Q, A, P).
1, Question de cours : Soit (i, )ner €6 (U nen denx suites de réels striclement positifs.

Rappeler la signification de la relation : v, = o(u,,).

Montrer que si v, = o{uy) el si la série de terme général u,, est convergente, la séric de terme général v, est

+oo e .
aussi et que l'on a : E W =0 E ug |-
k=n r=n

2. Soit @ un réel striclement positil.
= . . . 1
a) Etablir la rclation : e =o{ — |
7
by En déduire Uexistence d’'un réel ¢, et d'une variable aléatoire X, & valcurs dans N* tels que
- - -
YnelN", P(Xo=n])=cqe™™

¢} On suppose que o= 1.
Tdentifier la loi de X, et caleuler pour tout » € N, la probabilité conditionnelle Py, 5o {[X1 2 n+ .

3. On suppose dans cette question que o > 1 et on lui associe X, comme cn 2.h).

a) Ftablir la relation : e~ ()" = p{e™" — e=(n=17),

b} A Paide du résultat de la question 1, établir pour tont n € N*, la relation : P{IXq 2 n+1]) = o P{[X,y = 7n})).
¢) Montrer que nll»1|nr>c P zn([Xez2n+1]) =10

4. On supposc dans cette question que 0 < o < 1 et on lui associe X, comme egn 2.h).

a) Calculer nli*rilwe(“ﬂ]“ (e77" — o= (LY,

b) En déduire EIEOG Pix. znl[Xazn+1]).

s

Exercice sans préparation S33

Soit D la matrice définie par : D = (_01 2)

Délerminer les matrices M € Ma(R) qui vérifient M? — 2M = D.



HEC &0313 § %3 (orrechion dellexercice priuciyal.

@ \7“:0(&,.3,&{%??&&{&: Ww&ma&a?mmﬁ e P‘“k f@njazp&-

Ui Yon
i.éﬁa’@qu 4f YuEdpraol, Ou: & u,
& UmE, o
% Yo
(e (¢, poin b w6 W, >0 Ao DUGHE e g B O
(', pokia W W, >0 ab‘g‘“@t (e Qe —zo -
wto Y,

o ruppe wantog) que G aézae&q,am@é&ag ™ caw.qc.g que & =0lo).

Mty

(Qome. Vv €W, U;?o&@;&o : o ﬁ&(t&tm %ﬁu&aﬁ (VI CM%. catan i‘
bDos Ve, Tu-?_' o e R\.-éz_ e o nChow que Tuzo(ly.

LR Bl

(e Vb v, & 50 1@%%1"'3& Putiie gree o o

Aprtm R
!&"&agqu‘ & w'nite p Qe W o e Aale CE, i-.;,‘i* edh s quu VnefpmT, 0z &4,
é- m éq - . (- 14
Wi oo ° _ ’gﬂ-{{ jo

dareems . 3qeleal, Weélpyral, vy =3 FE j< &. YgEd poll, & <m<£.

Soik m ¢ ﬁ'ﬂ",haf, G< 0&: &xui { Eug ,g&%ﬂﬁ' % ﬁlgtaﬁ.
téi{é&“i)o

4 el s *2: ?y “ ak .
LT TR TS d, OCVUs¢ g ug . Mo acéf_.ifz 14 Ef}; Wi (e w&a.wgﬁm W‘t@
~h 1%

o [Tooof | leTe < ER cel g Vnelgasl, |- ofcE.

L] i’u
Wows aone die modhel e : VEEIL , FGEW, Yl 23 = [T-0f <L
e et T fon Y- .
Fricge S wose . dae Tozo(fl) o _‘E% ﬁiLQQ)
Witiw R | THY PN PR S¥

81 {Qmm&nﬁ‘mgﬁ.&-&i U, CW @a;aa« die. tewme W&aﬂ (U QW?&%

E “ Z u \ b [ LA P
T Eh:(&uu ¢ j -’EM ﬂmt&wgﬁ:ﬂ hat 'Pmﬁd"}w—

Sssemememrm . V\helu, ungog}\r.zo.




b &
o ---\m‘i ? 2 Po 2 .-
Qg\k vuem', we =LL1:_ w i!.‘.. = © Qi (aUudace cm&mﬁ.
e“q. A o &

P . h ) i ] < RS R o 3
(.M%k\*:.-}-@ (d>0) - da, .;Q‘JT co . Mar i (W€" oo
V4o VIO A U e

B & = 0 ';""'ﬁ-} .
N b e

w@&wum w&%wﬁw&gm o e de lone %@«.&aﬂ %

ﬁ
Fooy dy = f:i . Qg0 VM‘W, >0. faog dlas Cy = Z-.
§ 2 o

19 W * o &g dd

& Va aw®, {130

& ta ’iuu“:‘, da bome %&@mﬁ &(ul (@w%a e w‘ue_ do tome %&.M

4
o Eé’m[» C‘E&k = (g Ugsd
ws i wai

Roa §, el b dol d'uw puohakilte’ dwe vanalde diddoce. dicihe Aq 5 ety daw W*

A gpite wn el o & the v calde Mo@e.__x_a%wm W* b que

Y €N, P(Kaz): e

e .- Nchou que Vi, {uizo o é?f‘u_l:i dowe Wanal el
Vuehy, € (0,43 . saci ot parnbiaase da Wibu. que
Vab . {o (01 s - Voo apad@ique catwe dudace. v

-3
fﬁﬂ‘l&. Cy = (Z@ ) . fHeal o

& .
SENY c;a:(/ﬁ:e.‘ ) ( » ’)_ ( “Z() ):(e:"-;:?):(e.'.):“!

mm‘, P(Xy=u)a e "= (e-4) € ~(1--)ee -(ﬁ--){&}} -3 qu-éezo;.c
dizd-(t-t )




»3

Ra K, N}E?m?ﬂuq‘um :_;-d.é Bzitn

ayag—m e oun—.
v

St nEWR, (X, 7wl ZW\: £)- 93- (- é)f (1. &l E (e,

A =

KRizule (-2} (%) Z(&}i 2 3(2) ‘%.;.:- (2] Wdw qua KK fo.

T X:amw}:{é} .

O (Kb N Kanair - P(Xy 3 usy . f"fﬁj" _

{ﬁ 2"‘ ix‘l “H?j: . TRY )
! #C K1z wg Pixany (el

e, Gy 1wl

. r &

o ) Wbi) Al

@ & Soif i ('h+ti“> A% coudro dac ( > e .
4 e nd 5 o (CTYT dec e:..h ' e-'(‘\u»:l >0 .

o
- < - T ¢ - - ", B - 4 -
@ ] -e {k‘}l“ é\;ﬂ,dte h:e (kH' j . @“?l'h“_ i
?ﬁN\dqu.. ($+xj 4 o~ owie dec (e )% T ® ( .,3‘3'“1“”% w W% dxdson
i j <4 w
ko ARt
UL Y L . iﬁ dl o4 00
CTTTL L IR 1AL SRV PRI PN (LTS LY
niTR Wp 0 MHW
g Cod . ~{net)¥
oy G | &fh"]““-a} =te dac e € —— = O
Wi hos U s ﬁ-u‘“ é;wui
b n !
TR ~wii) LR Al C1 2] el
ey €V zo(€ -e ).
Hidopm
: 153 mwzo i W Ul
Podw Vil u,: =0 neGE :
NN
Q‘ e - ‘tde f“ }?

|

'ﬁﬁ?ﬁﬁ&ww&ﬂ@ﬂ Ju dipg ‘i?ib %@&za&ﬁ. heame %&.&d{_ Qe
Cauige . hmid Y ptalen do s %Mmi Vs Chun G-




R-.
| &)

Pwd@éw &ﬁﬁtc&niﬁmgﬂﬁéaﬁ Uy couage |

) o P - ">- %

be s 3Y utW, W o :'f} S Y
4 C\tq‘))O

-l

I 4z +5370 g wawl’, 0= Gle - e

QR Vk““’ W50
. A - ‘ ‘a‘
-(um“ o (e -u“ ,.(“”43 dec Qé(”d ((“( u (ut) ]}‘

# "IH\'N " i

A Uz o,
“Him

Riw d‘a?mq& f_lfe_ -0 2__((" (umaﬁmd[jc?fiﬂ‘qu%ﬂéedﬁ

W e K

§ Gisa. Eﬁ.ua&ivcwg. asn L J. -
Satbweil® i - }: G & -(M) 2_ Gy & - z_ O IER IO I CIE
€u o {:\h fzuts A o
S i _ ?_ ‘ '*(‘"i yop C*e QQ&‘IH]J‘QE;&
Dug= };.{C;« )L i (L et s bl
dzn ¥ S GALS = Jtie
+ a a
X1 Z“éz PRgsujo
f.u |
e ) 5
Ao P..V@_au_ wg j dome P (A purt)= O (A=) -
LR S R
Fucll® (X T W& > e dac P(Aeyin) e
crSub w€lll . Wl que WA 5uj: & WWE  >o dac Wy #) E O
J i‘i& " ‘ @:n
P (&)uﬁli '(i&’lﬁ‘ﬁg‘i‘x‘)hfd, . '(X‘& ‘k(’(i . PC&}}"*!} .
ﬂﬁ?% V(X u) POXcul P(Xa 2 ust) +D(Kazn)
- -- ez vt) o
iy 7 LA wﬂ} - P(xd-hl - COA P{Ruzul> € #0C-
{fﬁ f“? e
' P a7, LI
RN s

w b g‘wi\i‘:m:,ifl 26 G Pth(}/h}ll”O\?(h’-W} doe G ?&&} ‘x'(”“*j?




H y ( P R &g a_ L 3 :
@“efﬂ g4 (€. e ki) j emu ‘-‘i pots {‘&J"uéi&]'-

4

"3 { %
j ﬁ N ‘i‘“‘ (xzﬁ-ﬂi = «-.g_ C& "&ﬁh »-'.".2.'0 .
-~ W k""“ \H*@k

1O e £ 4 R b
Wit ‘%ﬁ ii’“*‘i'h‘} o Kl :? ﬁ !
LR Wit \ ,4“1-0‘ /

e ; ¢ 5y W
M IR 11 T e ~fepn) ) I m n Y &
boe Gm (€ ’ie“ i f G, | t% ~djz €40

W - BLLE
. nX - A R 1
Y by Clsielc a & L o fbe) -ole (Ml]di .
N +RO
L
fowm e Yuel, O (€™ et gy SO
i ‘
L fie. M Kz
- ' , -nfsy »(‘uuidoa €ro
37 Yt U o | /
* £ - (u; T
o We- bidro & VW, O 9“ >0 dec Vu&lw O, 90 *
- hl“‘ ) i

& mec&eww %ﬁw«.&ﬁ Uy Chage (VeeW, U,z @

1 W 2__ ng,i é’ﬁumiied‘facw @&z%,@me&m
m;dm wlag L“ g H?&( ~. . G %‘w& e

Foe
Eg‘& z ( -!¢u] i - & ol (Ot Wt é M@gﬁa Ul < @Q?WM
UERY fsn
. Rl Mi‘d . K . 'iw ~'§g_
é&kw @* ”:0{5-» &‘ l; &bc @" 20[ & }a
LAY 1? wi
W tao w4t
o -ig“ ¢ ;t;m o Eq §
Mae PiXizhi= Ca @ :Q\L, b &
Whis Kt
+ in )
Uagenyz 0 { I Pxsblj. dac  PlXaznjz 0 LP(X, o
WH $a f&‘.iﬂ‘l Wl § oo
Vhtrﬁl f (('&,,),\m- PCikudut DAY uur - PAG W) - P&t .
Aon PR 3w} P{Kz N P(Ken) 4 P(Xepuri

L iraymi 0.



$6

eew®, 0, (Xud wmi:

Py

™ P (K =4} -

W T WA —
-

L L 16 APRYY

Mia W P
Wbt ix‘),‘&$

4

Flkazn) +i
M Xeyrdt)

B {CPITIFTY

o W P(XKetzulcz 0(’(1(.(?,“-!)}'
LEu R (™

(Xg}’iﬂﬂ = 4.




JF.C. 0.2012p. 9

Question 9 HEC 2012-9-S33

Soit D une matrice définie par: D = (_01 2)

Déterminer les matrices M de Mo(R) qui vérifient M? — 2M = D.

Question de cours.  Soient (i, )nen €t (Un)nen deus suites de réels strictement positifs. Rappeler la signification de
la relation vy, = o(uy).

Montrer que st vp = 0(uy,) et sé lo série de temze général w,, est convergente, la série de terme général vy, Uest et que

“+oc0
Pon a: Z”‘_O(Z uk>.

k= k=n
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HEC 2014 S 34

Exercice principal S34

1. Question de cours : Donner deux conditions suffisantes de diagonalisabililé d’une matrice de M, (IR).
Dans leg deux cas, préciser les propriétés des sous-espaces propres.

@
Daus tout l'exercice, on associc 4 tout vecteur % = {x, 9, z) € R?, la matrice-colonne U = |
z
- b a
On considere des réels a, b et ¢ strictement positifs et la mattice A= | & —¢ ¢
« ¢ —a

2. Montrer que 'application p défuie sur ’R? x B3, & valours réelles, telle que p{u, v} = *UAV est une forme
bilindaire symétrique.

3.a) Soit v = (1,0,0) et v = (1,1,1). Déterminer les signes de {u,u) et w(v, v) respectivement.
L’application ¢ est-elle un produit scalaire sur B® ?

b) Montrer que A admet une valeur propre strictement positive et unc valeur propre strictement négative.
{ot ne cherchera pas & les caleuler)

4. Soit f la fonction de B? dans R définie par @ f(2,9,2) = xe¥ +ye” + ze®.

a) Montrer qu’un point critique (Z,%, %) de f vérific les conditions 1 Z7zZ=—-1, T< 0,7 <0 et Z < 0.

Donner un point critique de f.

b} Justifier existence du développement limité a ordre 2 de f en un point critigie, et écrire ce développement..

¢) La fonction f admet-elle nn extremum Jocal ?

. Exercice sans préparation 534

Soit X une variable aléaloire définie sur un espace probabilisé (€, A, P),' suivant la lol de Poisson de parametre
A= 0.

L.a) Montrer que pour tout entier 2> A — Liona: P{IX 2 n) < P(X =n) X
b} En déduire que P{(X =n) ~ P(X =nq).
=400

2. Montrer que P(X > n) = o{ P(X = n)) lorsque n tend vers +oo.

10
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Question 10 HEC 2012-10-534

Soit X une variable aléatoire défine sur un espace probabilisé (92, A, PP), suivant la loi de Poisson de paramétre A,

. . . . n+1
Q1. a) Montrer que pour tout entier n strictement supérieur 4 A — 1, ona: P(X 2 n) £ P(X =n) %
T -

b) En déduire que P(X 2n) ~ P(X =n).

n—Tx

Q2. Montrer que P(X > n} = o (P(X = n)) lorsque n tend vers +o00.

Question de cours.  Donner deuz conditions suffisantes de diagonalisibilité d'une matrice de My (IR). Dans les deus
cas, préciser les propriétés des sous-espaces propres .
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Exercice principal S36

1. Queslion de cours : Continuilé d'une fonction réelle d'unc variable réelle.

n —

1
et u, €]0,7/2].

2. On définit la suite (2, )pen+ par @ pour tout n € N*, cos{u,,) =

a) Montrer que la suitc {7, }yen- est convergente et déterminer sa limite.

:]

by Délerminer une constante réelle C telle que u,, ~ — lorsque n tend vers +o¢.
1 7 \/ﬁ 1

3. On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et exp la fonction exponentielle.
2 .

. S i ! x

Soit f la [oneclion définie sar R! par : f(z) = cxp (—2—) (1—®()).

22
a) On pose pour tout z > 0 : f(z) =1 — $(z} — exp (—’l;—) Déterminer le signe de #(z}.

1
V2T

b) Calcwler f(0). Montrer que f est décroissante ct bornée sur R™.

400
4.a) Etablir la convergence de 'intégrale / ——2— dz ot calenler cette inlégrale. En déduire la convergence
A0 .

2% 4 u2
—o
. U J & .
de Uintégrale / —w‘f(—) dz ; on uote I, cetle intégrale.
0

x? + ul
i U'n(f(m) - f(O)}

22+ ul

b) On pose pour tout n € N* : K, = /

Ty
Montrer que la suite (K, ), ene cst convergente et a pour limite 0.

¢) Ln déduire la convergence ct la limite de la suite (7, )nen«-

Excrcice sans préparation S36

Soit n € N* et 4 ¢ M, (R).
1. Etablir lexistence d’un polynéme non nul P € RIX] tel que P(A) = 0.
2. On suppose que la matrice 4 est inversible. Montrer que A™! s’écrit comme un polyndme en A.

11
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Question 11 HEC 2012-11-S36

n apparticnt & N* ot 4 cst une matrice de M, (R},

Q1. Litablir Pexistence d’un polynéme non nul P de R[X] tel que P(4) = Ont,(my-

Q2. On suppose quc la matrice A cst inversible. Montrer que A~ s’écrit comme un polyndme en A.

Question de cours.  Continuité dwne fonction réelle d’une varieble réelle.

N

5 BENGR 2w (3, ARG A abue funitile de wthd GoneT da.
Nu (@1 €de at dae ek -
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HEC &04% S 40C

Exercice principal S40

1. Question de cours : Comparaison de sérics & termes positifs.
2+ 2

45 e

Soit (w4, )nen la suite réelle définie par : ug =1 et VR eEN, vupp1 =
T

2. Ferire une fonction Pascal ayant pour argument un entier » et renvoyansy E U

k=0
‘ (n -+ 1),
3. Soit @ € R. On pose pour tout n € N¥, vy, = i—-—#
¥y
a} Rappeler le dévcloppement limité & 'ordre deux au voisinage de 0 de z — In(1 + 2).

5

1
Montrer que Inw, = (e +1)1n (1 + —) —In (l +—).
7 2n

Pour quelle valeur ag du réel o la séric de terme général ln e, est-elle convergente ?
n
b} Expliciter E 1nwg sans signe Z, et on déduire qu'il existe un réel strictement positif C tel que wy, ~ e
k=1 ,
lorsque 7 tend vers +oc. Qu'en déduit-on pour la série E Un T

7t ’
¢} Justifier existenee dnu réel strictement positif D (indépendant de n) tel que ¥n € N, Z kug < D x vn.

o ontl n+1 ” uk_()
4.a) Titablir pour tout cntier naturel », la relation : 2 Z kuy + 3 Z"’k =2 Z kuy, + 2 Z U
k=1 k=1 k=D k=0
o
b) En déduire la valeur de Z Uy
7. =(t

Exercice sans préparation S40

On considere une variable aléatoire X délinic sur un espace probabilisé (Q, A, P), qui suit Ja loi uniforme sur
le segment [0, 1.

Déterminer toutes les fonctions g continues ct strictement monotones de |0, 1[ sur g(]0, 1[) telles que la variable
aléatoire réelle Y = g{X) suive la loi exponentielle de parameétre 1.

13
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Question 13 HEC 2012-13-540
On considére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (2, A, P) qui suit la loi uniforme sur ]0,1[.

Déterminer toutes les fonctions g continues et strictement monotones de 0, 1[ sur g(]0, 1)) tell@jque la variable aléatoire
Y = g(X) suive la loi exponenticlle de parametre 1.

Question de cours.  Comparaison des séries ¢ termes positifs.
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Exercice principal 542

1. Question dc cours ; Définition de la covariance et du coefficient de corrélation linéaire px vy de deux variables
aléatoires discréles X et Y, prenant chacuue an moins deux valeurs avec une probabilité strictement positive.
Indiquer dans quels cas px y vaut 1 ou —1.

Dans tout Pegercice, n désigne un entier supérieur ou égal & 2.

e T T ]
S N3
- =3

2. Pour v € R, soit M,. la matrice de M, (R) définic par : M, =

ror o e 1

a) Mountrer que (1 — 7} est une valeur propre de M, et déierminer la dimension du sous-espace propre associé,
b) Trouver une matrice diagonale semblable & M. o
c) Pour quelles valeurs de v, Fapplication (i, ¥} — "X M, Y cst-elle un produit scalaire sur R* ? (X et ¥V désignent
les matrices-colonnes dont les composantes sont celles des vecteurs o et y dans la base canonique de K™}
3801t Z1, Zy, -+, Zy, 1t variables aléaloires discrétes définics sur un espace probabilisé (9 A, P), indépendantcs

1 K
el possédant toutes une variance égale & 1. On pose : Z = — ZZ”"'

n .

R=1

a) Calculer pour tout « € &, la variance V(2 + aZ) et la covariauce Cov(Zy + aZ, Zs + o Z).
b} Montrer gue pour tout o € R, il existe un réel ¢, tel que la matrice de variance-covariance du vecteur
aléatoire (ca(Zl +aZ), - eulZy +oZ )) soit. égale & une matrice M, délinie dans la question 2.

4. Déduire des résultats précédents que M, est la matrice de variance-covariance d’un vecteur aléatoire discrel

st et seulement séon 4 : 1 <r<l.
—n

Exercice sans préparation S42

n ;
. £
Soit @ € R™. Pour tout n € N*, on pose : u,, = | ‘ (l _2,'>
T
=1

1. Montrer que si o = 2, la suite (tn)nens st divergente.

2. Montrer que si 0 £ o < 1, la suite (wy, Jper+« converge vers 1.

14
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Question 14 HEC 2012-14-542
. n Lo
a est un réel positif ou nul. Pour tout » dans N* on pose : u, = H (1 + —)

Q1. Montrer que si & = 2 la suite (uy),en- est divergente.
Q2. Montrer que ¢1 0 € @ < 1 la suite {4, )nen= converge vers 1.

QQuestion de cours.  Définition de la covariance et du coefficient de corrélation px v de deux wariables aléatoires
discrétes X et Y, prenant chacune au moins dewx voleurs avec wune probabilité sirictement positive. Indiquer dans
guels cas pxy vaut 1 oy —1
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Excrcice principal S8

1. Quesiion de cours : Délinition et propriétés des fonctions indicatrices des parties d'un ensernble.
Pour toute partic A C N, on note 14 la fonction indicatrice de A et A le complémentaire de A dans N.

14(k)z"
2.a) Montrer que pour iout réel z > 0, la séric de terme général #r):c
40 A vl
y L 14(k)2
On pose alors : §,(4) = E 0

=0}

est convergente.

h) On suppose que A T B. Comparer Sg(A) el Sp(B).
c) On supposc que AN B = §. Exprimer S;{4A U B) en fonction de S;(A) ot S,(B).
d) Calculer S,.(), S,(N) et pour tout p € N, Sp{{p}).

3. On suppose désormais que 2 €]0,1n2[.
o B
a) Etablir pour tout 7 € N, Uindgalité stricte : Z % <
k=m4 1
b) Soit A et B deux parties de N telles que AN B = .
Montrer que si A n'cst pas vide et si le plus petit élément v de AU B appartient & A, alors :

T

z
ml’

xm

S.(B} <
=(B) )

En déduire que si Sp(A4) = S,(B), alors : A= DB =0.

¢} Montrer que Vapplication 4 — S;(A) est injective.

< Sa(A)

Exercice sans préparation S8

Soit (I, )ner une suitc de variables aléatoires indépendantes, délinies sur e méme espace probabilisé {2, A, P)

et de méme loi uniforme suar |0, 1].
n

On pose pour tout n € N* : X, = H Uilfn ot Yy, = (eX,)V™

i=1
Montrer que Ia suite de variables aléatoires (hl(y'“)]w.em- converge cn lol vers une variable aléatoire dont on
préciscra la loi.
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Question 1 HEC 2012-1-57

Soit (Uy)nen» une suite de variables aléatoires indépendantes, délinies sur le méme espace probabilisé (Q, A4, P) ct de

méme loi uniforme sur ]0, 1].
.
i o 1 a
On pose pour tout n dans N*: X, = H UretY, =(eX T?,)\/’_‘.
i=1
Montrer que la suite de variables aléatoires (ln Yﬂ,)n ene COLVEIgE on loi vers une variable aléatoire dont on précisera
la loi.

Question de cours.  Définition el proppriélés des fonctions indicatrices des poartics d’un ensemble.
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Exercice principal S9

1. Question de cours : Sommes dec Riemann.

Soil 7 un cntier supéricur ou égal & 2. Une urnc contient des boules numérotées de 1 & n; on effectue dans
cette urnc des tirages aléaloires successifs d'une boule avec remise. On note Xy, X, ..., les numéros successifs
oblenus et on suppose que celtc expérience esl modélisée par un cspace probabilisé (Q, A, P).
On note Y le rang du premier tirage pour lequel le numéro de la houle tirée cst supérieur ou égal & X, sous
réserve quiun tel numdéro existe.
2. Pour tout entier k 2 2, on pose : B = [Xi < X|].
a) Lin utilisant la formule des probabilités totales, calculer P[Bo M By N ... By).

+oc
b) Montrer que P ﬂ By =0.

k=2
¢} Que peut-on dire de Vensemble des éléments w de 2 pour lesquels Y {w) existe ¥ On admet désornals que cet
enscible est confondu avec €2

n—=71 m—1
3.a) Montrer que pour tout entier m 2 1, ona: PiY = m+1i = — (1 - —) (—) .
1
b) Montrer que Y adiuet, nue espérance £(Y") donnée par : B(Y) =1+ Z =,

4. On ne considére plus Pentier n fixé el on note désormais ¥ ) la variable aléatoire notée précédemment Y.

a) Calenler potr tout entier m = 1, lim P[Y™ =m +1).

Ti— o

) En déduire que la suite (Y™),,51 converge cn loi vers une variable aléatoire discréle qui n’a pas d’espérance.

- L\')'i'

.

.

Exercice sans préparation S9

Soit » un entier supérieur ou égal & 2. Soit U = (a1, az,...,0,) € K" avec K = R ou €. On supposc que ¢y # 0
et o, # 0.

0 0 0 [£5]

On pose : A= : . . . :
o 0 .. 0 Uy
] 1%} PR ¢ S | Qyy

1. On suppose que K = . Justifier que A4 est diagonalisable. Calculer les valeurs propres de A.

2. On suppose gne K = €, Montrer que A u'est pas nécessairement diagonalisable.
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Question 2 HEC 2012-2-S9 |F 1|
Soit n un entier supérieur ou égal & 3. Soit U = (a), a3,...,¢,) un élément de K* (K = R ou C).
o o0 - 0 ay
o 0 - 0 az
On suppose @y # 0 et a, #0. Onpose 4 =] 1 : :
0o 0 v 0  ap
@1 @2 ot Qp-1 gy

Q1. On suppose que K = R, Jusiificr que A est diagonalisable. Calculer les valeurs propres de A
Q2. On suppose que K = C. Montrer que A n’cst pas nécessairement diagonalisable.

Question de cours.  Sommes de Riemann.
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HEC 2012 S§3i3 Correchiow de Vexercice princi yal

Exercice principal S12

L. Question de cours : Définition et propriétés de la fonction de répartition d'une vartable aléaloire 3 densité.

Soit X une variable aléatoire qui suit 1z loi normale centrde réduite de densité f définie pour tout © € R par

1 2 e
——¢c""" /%, et de fonction de répartition ®.

2. Montrer que X admel des moments de tous ordres el établir pour tout entier naturel n, la formule :
0 si 7 est irnapair

E(X")=q @0 o o st omir (o e
{ "ol sin = 2p ost pair (p € N)

+2 :
3.a) Moutrer que pour tout o > 0, lintégrale / zf(z)®(ax)dr est copvergente. On note alors pour tout
| e ¢
a>0: Fla) = ] zf(x)®{az)dz.
0 :
b} Exprimer pour tout a > 0, IF{a)} en fonction de a.

4. Soit ¢ un réel strictement positif fixé. Ou définit 1a fonction g sur' R par g{x) = 2f(2)®{az).
a) Vérifier que g peut &tre considérée comme une densité de probabilité d’une variable aléatoire V.

b) Calcoler E(Y?) et exprimer la variance V(¥) en fonction de a.

Exercice sans préparation S12

Soit E({,)) un espace cuclidien ct soit f un endomorphisme syméirique de E. On suppose I'existence d’une
constante réelle & = 0 telle que Ve € F, || f(z) |=a | « |-
Montrer que f2 = o? idpg.
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Question 3 HEC 2012-3-S12 C. GRASSET

f est un endomorphisme symétrique d’un espace vectoricl cuclidien (£, < .. >).

On suppose Pexistence d'une constante réelle a positive ou nulle telle que Vz € E, ||f(z)|| = ¢||z].
Montrer que f? = o? Idg.

Question de cours  Définition et propriétés de lo fonction de répartition d'une variable aléatoire & densité.

i J & r b
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Exercice principal S16

1. Question de conrs : Loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes, dans le cas oi les deux
variables sont 4 valeurs dans N et dans le cas oft clles possédent une densité.

9. Soit ¥ ob Z deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, P} qui
siivent respectivement la loi expounentielle de parametre A > 0 {despérance 1/} et la loi exponentielle de
parameire y > 0 (d'espérance 1/p).

4) Donner une densité de =Y

b) On pose D = Z — Y. Donner une densité de D.

c) Caleuler P(Y < Z).

Pour 7 entier supéricur ou égal 3 2, soit Xy, Xa, ..., Xy, n variables aléatoires indépendantes définies sur le méme
cspace probabilisé (Q, A, P), strictement positives ot telles que pour tout & € [, n], X suit la loi exponentielle
de parametre ¢ > 0.

3. On pose : U = inf(X;, X,..., Xn)-

a) ldentifier la loi de U.

b) Soit j un ontier domné de |1, n]. En utilisant la variable aléatoire Z; = rllinﬁ' . X;, calenler P{U = X}
' 4G Ll <4

c} La variable aléaloire X; — U est-elle 5 densité ? discrdte 7

_ . 1 80X,
4. On pose : V = sup(X1, X2,..., X5 et pour tout § € [L,n] X = i In(l—e 90Xy,

a) Montrer que les variables aléatoives X{, X3, ..., X, sont indépendantes el suivent chacunc la méme loi que
les vartables aléatoires X;.
. . 1
b) En déduire que pour tout i € [1,7] : P(V = X;) = —.
n

Exercice sans préparation S16

Soit n € N et P, le polyndme de C,[ X défini par Po(X)} = X"+ 1.
Pour quelles valeurs de n, P, est-il divisible par X247
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Question 4 HEC 2012-4-S16 P. KONIECZNY
n € [2,4+oc[. On considére le polynéme 2, de C,[X] défini par P, = X™ + 1.
Pour quelles valeurs de n, P, est-il divisible par X2 +17

Question de cours. Loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes, dans le cas ot les deuz variables
sont ¢ valeurs duans N et dans le cas ot elles possédent une densité.
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