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Sujet S 1163 - Exercice

1} Question de cours : Rappeler la définition de la continuité en un point d'une fonction de
R"” dans R (n = 2). Donner un exemple d’une fonction non continue sur R?,

Soit f une fonction de R dans R de classe C!. On définit la fonction g de R? dans R par:

¥
Vix,yeR% gx,y) = “j,“ff;f‘ fnyde si x#y

2; Exemple.
Dans cette question seulement, on suppose que f est définie par: Vx e R, f(x) =
Déterminer la fonction g correspondante et montrer que g adimet un minimum global
sur R?. :

3) Soit D= {(x,y) € R? / x # y}. Montrer que g est de classe C' sur D et calculer ses dérivées
partielles du premier ordre sur D.

4} Soit a € R. Montrer que g admet des dérivées partielles du premier ordre en (a, aj et les
exprimer en fonction de f'(@), ou f’ désigne la dérivée de f.

5y SoitaeRet(x,y)€D.
a} Montrer que:

) dt

og _og _
ax(ny’) ax(ara) - (

gg (x,y)— (a a)

segment d’extrémités x et y.

b} En déduire que :

—2~sup{| f{6) - (@], teS} ou S désigne le
& Déduire des questions précédentes que g est de classe C! sur R?,

Sujet 8 1163 - Exercice sans préparation

Un joueur effectue une suite de lancers indépendants d’une piéce qui donne Pile avec la
probabilité p et Face avec la probabilité g =1 - p, p €10, 1[.

On modélise 'expérience par un espace probabilisé {Q2, o/, P). On définit Ia variable aléatoire
N égale au rang d’apparition du premier Pile s'il existe et égale a 0 si Pile n'apparait Jamals
On définit une variable aléatoire X de la fagon suivante :

SiN = n > 0, le joueur dispose dans une urne # boules numérotées de 1 a »; Il tire une boule
de cette urne et X prend comme valeur [e numéro de la boule tirée; '
SiN=0,onposeX=0.

1} Pourtout k de N*, exprimer P (X = k) sous forme de somme.

g M
2} Montrer que, pour tout ke N*,PX = k) = P tim (¥ t"‘l)dr.
qM»-’+oo 0 =k
M

9 ¢
3 Etudier la limite de f T_Ed t lorsque M tend vers +oo. Déterminer P(X = 1).
b 1-—



R
Corvection de U'exevcite A
?

. fetuse faclion de 1€" dam IR. A€ Dg.

fatesdiue & B M i {00- fia).
X+ B

Qﬁ\‘cﬁﬁua A m VEGIR:, ey, wXEDg, Nx-aildy F1{@ar-{mi<E.

o 0w VOUieRy Jlvy)- 1 _5%5: K (rylF (00)

o A Qe y) = {0,0)

Supour que fet chiuz & R=to,n). fx::“& H{OPTES{LYEE

Poom HHEIR, with=tebvigat.

W wikls Ga vtt) <o, Al : . Jlute =
o = pox conpaine, éii;. et vt = .
: )

o e &(um,utﬂ) SN &(\,H: w Lo )
Eho ér o b FHY L

Bnaupe. . Oogloy . wloyaade Gk o Azo,0)Bocutat pas peda abds pas
T pats frecd @ qe

coddulde a B .
Q¢ Se(h},g)em"'. o
i . 1.0 = ¢3 3%} t ‘
Seoporod ¥e . gooals e | Gurdrs 2 [Tetab o L TR0 2 aloegry
o oy g ot g [0 TR g

l -
) :&(\!I-;‘(L:.~ ig (t“'*tgjz‘l; ,3.‘. (et wy 4..3: )

S K=Y %‘m

Viey) € IRY a(h,c&i:j(thuargq.
ot u eolioum tocad o ue ouct A de 1, T{(B)Op

.j‘.(Zu tyghse - % §=-2u

gt ae Som B Coned 1F5. 8 Y
e, duoue e frowh w\w de g ;) .
doit Kfc":‘i}eml. V%U&I:Om <« %Uﬂ:dj tXl:u@i
\7%0&]:0@; < XYz 0 =to,0) &t o sl \'0‘:-* ol e g

o-u-$re=-Ie

-)‘-(tl-l.tﬂ:u._

’ ¢ r
VA g ) € 1RY, 4K -4 0) :j(wugujtj: T (Lm;_i--‘&"s—g'*);‘g‘. (‘(\u_}j% 3‘)30-

A iR ttu.L (LCM.J'O &

¥ Xe |R"’ 3(;;) 7,&(0). o dnY Um w:a\u:u. ¢

alfend otz aeud Q(ﬂ:i' U (d0) .




oL

Q Jort F e v
Q Yo e cle Jre R, Farde dane B 1K vov, 41 €D, aluy): .f_‘_‘i’;"l)
(vylsn o (by) t&m}rd.t dane G MY o Feboe dane 8'awik.

Cfompadtien (eylo Fle) e Gugl> Foylaat dadiane 6/ IR®
Ptudxﬁéw.c Gyl = Feyl-Fle) ab de dese 8w, 0! dae pu 0.

(tyl= qf;j- atde Gowe 8'au O ome {eili wekowelle .

Per ‘n.od.u.:b Gyl Fyr-Fow et de Same ‘Gﬂ,uu G.

L‘-%&
G VoY) €D, guayls mhjadcna&; FUEF | o of de dawe Bk D,
g e Y -
' N )
Sortergr€ b, %%(“-ﬂl=-(§:“;_("‘":ll~f~‘(w)rg{3 ( _S‘“)).
Vigyied, Qﬂ.(u,gl- j‘ﬁmdi\ LV
5-}0.

¥, UI€D, _sm 1o (Fla)- Flep) 4 Ao S8 = - 1dt _xi_a_.
5y Y (}1&}"’ Hi-Fue) - Sy (3 j,fu x

A ——
er—d

@ a) Soita € R, taoe A= (aa).
VeelR, QA (x)- 3(: ). | u- !aj f@'!d\"m\t:}-a
’Kmmt G

& (e} -%
%a A K-G
NeEik-Aob ; 13 — ¥} - G = ! {F(h[»F(Q‘-(K*&'&FG}}
G K- _ (-« it

Fabde done € mun R dec

Flel = Flots teu) Pl ¢ (u-adt £1a) ¥ 0 ((e-cpt}
W G >3

g, F@-F@j-(u-0) Flal - (_..___“:-'"“ £

mﬁd - 0

Y Q -
i { -}t

O Ane ( . [ Fle)-Fla)-(va) Flia)} - 2 F”(o,);
(u ‘\L l

| {21



, () - (a)
o tn 48 () ny . ORI ORI LTI, Flal: §’(a,.
Xt € S wee (ol

Ray, ;)E(Alemicdmui‘ &(al

VaciR, 3.(s,a) ¢oile et vuuty (Ga).

PeNgme Ya€lR, 99 : - 1
. F‘a..(a,a) e;oqke\‘umj‘-c-'- (e .

5) g} Soita € R o (x,y)€D -

b
___ﬁ, = at- r';{tv-) . ") s - \_ &mdi (Y-e) a(ui-..qr(a)ts ;,él
(4, 4)- A(a Q) = j {t&) = 58 n “'l jn

(‘A"‘\

Ew u.'tzera..i' v qadin o deReSt -

" 4
s \ 0T tgat e
j (g~t)[\§'(()~&/(o) jdt = jl:j -t i de i!(@\ltg 14t = lq-tla(t)l;ju(-ém)4(--8 (o)[-.‘lz._l‘

£lg-t)q'(kl-df(o)\ dt- -Uj-u]é(ﬂ +j dee- l.ﬂ-zﬂ g(a)

M )t = Lot - ﬁ?"&’“' -

1

Bown

by Juit a€lRelr ey €0 -

d ate ot L tgea g te)) At 1.
\b_g(u,q}_g.}m )z s ‘-i*lz 5 g-4 (¢ -4

i X<} \gﬁmm .,i(a,o)\ﬂg“"j (y- -0y jglter G\ dt
t.}o_pl(‘@ Cr 33
vy ;m\j (ciﬁg).df teu 2y -
'3

2% 39 e 6y\ & —— Tlay WH
\W(“r"” on (0;6)\ (Y- u]l {’fﬁr‘j}

o Jlgoat o[- ot - tgelt



| R.. | oh
: J / 3

| Moy \_ge..(u,tj}_ gg,(a‘q)\ K4 ( ;,t Ry H’(ﬂ-& @) (-H.i,ﬂ ;1! Rex Ia"(ﬂ-&'(a;l

| 377 e luy €€B,y)

!L&“ t>g

| l_ﬁtu3\ _j(a,o.)\ -——-w“j(g t-l(ja] Jeydels .g..... ljﬁ(g-e\(f (+)- &fﬁl)dt-‘

ﬂaxlg’(n-@‘mlj {g-eh 8% can Y.
| 3 v b flat et ¢ 2—
\%%(h‘%‘”:}%—“"‘“ ¢ 4yt Y jg 3 f Ly -t (‘Gfa‘u]

by ol
; (e--g)dé ¢ 2 g lflter-fiel
| 10y 3 I ) ~ Nay lx (¢l- (6)‘ L o
5 \?C("‘q"“;i‘% @l < Y- €€ty 21 L 4 tedyul

Yo {1 (eypt L—ul‘.
T e

). _).me.)| & 7 Rep \§'cel- ffa}l o toud a € (B <t
eec?f?;;

dows @ derya o= |52 0oy

Yo ek (v, 4} €D

A

&
UTPRT TR A ojmae._(‘pe &Mmrmu&u; & poon @ € R r (vy)€ R DL
. L !
Rlos oy & |12 uy) - 24 (0,0)\=17 {l)- {fell= 2 160 e

HAzme- Qe 3 \E'(\el &(6;\ “Z‘ naf)u"(uwf’(a,\ a ==4.

6(("(‘1]

|
. © v oy | {lei-{at
Facdongy Veek, Vogrew’, |8 ey Bwa |2 @E’ﬁ;s {tal
"Ij

Gevone NG ER, ¥ley) €1RY, \gﬁ(v,:]]_ﬁ(u‘a)\Sé na)c \&(El X(GJ\
. %% éechy)

o KVDI\'P e
Qel 19 Ny uyan su que a&\'d:ﬁlm 8 me Q'WD

& Nouason gu Qe Yo teed o A# D, _ﬁ.(mt\'_g.(m-efc&*aé.

Newte Wy gqu 'S wohe ke cBadte de 33 ek 39 wun pnu\'(h o .
EY 3



Soit A=(2,0) @ IR*\D. Rotiow que 24 ebcdicus a M.
ol

29 a1= Yot XK cowiod dace e wmcha s _a.(lw) (0) O Gt
o._u..(&l & Q . thwn-)h = 3

B (2 (g-§0)z0. SlapE g5y vour dita i @ reelhet :ﬂfa_%‘rde_

(e 1o te,q) de

wake. que Qe ok H{-{@l =0 . nitosedulicd o WRlhadk ta
Qo pl4t9,6) fef;:;]

d%&ih‘o\ ... fa cok Ll de j'& a .
Soitéany  topyedou que Vewg el max(iuyivl) & ol

feteatiuwe da Ak eny VIER g-ol 53 Q- (<&

dait twy)ee? of e L lwy)-AN<Y, . Mas L 0e-a,4-) W <

ARGy  flop (Meel, 1y-al & Wl y-c)it <i - |

LYV bl < i *ngiﬂt . Soik ¢¢ L\.‘s]]

Suppans XLy . X LE Ly o wea s €ee <q-e ~lueal SE-esl-al (O
X-t3 - Te-eleh Yoo ty-el). Auug s <-leel g e iyl < h -

Pue it (IL
Supparcy x> Y - En JM%M.J " d’eﬁ A0 ca p.é«.}:chz o &R&\‘&.ca:. 1¢-Gldy .

G <
Ao ¥ ETv g , 1t-al(y dac VEE Lu?»qj , (fce}-‘g”(c,\(é.

Atos ; Vlox \;{ce) wai \ = ﬁax i& (el - a,i < & .
FEU,:,) £€T h,) 3

Véélk; ,?iltfqu ’%‘(u q)em oo,y ) Coapil < g = i :tt«;f“'{“” ‘ ¢ €

boc ﬂ&x if(tb@’(e,l(_{- 0. fob e dugned na ﬁ(u,-f;&(«: ﬁwo)

(%y)iq, “ttu,j‘] (Myha(e, o) ok

Aos -:;3 eb clriue & (6, ¢) ereed pow beude €16 . xgﬂw&@u yous 29
e

*4

Fuodemed 21 o ?%Adm ok e G'Al-lti?%
e




PG

Nl 0w quie 0 ot ax ouwd de R
0= how,y) 1R z¢a§, O=dlnglemt] 2=yt= 4 (’f.‘j)flk‘('w—‘é:—.oﬁ.
tmou Yoo g €RE Wiyl Xy D= (4o}).
Rk we opéoiion e da Rédams IR (¢ &*p&‘mmtoﬂﬁ
Comme. Loful fovme’ de IR, "(mj@\-mw de (R
Apme © wu«%«m& R¢ dae D at usduxhd de ],




R* | JRC. pi

Question 5 HEC 2011 S 1163

Un joueur elfeciuc une suite de lancers indépendants d’unc pitee qui donne Pile avee la probabilité p et face avec la
probabilité ¢ = 1 —p, p €]0,1[.

On modélise Vexpérience par un espace probabilisé (2,4, P}). On définit la variable aléatoire N égale au rang
d’apparition du premier Pile s'il cxiste et égale 4 0 si Pile n’apparalt jamals

On définit unc variable aléatoire X de la facon suivante :

51 N prend la valeur 0, X prend la valonr 0.

Si n appartient & N* et s1 NV prend la valewr n, le joucur dispose dans une urne n boules numéroiées de 1 & n ; il tire
une boule de cette urne et X prend la valcur de la boule tirée.

Q1. Pour tout & dans N*, exprimer P{(X = k) sous forme de somme.

)2. Montrer tout & dans N©, P(X = k) =2 1 =1
Q ontrer que pour tou ang P(X ) = . T /0 Z

} 4 f’ﬂf )
Q3 Etudier la limite de / ﬁ dt lorsque M tend vers +20. Déterminer P(X = 1).
¢

Cours Rappeler la définition de la continuité en un point d*uwne fonction de R™ dans R fn 2 2). Donner un ezemple
d'une fonction continue sur B2,
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Question 7 HEC 2011 S 304

Dans cet excrcice E désigne un espace vectorie! sur K et p, . sont deux entiers strictement positifs,

QL. Soit (e1,€2,...,ep) une famille libre de vecteurs de E ¢t @ un vecteur de E.

Caractériser @@le justifiant le fait que (eq, eq, .. ., ¢,, 2) soit lide.

Q2. Soit. (71,22,...,2y,) une famille de vecteurs de £ supposés non tous nuls.

On note A = {J C [1,n] | (z;}ics cst libre}.

Soit, Jy un élément de A de cardinal maximal. Que peut-on dire de (i;);eg, vis & vis de Vect(zy,x2,... 20} 7

Q3. Soit (@1,%2,...,2,) une famille de vecteurs de E ot 7 le rang de cette [amille. On en extrait une famille de »'
vecteurs et on note v’ le rang de cette famille extraite. Montrer que n —7 2 nf — ¢/

Cours X est une variable aléatoive. Rappeler lo définition de la fonction de répartition de X et en donner les

principales propriéfés.
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REC 203 S io®

Sujet S 108 - Exercice

Dans I'exercice toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace proba-
bilisé (Q, 7, P) et a valeurs réelles.
1} Soit X une variable aléatoire.
a) Rappeler la définition de la fonction de répartition F de X et en donner des propriétés.
b) Dans cette sous-question, on suppose que X est a densité. Montrer que F réalise une
bijection de R sur 10, 1[ si et seulement si F est strictement croissante.
¢) Soit Y une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Soit X définie sur 3 par :

Y{wl+1, siY(w)<-1;
X(w)y=4% 0, si-1gY(w)<1;
Y{w)—1, si¥Y{w)>1.

Montrer que X est une variable aléatoire, et représenter sa fonction de répartition. Quel
commentaire peut-on faire ?
Dans la suite de 'exercice X désigne une variable aléatoire a densité dont la fonction de
répartition F est strictement croissante. On envisage plusieurs méthodes pour simuler la
loi de X conditionnellement & (X > m) pour un réel m donné.
2} Soit (X)) pen une suite de variables aleatoxres mdépendantes ayant toutes la méme loi que
X et mm un réel fixé.
a) Montrer que I'événement A = ﬂ X, < m) estde probabﬂite nulle.

b) Soit Z1'application de 2 dans [R déﬁnie par: Vo €Q, Z(w) = Xp(w) olt p estle plus petit
indice ntel que X, (w})>msing¢AetZw)=msiweA.
Montrer que Z est une variable aléatoire et que pour tout x réel, P(Z < x) = PxomX <
x).
¢} Quel commentaire peut-on faire sur cette méthode de simulation lorsque m est trés
" grand?

3) Soit U une variable aléatoire 2 valeurs dans ]0, 1] de loi uniforme et m € R. On pose

V=F " F(m) + (1 -E(m)U) (1)

a) Montrer que V est une variable aléatoireetque Yx € R, P(V< x) = P (X < X).
b} Comparer cette méthode a celle envisagée a la question précédente.

1
¢) Déterminer E et F~! lorsque X a pour densité fx : x— 3 ¢!, Expliciter dans ce cas la
variable V en fonction de U lorsque m = 0. Quelle est alorslaloi de V?

d) Sia et bsont deux réels tels que a < b, proposer, par analogie avec la formule (1), une
variable aléatoire W simulant Ja loi de X conditionnellement & (a < X < b).

Sujet S 108 - Exercice sans préparation

Soit (E, (., .}} un espace euclidien et # un endomorphisme de E pour lequel il existe une base
de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.
~ 1; Montrer qu’ll existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est triangu-
laire supérieure (on pourra penser au procédé d'orthonormalisation de Schmidt).
2} On suppose de plus que pour tout x de E, (u{x); x) =0.
Montrer que ¥ (x, ) € B, {(u(x),y) = — (u(y), x). Que peut-on dire de u?
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Question 8 HEC 2011 S 108

Soit (E, < .,. >) un espace cuclidien et u un cndomorphisme de B pour lequel il existe une base de E dans laquelle

la. matrice de v est triangulaire supérieure.

QL. Montrer quil existe une base orthonormée de B dans laquelle la matrice de u est triangulaire supéricure {on
pourra penser an procédé d'orthonormalisation de Schrnidt)

Q2. Ou suppose de plus que pour tout 2 dans E, < u(z),z >=0:
Montrer que ¥(z,y) € E?, < u(z),y >= — < w(y).w >. Que peut-on-dire de 2 ?

Cours X est wne variable aléfatoire. Rappeler lo définition de la fonction de répartition F de X et en donner des
Propriélés.
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HEC 20433 3S108

Sujet S 109 - Exercice

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont déﬁmes sur un espace probabilisé
Q,,P).

i}

Jﬁ%‘}

Wt g

)

Question de cours : Inégalité de Bienaymé-Tchébichev. Estimateur sans biais, convergent.

Pour un entier n = 2, on considére n variables aléatoires indépendantes X1, ..., Xp

et M, = max X;.
1<i<n

de loi uniforme sur {0, A, oli A € R} estinconnu. Onpose S, = M (Z X;
i=1
Calculer I'espérance et la variance de S, en fonctionde A et n.

} Montrerque Ve>0, lim P(S,-Al>¢)=
n—+00

Calculer la fonction de répartition ¥, de M,,. La variable aléatoire M,, admet-elie une
densité (si oui, la donner}?

Soit &, € RY ; on pose M, = a,M,,. Calculer les espérances E (M) et E (ﬁf]

Dionner une condition nécessaire et suffisante sur la suite (0;) pen+ pour que My, 301t un
estimateur asymptotiquement sans biais de A.

On suppose la condition de la question précédente réalisée. Montrer que
lim IP(|M AI>E] 0.

h—+o0

; Quel est le risque quadratique de Mp? A queile condition sur {o,) peny+ §'agit-il d'un

meilleur estimateur de A que §, 2
En particuiier, si on choisit (a,)4en+ de facon a obtenir un estimateur sans biais de A,
obtient-on un meilleur estimateur que 5, ?

Sujet S 109 - Exercice sans préparation

Soit f un endomorphisme de R* tel que f* = f2 et dont —1 et 1 sont des valeurs propres.
Démontrer que f est diagonalisable.

10
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Question 9 HEC 2011 S 109
Soit f une endomorphisme de IR* tel que f* = f? et dont —1 et 1 sont des valeurs propres. Démontrer que f est
diagonalisable.

Cours Inégalité de Bienaymé-Tchebychev, Estimateur sans biods, convergent
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HEC 2031 S 11%

Sujet S 112 - Exercice

Dans cet exercice toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé

Q,<,P).

i} Question de cours : Rappeler la définition de la convergence en probabilité d'une suite
de variables aléatoires.

2} Soit (i, v) € R?. On consideére deux suites (U nen+ et (Vi)pen+ de variables aléatoires
convergeant en probabilité, la premiére vers u, la seconde vers v.

Démontrer que la suite de variables aléatoires (U, + V1, §+ cOnverge en probabilité vers
U+ v,

A3
Snd!

Dans cette question, on suppose les réels ¢ et v supérieurs ou égaux a 1.
a} Btablir 'inégalité: im(uw)-In(}i<iu-v|.

b) En déduire que si (Uy),ep- €8t une suite de variables aléatoires ne prenant que
des valeurs supérieures ou égales a 1, convergeant en probabilité vers «, la suite de
variables aléatoires [ln (8] n)]nENt converge en probabilité vers In(u).

43 Dans cette question, x désigne un nombre réel strictement compris entre 0 et 1.

x—t
a) Etablir, pour tout £ € [0, x], 'inégalité ch—t < X

X, 4
b} En déduire lalimite de lintégrale f (.’ii....f]"dr quand U'entier 7 tend vers Iinfini.
4]

+ook

c) Démontrer I'égalité : ln( ) Z S

%; Dans cette question, p désigne un parametre strictement compris entre 0 et 1.

Soit X une variable aléatoire discrete telle que, pour tout entier k strictement positif, 1a
(1-p)*
kin(s)
Le résultat de la question précédente, appliqué & x = 1 — p, prouve que X ne peut pas
prendre d'autres valeurs.

probabilité que la variable X prenne la valeur k soit donnée par : P{X = k] =

a) Etablir I'égalité : = p, ol E désigne I'espérance.

E[X]

EX?] _

b} Démontrer que si (X;),cn+ €st une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi que X, alors '

PnX1,Xs,...,X,) = ——— est un estimateur convergent du paramatre p.

11



Sujet S 112 - Exercice sans préparation

3 2 -2
SoitA=|-1 0 1
1 1 ©

On admet que A” + 13 = 2A oi1 I3 désigne la matrice identité d’ordre 3.
1} Montrer que A admet une seule valeur propre A. A est-elle diagonalisable ?
23 Déterminer le sous-espace associé a A.

— O

1 0
3} Montrerque AestsemblableaB={0 1
00
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i Question 10 HEC 2011 S 112

3 2 -2
Soit. A = (—1 0 1 ) - On admet que A2 + 3 =24 o0 I désigne la matrice identité d’ordre 3.
1 1 9

Q1. Montrer que A admet une seule valeur propre A. A est-elle diagonalisable ?
Q2. Déterminer le sous-cspace propre associé i .

1 0 0
Q3. Montrer que 4 est semblable 2 B=f 0 1 1

001

Cours  Rappeler la définition de la convergence en probabilité d'une suite de variables aléutoires

9.2-2 6~1 ~6¢& 5 & -

-L L "'L

ae: -3| (z;:i -v o 1 :{-—3-&1 KA X )-’ {*1 -3
1 1 Fi) I~ 2 “d 4t Z P -1

l-, 0
- 3 & -2

Aieyc -f. :} Z):&(—l o 4 }: A . nt'i'l;:rtﬁ ‘
A 2 © U

@ ALLA. T, =On,(g) © K-ea+d a\‘uuwma“dcjeu}gd'& M&a‘ma by
e Wk daw €. Spg A c A1k Sp B C iy
Vi e Aodaelaumoin waucdei pope dows €
Aimc 40+ € peede vcllewws ope de A

-~
pras vy

V2 §ﬁ£ﬂtdi%. epportu Quie du‘eipmmﬁuuzmpm de A . ARoy ﬁ~3‘3 el
wotudle . Rec  Oqn, (g = (P4 et wotnddo Coumn ploduet da

cimp%d\iw e ey (e

edte cakiadichta. methe Gue 4 €Sy A dque 36Spg A

Buae 3 ab G pede v e popu da fe

&-an e ﬁmt?ﬁogmﬁﬁﬁ%. Mo SERAR A}z Ty, (R] .

boe. J-dut Ty gtitiz dam SERGA)- 3-14A-T3) - g (A-T3)= 0.
Mar A -33= O (i P=3 !

Sa hutesb pay dﬁc&aﬂ_ﬁnl«ﬁe .




R, ‘ p?’

(@z) soi x:(;i}en;,,(ml

-lt-ta *& =0

iafwg.&l:o <> ¥vil-o.
lf‘%-& =0

SE(h,3) ot fe Pourechoied do By, (12) ¢ dquailia xey.y-0 dows (o beger GO & OGpuse.

de Ay g Ui,

;X t - { 0
secwn- (3 )scopentSebe(ea () ement e 1),
{(.’,},i?} )e.tuuimi& gﬁe{.éﬁ(& decadicd ¢ b JERAq) quil ed do dnauia

t

Aoy (( L‘P,{?;}i etthe haw do SERCA, I}
i t

@ Paouw E=12%. Sait @ %hmca«aec‘,w_@ VR TOL  NZENPRY
doth § Uondouafhirue do. & de whee Adane @
Prite . ahee que 8 et pondlahle ¢ AU Mﬂ& da. wathe tleoita o d wa bae
Bacdh qu fig ({i=8 |

5 Pualyse.. buppangaue 80,8, €)) ot ueinak do Bk que Vgl

&M {(f"lt C’j’ &(C‘g_l:ﬁQ, d &(ﬁ’j is éd 1-6’3 .

bac. €'56ke ({-3de i eheke-3dej , €\ ({-¥ds () €I ({-3cde]}.

Auie @4€Re ({-3da |, el €K ((3delN In ({Selg] eF vz -3dgjles ).
Soptise,  S{z S A=kt Coma JEP(A,Q:?«N{L}‘{:’)}- ;
nosie Jit

- SEeld 3)=Ved(€g4 €5 €.4¢;].

ng(i;xgﬁ']; A-Ty = (3,‘ _2; :‘z}. Mu Ix q.xac):%&(ée,-tdf;, lt,~t¢t§,~lq+q_~€,}

4 3 -
J‘t(i-SQEi: VC(}’{&C’, ~C‘1t€3’). a@‘(mlwqw »?,f:,~€< +e, 22(611’-65"’ (Qf%)ﬂ{ﬂ(fﬂ%)

vowm cdar €)= Zegg tey . Vo que €'y = ({-3de(ey). Pamadur €/ = g




et

P on a%« e'i=e46; .

€ fke (~3de) doc fej=€y .

€, €ke ( {3dg ) dome Jceels el -

?os (§-3deleq= @ -3de) (€5) . s e'd“-’-s

Aodion abor que @'=(€€, c) at wehau da & . Conme & Caudinaf de 3’
Cotuilde asec & Omemio de & U ﬁ%&aa waka e @lle fouille et Clhee
St G pOiEiR? Bhque A& 4 e, 3T =0e .

o (errey) +B (28y-¢rey) + S e =0y
(Kripssley -BE+ (Mipley=nvg . (oae (€€, ;) et Wha
dt104E =-poltp =0 . ARag =0, ¥so© e o
muacﬁmeao_mﬁmqm— B'et e bow der . ey Mg ({1 (

Mg ({i=h ek Mg (1= B dac ﬁew,mrmuﬁaﬁ-.

]
{

oo -
=g

o Seit ¥ & wdhin o fowoqe & BB’ P (1 :j; ;).

B-Ng({i= €' Mg P= P1AP. B P AP

i o 4 4
wmm*.“mctm P (9_1 Q)

i 1-3

exercice 4o Collode A" o tadw €Z .

f"’} 8.



HEC J20f3 S 1159

Sujet S1152 - Exercice

ij Question de cours : Théoréme de d’Alembert-Gauss.
2) On considere I'équation (1) dont !'inconnue x est réelle :

P oxFak=0 ().

Donner en fonction de k € R, le nombre de racines de (1).
3} Onsuppose que (1) posséde trois racines (éventuellement confondues) que 'on note «, B
ety.On pose:
g=a+B+y, T=af+ay+By et ® =afPy.

Montrerquea=1,1=0,1=-%.
Réciproquement, si on suppose ¢ = 1, T =0, = —k, peut-on en déduire que les nombres
o, P et y sont les trois solutions de (1) 2 _
4} Soit a, betc, trois réels donnés, Onnote s=a+b+¢, I = ab+ ac+ bc et p = abc.
On considere la matrice A définic par:

a b ¢
A=|c a b]|.
b ¢ a

Soit f 'endomorphisme de R* ayant A pour matrice dans la base canonique

R = (e, e, e3) de R®.

a) Montrer que s est une valeur propre de A et donner un vecteur propre associé a s.

b) Montrer que le plan vectoriel P d’équation x + y+ z = 0 est stable par f.

¢} On suppose qu'il existe une autre valeur propre A # s. Montrer que le sous-espace
propre de A associé a la valeur propre A est inclus dans P.

Dans la suite, on suppose que: a*+b* +c¢? =1, t=ab+ac+ch=0eta+b+¢ > 0.

4
8} a) Monirer que g, b, ¢ sontracines de (1) et k € [0, E]'

b) Justifier I'existence d'une base orthonormée 7 de R® dans laquelle la matrice de f est

I 0 O
delaforme|0 u v{.
O w r

¢} Montrer que u = r, v = —w et u” + w” = 1. En déduire 'existence de 6 € R tel que
u=r=cosh et w = —v=sinB. Lendomorphisme f admet-il d’autres valeurs propres
quel?

Sujet S 1152 - Exercice sans préparation

Soit (Xg)gen+ une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabhilité
(Q, «, P} i.id.. On suppose que, pour tout k € N7, la variable aléatoire X; suit une loi uni-
forme sur le segment [0, 1].

On pose Y, = max(Xy,..., X,). Etudier la convergence de la suite (Y,),,cn-.
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Question 2 HEC 2011 § §3§¢

Soit {Xg)pen une suite de variables aléatoires définics sur le méme cspace probabilisé (3,4, I?) 1.i.d..
On suppose que, pour tout k& dans N*, la variable alétoire X, suit une loi uniforme sur le segment [0, 1].
On pose ¥, = Max(X,, Xa, ..., Xn). Etudier la convergence de la suite (¥, }aen-

Cours Théoréme de d’Alembert-Gauss t_ n
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Sujet S 1157 - Exercice

1)

2)
3)

Questicn de cours : Estimateur sans biais et convergent d’un parameétre réel inconnu.

Soit X une variable aléatoire discréte admettant une espérance £ (X) et une variance ¥V (X},
et pour 1 entier supérieur ou égal a 2, soit Xy, X, ..., Xp) un n-échantillon i.i.d. de la loi
de X. On suppose que laloi de X dépend d'un paramétre réel 0 non nul inconnu.

On note & 'ensemble des estimateurs T, = T, Xj, X2, ..., X;;) de 8 sans biais et admertant
une variance,.

On admet Pexistence d'un estimateur T, de & de variance minimale : on dit que Ty, est
optimal dans &g.

Soit T, et U, deux gléments de &.

On pose, pour tout réel o : S (T, Uyl =Ty + a{lU,; = Ty).

Montrer gue S, (T4, Uy} appariient a &g.

a) Etablir pour tout réel o, U'inégalité (V désigne la variance et Cov la covariance} :

o2V (U, -T,) +2aCov(T,, Uy -t =0

b) En déduire que Cov(T,, U,-T,)=0. .
Réciproquement, monter que si Cov(T,, U, ~Ty) = 0 pour tout Uy, de &g, alors T, est
optimal dans &g. '

On suppose 'existence de deux estimateurs optimaux T, et T dans &. Montrer que T, =
T, presque strement.

Dans cette question, X suit la loi de Poisson de parametre 6 > 0.
A 1 & 1 e -
Onpose:K,=— 3 XetWp=—— 3 (X;-X,)".
nig n—-1:53
a) Montrer que X, et W), sont des estimateurs sans biais de 6.
b) Onadmet que X, est optimal dans & et que W, admet une varjance.

Montrer que : Cov (f{n,\-’\f"n] =,
1

Sujet S 1157 - Exercice sans préparation

Soit E I'espace vectoriel des suites (u,)pe & valeurs réelles.
Soit @ 'endomorphisme de E qui, a toute suite () de E, associe la suite (vy) définie par:

1)
2)

¥YnelN, vy=tp=1— Up.

Déterminer les novaux de @, de oD et de oF pour k = 3 et leurs dimensions respectives.
Quelle est 'image de ©?
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Question 4 HEC 2011 § 44§73

E est Pensemble des suites réelles indexées par N,

¢ est I'endomorphisme de £ qui 4 Lout 8léments (Un}nzo associe (Ug,_1 — thn ) 30-
Q1. Déterminer les noyaux de ®, ® o ® ot % pour &k € I3, +oc ?

2. Quelle Pimage de¢ ®.

Cours Définition d’un estimateur sans biads et convergent d’un paramétre réel inconnu.
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Sujet $1175 - Exercice

Soit E = R5[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coctficients réels de degré¢ inférieur ou égal
a5 et F = ¥ (E,R) I'espace vectoriel des applications linéaires de E dans R .

1) Question de cours : Caractériser les isomorphismes d’espaces vectoriels de dimensions

finies ?
2y Soit fi, f>,... fs les applications linéaires de E vers R définies par :
VP € E, fi(P) = P(0), 2(P) =P'(0), f3(P) =P"(0), fu(P) =P(L), f5(P) =P'(}) et f5s(P) =P"(1),

o1 P’ et P” désignent les dérivées premiere et seconde de P.

6
a) Que vaut [ Ker(f;)?

i=1
b} L’application ® de E dans R définie par ®P) = (fi(P), L (P),..., fa(P)) est-elle un
isomorphisme d’espaces vectoriels ?

¢) En déduire que la famille (f3,..., f5) estlibre dans 'espace vectoriel F.
3) Soit S 'ensemble défini par:
$S={QeRX/Q© =1Q©0=1,Q"0)=0,Q(1) =0,Q'(1) =0 et Q"(1) =1}.
a) Montrer que 'ensemble S N E contient t;xactement un élément et le déterminer.

b} Soit Q € S. Déterminer le reste de la division euclidienne de Q par X} (X-1)° En
* déduire 'ensemble S.

4Y a) Déterminer I'ensemble K défini par :

3 3 . 3
K= {Q eRXI/QE-1=0,Q(-1=0,Q"(-1)=4,Q-3) =1, Q-5 =2Q"(-3) = o}.

b) Existe-t-il une fonction f, non polynomiale, de R dans R, deux fois dérivable, telle que:

3 3 3
f=1)=0, f'(=1}=0, f"(~1) =4, f(—E) =1, f’(—a] =2, f”(—EJZO ?

Sujet S 1175 - Exercice sans préparation

On considére une suite (Uy)en+ de variables aléatoires indépendantes définies sur un
méme espace probabilisé (Q,s7,P) et suivant toutes une loi uniforme sur le segment [0, 9] .
ouBeR:.
Onnotepourn =1, X, = max U;.

I<isn
1} Prouver que la suite (X,) converge en probabilité vers 6.
2) Etudierla convergenceenloideY, =n (0 - X;).
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Question 6 HEC 2011 $ 3435
On considére une suite (Uy)nz1 de variables aléatoires indépendantes sur (€2, A, P} et suivant toutes unc loi uniforme

sur le segment [0, 4],

Wnoe N*) X, = Max(07,0s, ..., Ty).

QI. Prouver que la suite (X,)n»1 converge en probabilité vers 6.
Q2. Erudier Ia convergence en loi de ¥, = n (6 - X,,).

Question de cours : Caractériser les isomorphismes d'espaces vectoriels de dimensions finfes.
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HEC 2011 Sujet 113 - Exercice

Q1. Question de cours : Rappeler la définition du rang d’une matrice. Une matrice carrée et sa transposée ont-clles le
méme rang ? '

(32. Dans cette question, A et B sont deux matrices carrécs de My(K) (n € N*) qui out moins une valeur propre
commune (K = K ou K = ).

Dans cette question j'ai remplacé le R du lexte por K. Dans la correction je reste fidéle au texte original...

a) Démontrer qu'il existe un élément o de K et deux matrices de M, 1 (K) non nulles telles que fAX = a X et
DY =aY.

b) En déduire qu’il existe une matrice carrée non nulle M telle que MA = BM.

1

2 31 .
2 1) et ( ont une valeur propre commune et trouver une madrice

¢) Montrer que les deux mairices 4 = ( 01

non nulle M telle que M A = BM.
(3. Dans cette question ¢ est un endomorphisme de C™.

a) Soit @ € C[X]. Montrer que, si z est un nombre complexe gqui n’esi pas valeur propre de e et si le polynéme
P = (X — 2)Q est un polynéme annulateur de a, @ est alors aussi un polyndme annulateur annulateur de a.

b) Démontrer qu'il existe un polyndme annulateur de ¢ dont les seules racines sont les valeurs propres de a (comment
on cause ¢ HEC'!).

Q4. Dans cette question, on examine la réciproque de la propriété trouvée en (32 et on considére deux matrices A et
B de M, (C) pour lesquelles il existe une matrice non nulle M telle que M4 = BAM.

a) Que peut-on dire des valeurs propres de 4 ct de B lorsque M est inversible ?
b) Démontrer que, pour toul polyndéme P de T[X], on a: M P(A4) = P(B)M.

¢) Démontrer, a Paide de Q3, que A et B ont nécessaircment une valeur propre commune.
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Question 11 S 113 On considere une suite (Xp)pen+ de variables aléatoires indépendantes définies sur un
espace probabilisé (Q, A, P), suivant chacune la loi exponentielle de paramatre 1.

n
Q1 Pour tout n dans N*, on note 5, = Z Xp.
k=1

a) Quelle est 1a loi de S, 7
b) Quelle est la Jimite, quand n tend vers Uinfini, de la probabilité P(S, = n + /n) 7

Q2. Pour tout n dans N*, on considére unce variable aléatoire N, sur {Q, A, P), indépendante des X, et dont la lol est
dounée par

Na(@) = {non+ 1} et P(Ny =n) = P(N, =n +1) = %

a) n € N*. Trouver espérance et la variance de la variable aléatoire T, définie par:VYw € Q, T (w) = Sy, (uy-
b) Quelle est la limite, quand n tend vers l'infini, de la probabilité P(T;, = n + n) 7

Cours Rappeler la définition du reng dune malrice. Une malrice carrée et so transposée oni-elles nécessasrement

le méme rang ¢
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HEC 2034 S 1150

Sujet S1150 - Exercice

Les variables aléatoires de cet exercice sont toutes définies sur un méme espace de probabi-
lité (Q2, o7, IP). Soit A un réel strictement positif donné et (X,,) ,end une suite i.i.d. de variables
aléatoires réelles a valeurs dans {—1, 1} de méme loi définie par:

1
IP[XO - 1) = m

1) Question de cours : Enoncer le théoréme de 'espérance totale.
2} Calculer, pour tout n de N, les moments d’ordre 1 et 2 de la variable aléatoire X ;.
3} Calculer 'espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire

U= X()XS —X1X2.

4) Pourtout nde N, onpose Y, = HXl

a} Calculer E(Y,) en fonction de )\ etde n. En déduire la loi de Y,,.
b} Ltudier la convergence enloi de la suite (Y,,) neN-

5} Soit T une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parameétre 1. On suppose que,

pour tout n2 de N, les variables aléatoires T, Xy, .., X, sont mutuellement indépendantes.
Tlw)

T
Soit V = [ [ X; 'application définie sur Q par: Vo € Q, V()= ][ X:(w).
i=0 i=0
a3 En admettant que V est une variable aléatoire, déterminer pour tout n de N, la loi
conditionnelle de V sachant I’événement (T = »).

b) En déduire 'espérance conditionnelle E (V/{T = n]).
2A ]

1-A
M = Zexp|-—2 1.
£) Montrer que E(V) 3 %P ( Tix

1+A
n
6} Quelle est la loi de la variable aléatoire S, = Z X;?
i=0

Sujet S 1150 - Exercice sans préparation

Soit n € N* et R, [X] Uensemble des polynomes réels de degré < n.
1) Montrer qu'il existe un polynéme P, € R, [X] unique tel que :
1

1
¥YxeR", P,,,[x+ )—x +—.
X ﬂcll

2} Décomposer P, en un produit de polyndémes de degré 1.
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Question 1 HEC 2011 5§ 4450
n appartient & N ot R, [X] cst Pensemble des polyndmes réels de degré inférieur ou égal  n.

. \ 1 1
Q1. Montrer qu’il existe un polynome Py, de R, [X] et un senl tel que ¥z € C*, 13, (z + —) ="+ —-
z z

Q2. Décomposer {7, comume un produit de polyndmes de degré 1 Qma‘m w? 4.
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Sujet S 1155 - Exercice

1} Question de cours : Rappeler la définition d’un espace vectoricl euclidien.
2} On considere "espace euclidien R® munj du produit scalaire canonique.

1 11

Soit f I'endomorphisme de R® ayant comme matrice A== |1 1 1| danslabase cano-
1 11

nique de R,

a) Montrer que:VueR®, | f(w)| < lul.
b} Vérifier que f est un projecten.
¢} Déterminer Ker f et Im f sans calcul.
Montrer que Ker f = (Im f)*.
3} Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension #, et p un projecteur de E.
a) Montrer que si Ker p et Im p sont orthogonaux, alors : Yu € E, | p(u) | < llul. _
1) Montrer que si Ker p et Im p ne sont pas orthogonaus, alors : 3u € E, [[p(w)| > llul.
¢} Montrer qu’un projecteur p non nul est une projection orthogonale si et seulement si ;

e _
sup ——+ =
uzo Nyl

Sujet S 1155 - Exercice sans préparation

Soient Xy,..., X 1 variables aléatoires indépendantes définies sur le méme ¢space probabi-

lisé (O, o7, P), de méme loi et admettant un moment d’ordre 2,

On suppose que 'espérance 8 = E(X;) est non nulle et inconnue.,

Trouver I'estimateur sans biais de 'espérance 6 = E(X;) qui soit de variance minimale dans
R

I'ensemble des estimateurs sans biais de'la forme 8,, = Yo aiXy [, az, ..., an)€ R™).
=1 .
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Question 3 HEC 2011 S 1155

Solent X1, X3, ..., X, n variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (Q, 4, P), de méme

1ol et admettant un moment d’ordre 2.
On suppose que Uespérance § = E(X)) est non nulle ot inconnue.

Trouver l'estimateur saus biais de Pespérance @ = E( X1}, qui soil de variance minimale dans 'ensemble des estimateurs

de la forme 6, = Z a; X;  ((ay,02,...,0,) € R™).

i—1

Cours Rappel de la définition d'un espace vectoriel euclidien
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