
Les sujets suivants, posés aux ca,ndidats des options scientifique, économique, technologique et littéraireBlL,
ttonstituent un écha.ntillon des suiets proposés lols des épleuves orales du concours 2014.

1. SUJETS DE L'OPTION SCIENTIFIQUE

Exercice principal S 49

Les uariables aléatcti'res qui inte'ntie'n'nent da'ns cet erercice so'nt défi'nies sur un espace probabilisé (Q,A,P).

1. Question de cours : I)éfinition de la, cronvergence en probabilité d'une suite de ra,ria,bles a,léa,toires.

2. Dans cette questiori. ori note Z une va.r'iable a}éatoile suivant la, loi normale <:eutrée réduite et O la f'onction
de répartition de Z.

Poru' 1,orr1, réel d, on note Pe Ia loi de Ia variable aléatoire Vu : (Z + 0)2.

a,) Exprimer Ia lbnction de répartition de Ye à I'aide de Q.

b) La, valiable a,léatoire Ye possède-L-elle une densité'/

c) Reconna,ître la, loi Po.

rl) Nlonlrer qlre polrr lou1 réel 0 ) 0, les lois Pe et P-0 sont identiques.

3.a) Soit X une variable aléatoire à va,leurs positives ou nulles. Étubli. pour tout couple (a,b) € R], I'inégalité :

P(|"ry - al> b) < P(lx - o,2l> ab)

b) Soit (4,)"ers" une suite convergente d'estima,teurs d'un paramètre positif inconnu 0, ne prenant tous que des
valeurs positives ou nulles.
Décluire de Ia question précédente que (/Ç),,.N. est un suite convelgente d'estimateurs du paramètre rÆ.

4. Dans cette question, â désigrrc urt pa,ra,rrtètrc positif inconlu ct (X.),6ry. une suite de variables aléatoires
inclépendantes et identiqueurent distribuées, de loi commune P9 cléfinie dans la question 2.

a) Ttouver une suite convergente d'estirnateurs sans biâis (T,),ex- : (gn(Xt,...,X,)),es- tln pararnètre 92.

b) En déduire rrne suite r:onvergenl,e d'esl,imal,euls du para,mètre d. Sont-ils sans biais ?

Exercice sans préparation S 49

/o o o\
1. Montrer que Ia matrice À/ : lO , ô I de M3(lR) est diagonalisable si et seulement si la matrice

\o , d)
,: (ï 'r) de.^zz(lR) est cliagonalisable'

2. Soit f un endomorphisrrre diagonalisable d'un IR-espace vectoriel .E de dirnerrsion 3 et soit D une droite
vectorielle de -E stable par l.
a) Nlorrtrer que D a,drnel, un supplémeul,a,ire st,erble par /.
b) \,Iontrer que si P eÊt un supplémentaire de D stable par .f', ia restrictiorr de ./ à P définit un endomorphisme
diagonalisabie de P.



Exercice principal S 50

1. Qr.rcstion <Ic «:ours : Formr.rlc du biuôm«: négatif.

2. Soit p €10, 1[. Pour tout couple (n,A) e N* x N, on note p,",xla probabilité qu'une variable aléatoire suivant
la loi binorniale B(n,p) soit éga,le à À.

*æ -l-æ

Calculer )]r,,u et montrer que pour tout fr € N*, on u, f ,r,*:1.
n=1 n=l P

Soit (X,,),,çs- une suite cle variables zr,léatoires à, valeurs clans N défirries sur le même espace probabilisé (O, "4, f) ,

rrrutuolleruerrt irrdépcndantcs et de rrrôrrrc loi.

Orr pose: ,Ss: g, et poul tout n € N*. ,S,. :irr.Pour tout (a,r) elRi x N, on pose : F,(u): P[S, < r].

3.Soito)0.OnnoteN(a):Carcl{na^,:;(o,}(pourtoutoeA,.n/,(o) estienombre,éventuellernent
é.qal à +oc, des entiers n pour lesqr.rels.9,.(o) ( o).

a) Soit ri € N*. N,Iontrer que [.nr/(o) : n] €,4 et que P[,^f(o) - r): F.t(a) - F*(o)

b) Exprirnor l'ér,éncmcnt [lf(r) a oc] cn fbrxrtion des évétrcmtxrts ([,nü(o) : z]),es- ct en déduirc que

lru (r) . ccl e ,4.

c) Montrer que la suite (1i,,(a,)),,.^ a.tlrlct uue lirnite finie ct q"" ,Iït F"(a) : 0 si et seulement si

P[,^\r((l) <*] :r.
<l) On supposc, da,ns cette question qrrc la sér'ie dc tcrlme général F.(a) est convergente.

\4ontrel que la, va,r'iable a,léatoire .V(a) admet une espéra.nce et que E(N(o)) : ! R,{o).
n:0

4. Soitpet q dr:ux rôcls vérifiarit 0 < q <p <1. Dans cette question, on suppose que pourtout n € N*, ona
P(X,, :0) : 1 - p et P(X,, : r) : q.

Err rrtilisa,ut les questiorrs précétlerrtes et el cr-rlsitléra,nt les va,ria,bles a,léatoires Y, : {0 si X' : 0

tI "ix,,>l'montrer
que pou. tout n ) 0, on a : r(ru1n;) a Lu'l + t.

p

Exercice sans préparation S 50

Soit E uu espace er.rciidien de dirneusiort rr )- 2; on note (, ) le produit scalaire et ll ll la trorrtre associée.

1. Soit r € E. N{orrtrer que llrll : y6 s\ et seulerrrent si il existe une base orthonorrnaie B: (er,e2,...,e") e E

+venhant-L': >.ek.
k=1

2. Soit r et g1 deux vecteurs cle ,8. Trouver nne couditi«.rn néc«:ssaire et sufflsatrte pour qu'il oxiste unc base

orthonorrnale B : (et,e2,...,e,,.) € E vér'ifiant " 
: » ek et lJ :LO"o.

k:l fr:.|



Exercice principal S b6

Darr,s to,ut l'erercice, n, est tt,n, r:,nti,er nt:pér.ie,uT. orj, éqat à, 2.

1. Question de cours : Soit h une lbnction numérique de classe C1 sul un ouver.t §2 de IR.".
a) Qu'appelle-t-orr point critique de iz ?

b) Qu'appelle-t-on point critique pour I'optimisation de li sous contraintes d'égalités linéaires

^ f n,6):btr i ..

I gp6) : b,

Soit ./ Ia fbnction définie sur'lR, par : ,/(u1, ...,u,):ir?.
i=l

2. Soit 11, . . . , r, des réels donnés rron tous égaux, de moyenne Z : 1 ÿ,,,
n /-J

i=1t -3-
Orr pose , t' : ;1,(ri - z)2, et pour tout i e [l,n\ : cti:

.i-7
a) N{ontrer que s2 est stricternent positif.
b) Exprirner en fonction cie s2, le nrinirnum grobal de la fonction <lt : t r+ .f (rr - t,. . . ,rn - t).
c) Soit p et 0 deux réels donnés.

N{oritrer qu'il n'existe qu'un seul point critique u} : (rî,...,ui) pour }'optimisation de / sous les contraintes

D"r: p et » niui: â, donné par : Vi e [1, n], "î 
: 

++ (â - pr) ar.
i.=l i=l

3 Soit n, variables aléatoires y1 ,...,)j, cliscrètes, mutuellement inclépendantes, admettant des moments d'ordrelet2tellesque,pourtouti€[1,nn,E(y,) :a:rtlbetV(y1):1,or\oetbsontclesparamèt,resréels.

Orr cronsiclèr'e les variables aléatoires cle la lorme Af) :iron,or) (ri)116g, est un élément de jRn indépen6ant

cle o et cle b (mais qui peut «lépendr.e <le 11,. ..,rr). 
i=t

a.) T\'o*vcr', parmi les varia,bles aléatoir.s ail) qui vérifient po*r to,t (a,b) emz, f (af)) : a, celles qui ont la
plus petite variance.

PIoPose[ rrne inl,erprél,al,iori <le ce r'ésu]t,a,l, en t,eLure ri'estimatiol fl1 paramètre 4.
b) Énoncer et clérnontrer un r.ésulta,t simila,ire pour le pa,ra,mètr.e t,.

Exercice sans préparation S 56

soit ./ I'endomorphisme de IR3 dont Ia rnatrice dans la base canoniqtLe B: ("r,"2,e3) est M:
1. Nlontrer que /-id6: est un pro.iecteur.

2. Quelles sont les valeurs propres de f ?

3. Combien existe-t-il de droites vectorielles de R3 stables par ./ ?

4. Combien existe-t-il .i" pturrs vectoriels de IRJ stables par / ?

îti * rt

-_c 
'ns'

(i i+)
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1. Quostion tlc «tottrs : Donsitir dc la sorrrmc «le dcru valiables aléatoires à dernsité indépendantes.

2. Soit U et V deux va,riables a,léatoires défiriies sur un rnême espace plobabilisé (O,"4,P) , indépendantes et
suivant la loi unifbrme sur le seg-rnerrt [0, 1].

Déterrniner une densité g de U * I/. Donrrer l'allure du graphe de g.

Orr note t I'espa«:e vcctoriel récl des tbn<ttions continues sur ]R.

Pour tout élément f € €, on note 7(l) l'application de IR dans IR. définie par :

[*++vr e IR, T(f)(r): l- , /(t)dr.

3. N{ontrer que l'application 7 qui, à, tout / € t associe 1(/), est un endomorphisme de t.
4. X'Iontrer que si un élément .l' e t est une densité de probabilité, alors 7(/) est également une densité de
probabiiité.

5. Soit n € N. et R."[X] l'espa,ce vectoriel des polynômes à, coefficients r'éels de degré infér'ieur ou éga,l à, n,
identifiés à des fonctions polvnômes.

a) Morrtrer que la restriction de 7 à R,,[X] défiuit ul errdornorphisrrre Ç de R.,[X].
b) L'errdomorphisrrie 71" est-il biiectif ? Est-ii diagonalisable ?

6. L'endomorphisme 7 est-il irr.iectif ? Est-il sur.iectif ?

Exercice sans préparation S 61

Poltr tout entier n )- l, onpose : u?l : lnrz * oln(ri t 1) + bln(rù + 2).

1. Déterminer les r'éels o et b pour cpre la, sélie de terme général u, soit convergente.

2. L-a,lculcr a,lors la solunc tlc ccttc s6ric.



Exercice principal S 75

1. Qucstion do cours: Théori:nic, «lr <l'Alcmbclt-Gauss. Application à ltr lâctorisation dc polynômcs dans R[X]
et dans C[X].

2. Soit a, b et c des réels et ? Ie trinôrrre T(X) : aX2 + bX * c. On note T' et T" respectivement, les dérivées

plemièr'e et secor.rde de la, fbnction 7.

a,) Donner une condition nécessaile et sullisante portant sur les réels n, à et c pour que, pour tout r e IR, on

ait:7(r) )0.
b) On suppose qr.re 7 possède deux racines réelles distinctes. Décluire de la question pr'écédente que :

vr € IR, T(r)7"(r) < ("')'(r).
Dans la suite de l'exercice, on note n nrr crrticr supérieur ou égal à 2 et P un polynôme de R.[X] de clegré n
ayânt n racines réelles distinctes.

fL

Orr pose: P(X) :\axXk. On note Pt et Pttrespcctivcmcrnt, les rlérivécs première ct seconde rle P.
k:0

3. N,Ioritrer que P' possède (" - 1) r'a,cittes réelles distirictes.

4.a) N{ontrer que Ia fbnction r + li(d *r5 tlécroissa,nte sur c}ra,que ilterva.lle de son etrsernble cle définition.
Plr)

b) En t1ûlrriro qrrc porrr tout r € R, on a: P(r)P"(r) ( (P')'(").

S. À t'aicle des questions pr'écéclerrtes, établir pour tout /c e [0, n_ 2]1,l'inégalité : akak+z ( r?+r.

Exercice sans préparation S 75

Soit X et Y cleux variables aléaboires définies sur un espace plobabilisé (A,A,P), à valeurs dans N telles que:

v (i, j) € N'z, P([x : i]n [v : j]) :
(r, +j + 1)!'

Déterrniner Ie réel o. Les variabies aléa,toires X et Y sont-elles indépendantes'/



Exercice principal S g1

1. Questiorr de cours : Soit n € N-. Ou rappelle que R.,[?] est I'cnscmble des polynômes à cocfficionts réels dc
clegré infétieul ou éga,l à, rz. Que peut-ori dire d'un polyrrôrrre de R"[T] qui admet plus de n racines?

2. On confond vecteur de R" et matlice-colonne de .Â4",r(R). Soit 11, fr2,...,:rn, n rôels tous distirrcts.

/ I r'r rl ,i-'\
Ir r'2 ,2 ,l-'I /or\

\ I ''':.-' ^, '-i-i I \*, /
\f 

",,,, 
.tn iln /

a) Nlorrtr-er que le polvnôme Q(7) :\,a.1fi-1 est nul.
j=1

b) En déduire que Ia matlice A est irrversible.

3. Daris cette question, X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (O, "4, f ) , suivant
tles lois tie Belrrortlli <le pararrètres lesper:tifis petp'(0 <p < 1et 0 <p' < 1) et telles que Ia covariance de X
et Y est nulle.
N,Iorrtrer que X eb Y sont indépenda,utes.

4. Soit (X,y) un couple de valiables a,léatoires réelles discrètes finies définies sur (Q, A,P), et soit n et rn deux
entiers sultérieurs ou égaux à 2.

Orr suppose que X(()) : {rr, 12,...,r,.} et y(O) : {Ar,Az,...,A*}.
On pose pour tout i e [1,ri] et tout j e [1,rnl :

pi: P(/ : ar), all : P(Y : y,1, rt.i : p((X : r.i)À(y :y)) et 6t,i :nt,i -ptej
On suppose que pour tout li € [1,rr, 1] et tout ,k e [1,- - 1], Ia covariance de Xh et Yft est nulle.

a) Soit,k e [1,'nr.- 1]. Montrer que pour tout i € [1,n|, on ", Ë 6o,iA.l:0.

b) Iirr tléduirc quc X et Y sout iurlépr,rrdarrtcs. 
i:1

Exercice sans préparation S 91

Soit o uu r'éel donné. Poru'1oul enl,ier n, ) 1, on pose: urù - y'---:--
fr (" * /t;o'

1. Étrrriier suivant les valeurs cle o, la convergence de la suite (un)r">r. En cas de convergence, on précisera la
lirriite de la suite (ur,),,7r.

2. Étutlier Ia, uature cle Ia, série tle terrue gérréral u,.

3. Soit r un réel vérifiant l"l < 1.Étudier suivanl les valeurs «lu réel o, la convergence de la série de terme
géuéra,l 'u,,r".



Exercice principal S gB

1. Quostiori dc <:ours : Formtrle dc l'erspér'an<rc totale porlr uno variable aléatoire discrète X et *n système complet
ci'ér'énements (4,)rex-' On note E(XlA,,) l'espérance cle X pour la, proba,bilité conditionnelle pa_.

On la,tt<:e il<léfininrent rrn dé équilibré et, porrr torrt n € N", on note X, Ie riuméro solti au n-ième tira.qe.
Les varia,bles aléaloires X,,, définies sur un espa,ce ploba,bilisé (Q,A,P), sont donc supposées indépendà,ntes et
de rnême loi uniforme sur [1,6].
Pour tout i € [1,6n, orr note Q Ie teurps ti'atterrte de ltr, sortie tlu rrurnéro.j.

2.a) Dorrner la loi de fi ainsi que son espérance et sa variance.
b) Tt'ouver i'espér'a,nce des variables a,léa,toires Inf(e,22) et Sup(e,?2).
il..Jrrstifiel l'existen<re «le la cova.r'ia.nce rle 7r et de rz, que l,on notera Cov(71,72).

+.a) Établir, pour rour i € [2,6], la retation : E(TlllXr : il) : T.

b) Nlontrer que pour tout i € [3,6], on a: E(T[2llXr:i]) :E((r+7,)(1 Srù).
c) Calculer E(TLT1).

«l) En dérirrire Cov(fi,72) airrsi qtre kr coefficicnt dc corrélation linéaire deTl etT2.
5.a,) 'l\'ouver urr réel o tel que les va,r'ia.bles aiéatoires T1 et T2 * o7'1 soient non corrélées.
b) Ca,lculer l'ospéra,ricc corrtlitiorurcllt' E(Tz + uTllf\: t)).
c) Les varia,bles aléatoires T1 et T2 * o7l sont-elles indépenclantes ?

Exercice sans préparation S gB

1. N{ontrer que la suite (ur,).ex est convergente.

2.a) Calculer ?t,.12 I 1-11,.

b) trrr déduire la limite de la, suite (r,,),,ers et un équivalent de z, lorsque n tend vers +oo.

Soit (u,,),.61,1 la, suitc défiuic pa.r:Vn € N, u,, : fi ttarrr)n+2dr.
Jo



Exercice principal S 94

1. Qucstion de cours: a) Convcrgcncc dcs sérit:s de R.iertnann.

l) Étatriir l'encaclrement strict suivant,, . Ï * .,
k=1

Soit ri € N*. On note i le nornbre corrrplexe de rnodule 1 et d'argument rf2. Pour tout k e [1,n], on pose:

,'^.- =^1 ,. Orr rappelle que poul tout.r' e)o.rl2l.cotan r: !:y^ 2tt*l ' sinr

2.a) Morrtrer ciuç pour tout r e]o,r /21. on a : e2i'- cotan z * i 
.

cotatr - i,

b) En déduile que pour tout k e [1,r2], (cotan16 *i)2n+r est un nombr-e réel.

3. Soit P,, Ie polvrrome rle IR.[X] tléfini ptrr' : P,,çX): )],-r,'f :" 
*l) X'-p.

A' \2Pr7/
a,) Pr'éciser Ie degr'é cie P,. a,insi que sor terure de plus ha,ut degré.

b) Pour tout I € IR, clétcrmincrr (sous fbrnu,r «'le somme) la partie imaginaire dc (ü* i)'"+'. En déduire qlre pour
torrt k € [1,rzl, cotan2o;, est une racine de P, et donner une factorisation de P.(X) sous ]a forme d'un produit
de rrronôrnes. i .

c) Étaulr la forrnule , i.oton'., r : """ , ') .

4.a) \Iontrer que pour tout u ell. r l2l. on a : cotan2 u a \ ( 1 * cotan2u.

+æ r -2
b) Décluire des résulta,ts précédents .t,r" , ! +: +

À=1

Exercice sans préparation S 94

Soit (U,,),,21 urrc suitc tie verliablos a,lôa,toiros intléperrclarrtcs, définics sur le rnêtno cspace probabilisé (S),"4,P)
et cle urêrrie loi unifbrme sur' [0, t].
Soit l/ rrrur valiablc ali:a,toilil drifinic srrr 0. indripr:n<lanto dcr la suite (Uàn>r, suivant une loi binomiale B(n,p)
(n)1.et0<p<1).
On pose 1M,,.:rnax([!, U2,...,(J,,,) etL',: It]' si ['n{:0] est réalisé

I U* si pü : k] est ré.r.lisé '

Étu.li". la cronvergence en loi de la suite de var:iables aléatoires (T,)n>r.



Exercice principal S 101

Datts tout 1'exercice, n <lésigrrc trn cuticr supéricrur ou éga,l à 2 ct on mr.rnit I'cspace vcctoricl Mr,r (lR) du produit
scala.ire usuel ciéfini par (X,Y):tXY.
On note :

r u la rnatrice-colonne de,À1",r(lR) dont tous les coefficients sont éga,ux à, 1;
o ÿ,, l'ensernble des matrices A e,À1,,(R) telles que U soit un vecteur propre de A et d.etA;
r W\, I'eusenibledes rnatrices A:(oo,i)r<r,.r(n de,A4"(R) tellesque Vi>2,a1.6:u,i1 :g.
on aùnet sans dérno'nsl'rati,o'n que v,, et W, sont des sous-espaces vectoriels de Mr(R.).
1. Questiolr cle cours : Définition et plopliétés de I'orthogonal d'un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien.

2. Déturminnr lzr dimension dc W,,.

3' Soit A € V,,,. On note ) (respectivement p) la valeur propre de A (resp. de 'A) associée au vecteur propr-e [/.
Dxprinier la souu»c clo tous lcs cocfficiorrts tlc ,4 en fonction de À. Comparer À et p.

4.a.) Dételrnirrel V2 ainsi que sa dirrrerrsiori.

b) \'Iontrer que pour tout (4, b.c,d,e) € IR.5, il existe une unique rnatrice A: (at)<t,7çr de v3 telle
que û,1.1 : a, at,2: b, at,s: C, e2,t: d et a2,2: e. En dédui1e la climension de V3.

5' Soit P : (po,)r<o,i(n une rnatrice orthogorrale de ,Mr(R) dont la prermière colonnc est égale a lU." 1/nPour.l e [1,ri], on note C, la j-ièuie <:olonne de p. Soit A e ,Al,(R.).
a) Justifier l'existence d'une telle matrirre P.
b) \,{orrtrer qrre la rrratrice B:tPAP a, poru telme génér.al bi,.i: (Ci,AC).
c) Eu cléduire que A € ÿ,, si et seulemerit sitpAp eWn.
d) Err dérluire la dimension rle V,,.

Exercice sans préparation S 1"01

Solt rz1 € N*, rl2 € N* et p €]0, 1[. On considère deux valiables aléatoires indépendantes X1 et X2 définies sur
tlrr ospâcc probabilisé (fl,"a,.e) : X1 suit la loi binomiale de pararnètros (n1,p) et X2 suit la loi binomiale de
palaurètres (r,,2,p).

1. Soit n € (Xl +Xr)(O). Dritcrmincr la loi conclitionnclle dc X1 sachant I'événernent [X1 + Xz:n].
2. Clalculer l'espérance conclitionrrelle E(Xy l X1 * X2 : ,,1.



Exercice principal S 104

Totrtos lc,s variables altlratoilcs dc t:ot t,'xcLciccr sont à densité et cléfinics sur un même cspace plobabitisé (e, A, p) 
.

sous réserve d'existence, on note E(x) l'espéra,nce d'une va,ria,ble a,réa,toire x.
1. Qrrestion rle t:ottrs : Ra.Ppelet'Ia. déiinition du la,ng d'une matrice. Quelle est, selon Ies valeurs des réels o, à,

c er r/ le .arrg cle la rrrarrice (" 1) ,
\c d )

Darrs tortt l'exercice, X,Y et Z sont tlois variables aléatoires ayant des moments d'ordre 2.

Ort a<luret, qtte cha.cune <les varizibles aléal,oiles XY, XZ_ et YZ admet, une espérance et on suppose que la
ecrrrditiorr suivarrte est vérifiée : E(X2)E(yr) - (E(Xy))' + O.

Pour tout (r:,'g) e IR2, ori pose : l(r, y): E((Z - rX -Ay)r)
2.a) ÉtabliL les iriéga,lités strictes : E(X2) > 0 et E(y2) > 0.

b) \,Iorrtrer que pour tout couple (r,U) e (lR-)2, on a : e(@X + yy)2) > O.

3.a) \'Iontrer-que la fonction / est de classe Cl sur R2 et qu'elle admet un unique point critique (ro,ÿo).
b) \'Iorrtrer que pour tout couple (*,'y) e IR2, on a: E((Z -rox -gt)y)(rX +ÿI,)) :0.
c) Eudéduirel'égalité:E((Z-rX-,ÿy)2):E((Z*noX_ aoy)r)+a([@-*o)X-(ao_ ùylr).
<i) Étuctiel les extrernums cle l.
4. Darls cette question, on suppose que X et Y sont indépendantes et suivent toutes les deux ia loi uniforme
sur I'irrtelvalle [0, 1] et on pose Z : X2.
Déterrniner l'ensemble des couples (ro,ÿo) pour lesquels E((z - rx -yy)2) est minimale.
(orr a.tlrrrct quc lc résultat rclatif à }'espérarrce tl'un produit cle variables aléatoircs ciiscrètes i1clôpeptlaltos
s'a,pplique â,u ca,s où les deux valia,bles aléatoiles sont à densité)

Exercice sans préparation S 1"04

Soit,41 une rnatrice de,t\13(lR) nori nulle teile que L[2:0.

Nloutrer que.4zl est sernbla.ble à la, uratric" O: f B 3 â)
\à ô ô)
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Exercice principal S 110

Soit E rut ospil(ro vtxrtolierl <1o «liuxnsion finic n ) 2 sur IR. Soit / un endornorphisme de E pour lequel il existe
uri eritier m>2, des endomorphisrnes pt,pz,...,pm non rruls de E etm réels distincts À1,À2, ...,À*, tels que

por.tr tout entier k € N, on a : Jk : D Xf ,0, oir /k : { " J " . . . o f .. On note iri I'endomorphisme identité de E.

1. Questiorr de cours: Enoncrer utte colrlilion nécessaire et sullisante de diagonalisabitilé cl'une matrice.

2. Soit P rirr polyrrôme de IR[X]. Explirrrer P(/) en fonction des P(À;) et des p; pour i e [1,rn].

3. Soit Q le polvnôme de IR[X] ctéfini par A6) :ü," - À6). Calculer e(/).

Qu'rrrr d('rluit-ou quarrt aux va,lcrurs plopros d" I ? 
o='

4. Porrl tout k € [1,-n, on pose : L1,(X): fT !X - f i

''f''-' 
(^* - r')

i+k
Calcrrler LnU) En déduile que Im(py) c Ker(/ - Àk id) ainsi que l'ensemble des valeurs propres de /.
5. N,Iontrer que ./ est diagonalisable.

6. Vérifier que poul tout couple (i,.j) e[1,-n', on â : p, .r, : { ?. :l:ti," IP' stt:7
7. Soit F le sous-espace vectoriel cte f,(E) (errserrrble des endornorphismes de E) elgendré par (pt,pz,...,p*).
Déterrniner la, dimension de F.

Exercice sans préparation S 110

Soit (X,,),,ex une suite de va,r'iables a,léa,toires indépenda,ntes de même loi norma,le centrée réduite, et soit un
norrrbre ,-éeI 0 10. On pose : Ys : y, et Yn ) l, Yn : ïYn-r * Xn.

1. Déterminer pour tout ri € N*, la loi de Y,,.

2. Calcrrler pour tout à e N", Cov()',,, Y,.+n).

t fbis

11



Exercice principal S 112

1. Question cle cours 
'Énnru,.,r. 

kt th(:or.i:ure du prolongemont dc ladérivée.

On cherche les fb,ctio,s I définies sur IR, à, valeurs réelles, telles que:

v r e rR., (r, @))' - 2.f (n).f ,, (x) : o (E)

2. Soit (a,,Ô) urr couplc de rdcls ct / la lbrrction définie sur IR, à valeurs réellos, telle que:

.rt.t:{?*i sir')0.
[àr' sir(0'

Quelle coudition doivent satis{âire a et ô pour que la fonction / vérifie pour tout, r e IR ia relation (E) ?

3.a) \'Iorrtrer que si urie fonctiorr polynon'riale non nulle / vérifie (E), son degré est nécessairement égal
r\ 0 orr 2.

b) Dételminer sous fbrme tà,ctorisée, les tbnctions polynomia,les qui vérifient pour tout r € IR la relation (.8).

4. Soit 1 urr iritervalle de IR et ./ une forxrtion définie sur I à va,lelrs réelles.
Orr srrppose que .l vérifie ies conditions (C) suivantes :

o la <lérivée .f ' ne s'annule pas sur 1;
r lt.r ielatiori (E) est vérifiée poul tout r € 1.

a) orr pose pour tout r Ç I : g(t')::P- calculer pour tout r € l,ladérivée g,(r) anpoint r.
(./'(r'))'

b) Étalrlil I'existence cl'une consta,nte r-éelle fr strictement positive telle que polr tout r € I,ladérivée de uffi)
soit é*ulc È, +.- 2\/ À.

c) En tléiluile que toutes les tonctions f'qui vérifient les conditions (C) sont de la f'orme : f (r) : a(r - r)2,
aveco l0etr'Ç1.

Exercice sans préparation S 112

Orr tire avec Lerriise ttne boule d'urie urrre contenant n boules nurnér'otées. On note X la variable aléatoire égale
a.tr nttméLo dn tirage oir potrr Ia prerrière fbis, chaque boule a été tirée an moins une fbis.
calculel l'espérance de x et en tlouver un équivalent quand n terrcl vers +oo.

L2



Exercice principal S 113

Soit E uII espace euclidien muni du produit scaiaire canonique (, ) ct clo la normc associée ll .ll.
Soit p et r deux pro.iecteurs orthogonaux distincts de ,8. On note id l'enclomorphisme iclentité cle .8.

1. Qrrestion de «:orrrs : Définition et plopliétés d'un pro.jecteur orthogonal.

2. Do,n,s «:tte question u,niquemenl, on suppose que p et r commutent.
a) \'ioritrei qlre p o r est un pro.iecteur orthogonal.

b) Da,rrs le cas oir p o r est non nul, dételrriiner ses valeurs propres.

c) \'Iontrer que Ker(p o r) : 11s11r) + Ker(r) et lrl(p o r) : lplr; n lr1(r).

3. Soit :r' un vecteur propre de p o r associé à la valeur propre À.

a,) I)arrs lcca,s oùr Àf 0. montrerquer € Ker(p-id) et (r(")- Àz) e Ker(p).
b) (lalcrrler'(,r'.r'(r) - Àa;). -Err déduile I'enca,drement :0 ( À ( 1.

4. Orr suirpose que I'ensernble des valeurs propres de p o r est incjus dans {0, 1}.
Ort pose'pr :'p, pz : id - p et pour tout (z, j) € {1, 2}, on pose ai,j :,pi a 7 o pj.
a) Calcnler e11 ! a1.2. o,rt * azJ et a1.2a az,t (id-por) oa1,1.

b) \ioutrer que al.1 est diagonalisable.

c) lloutrer que p et r commutent.

Exercice sans préparation S 113

Soit t rrn cnscmbkr do varia,bkts a,kia.toircs rliscrèrt«rs <tentréc's définies sur lrn même espaco probabilisé et admetta.nt
urre vàLiance.

1. .lrrstifier I'existen«re <le L[ : irrl{I/ (X) ;X e t}.

2. Orr srrppose que pour tout (X1 , X2) e t2,or', u l1X, + Xù e t.
z

Soit (X1 .Xz) e €2 avecV(Xr):V(Xz):lz0. Montrer que X1 : Xz preseue sûrement.

13



Exercice principal S 116

1. Qrrcstiorr <lc r:orrrs : Définitiorr ct propliétés «lrr la fbnction de répartition d'uno variable aléatoile à densité.

Soit (X,, ),e N. ur)e suite de va,ria,bles a,léa,toires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (Q, "4, P) et de

rrrêrne loi r.rnifbrure sur I'intervalle ]0. 11. On note ,F la fbnction de r'épartition de X1.

Orr pose pour tout ru € N*, 2,, :'frX6 et pour tout Ë € [1,r2], Yx: -lnXt .

A=1

2.a) Calculer pour tout s € N, E(Z;).
b) Qrrelle est la loi de Y1 ?

c) En cléduile la loi de Ç : ÿr,
k:1

d) Dételnrirrer une densité Jz,, de la va,riable aléatoire 2,".

3. Soit r un eritier naturel et z e]0, 1].
P2

a) Éltabtil la corivergence rle l'int,églale / ( - ln t)' dr.
Jo

U) À t'aiae <iu changement cle variable !) : - lnl dont on justifiera, la. va,litlité, rnorttrer que l'ott a. :

I /''* 
r t 'nr)^

i.,l -,,, "r' "-' 
da : r. E ï-k=0

c) Err clétluile la lbnr:tion tle répa,rtitiot F2,, de Zn.

4. litrrrlitr la convcrgcnco (:lrt loi rlc ]a srtitc «ier variablos aléatoires (2,),ex".

Exercice sans préparation S L16

Soit rr € N- et soit /: (ur,i)r<r.,7grr 1â rnatrice cte "^2"(R) définie par'. LLi..i: 1 si z * i et ai,i) | pour tout
i e [1. »].

1. \loirtrer que poul tout X € R" non nul, on a:IXAX >0.
2. Justificr quc A est diagonalisable et inversible.

t4


