Les sujets suivants, posés aux candidats des options scientifique, économique, technologique et littéraire B/L,
constitiuent nun échantillon des snjets proposés lors des épreuves orales du concours 2014,

1. SUJETS DE L’OPTION SCIENTIFIQUE

Exercice principal 8 49

Les varigbles aldaloives qui interviennent dans cet exercice soni défintes sur un espace probubilisé (Q,A, P).

1. Question de cours : Définition de la convergence en probabilitd d’une suite de variables aléatoires.

2. Dans cette question, on note Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite et ® la fonetion
de répartition de 2.

Pour tout réel #, on note Py la Ioi de la variable aléaloive Yz = (Z + §)2.

a) Exprimer la fonction de répartilion de Yy a I'aide de &.

b) La variable aléaloire Yy posstcde-l-elle une densité?

¢) Reconmaittre la loi By,

)
d) Monirer que pour tout rdéel § = 0, les lois Py et P_y sont identiques.

3.a) Soit X une variable aléatoire & valeurs positives ou nultles. Btablir pour tout couple (a,b) € Rﬁ_, I'inégalité :

PIVX —a| 20} < P(|X = a®| = ab)
b} Soit {7, )nen~ une suite convergenle destimateurs d'un paramétre positif inconnu €, ne prenant tous que des
valeurs positives ou nulles.
Déduire de la question précédente que {715, Jucn- €5t un suite convergente d’estimatenrs du paramétre V.
4. Daus cetbe question, & désigne un paramétre positif inconnu et (X, hnep» une suite de variables aléatoires
indépendantes el identiquement distribuées, de lol commune Py définie dans la question 2.

a) Trouver une suite convergente d'estimateurs sans biais (1, )nen- = (i,Dn(X ST ¢ ”))n - du paramétre 12,

b) En déduire une suite convergente d'estimateurs du paramétre §. Sont-ils sans biais ?
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1. Montrer que la matrice M = [ ¢ a b ) de My(RR) est diagonalisable si et seulement si la matrice
b ¢ d

w b . .
A= (: d) de M2(R) est diagonalisable.

2. Soit f un endomorphisme diagonalisable d'un E-espace vectoriel E de dimension 3 et soit D une droite
vectorielle de F stable par f.

a) Montrer que D admet un supplémentaire stable par f.

b} Montrer que si P e&t un supplémentaire de D stable par f, la restriction de f & P définit un endomorphisine
diagonaltisable de P,



Exercice principal S 50

1. Question de cours : Formmle dn biudme négatif.

2. Soit. p €j0, 1[. Pour tout couple (n, k) € ¥* x N, on note gy, ¢ la probabilité quune variable aléatoire suivant
la loi binomiale Bn, p} soit égule & k.
bos + o 1
Calenler an!(, et montrer gque pour toul & € N*, on a: an,k = -,
P

=1 n=1

Soit { X, Jnone une suite de variables aléatoires & valeurs dans N définies sur le méme espace probabilisé (9 A, P),

nmtuellewent indépendantes et de mdne loi.
"

On pose : Sy == ), et pour tout n € ¥°, S, = Z Xy Pour tout (g, n) € R} X N, on pose : F,{a) = P{S, < a.
k=1

3. Soit @ > 0. On note N{a) =Card{n € N; 5§, € a} (pour tout w € £, Ny(w) est le nombre, éventuellement

égal & +oc, des entiers r pour lesquels S, {w) € a).

a) Soli » € B, Montver que [N{a) =n] £ A et que P[N(@) = n] = F,_1{a) — Fyla).

b) Exprimer événemoent [N(fz.] < ')(. en fonetion des événements ([N(a) = n])n en- Ctoon déduire gqne

{N(a) < ’x,] e A

¢] Monirer que la suite (Fn(a])nCN adinet une Hmite finie ot que lm F,(e) = 0 si et seulement si
= s o

P[N(a) < 2] =L

d} On suppose dans cette question que la série de terme général Fy {a) est convergentie.
+0c

Montrer gue la variable aléatoire N{a} admet une espérance et que E(N(a-)) = Z E.(a).
#re=()

4. Soit p et ¢ deux réels vérifiant 0 < ¢ < p < 1. Dans cette question, on suppose que pour tout 1 € N*, on a
PX,=0=1-pet P(X,,=1)=gq.

- . . - . s, siX,=10
Fu utilisant les questions précédentes ot en considérant les variables alCatoires ¥, = 0 C , montrer
1 siX, =21
- Lte] -1
que pour tout @ > 0, on a: E(_-’\r‘ [a}) e
g
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Soit £ un cspace enclidien de dimension » 2 2 ou note {.} le produit scalaire et || || la norme associce.

1. Soit = € E. Montrer que ||| = /7 si ct seulernent si il existe une base orthonormale B = (g1, ¢2,....en) € E
T
vérifiant x = Z E.
Fe=1

2. Soit = et y deux vecleurs de E. Trouver une condition néeessaire et suffisante pour qu'il existe uue base

ks

T
orthouormale B = {e1,e4,...,en} € K veérifiant ox = z ey ety = Z ke
k=1 k=1



Exercice principal 8§ 56

Dans tour Uezercice, n st un entier supcrienr ou dgol ¢ 2
1. Question de cours : Soit k une fonction numérique de classe C! sur un ouvert 2 de R™,
a) Qu'appelle-t-on point critique de A ?

b) Quappelle-t-on point critique pour optimisation de A sous contraintes d’égalités linéaires
n(X)=
.gp(X) = bp
i
Soit f la fonction définie sur R® par Flag o ug) = Zuf.

i
2. Soit xq,..., 2, des réels donnds non Lous égaux, de moyenne F = — E Ty
n i=1
1 = Iy — T
On pose : s* = = (a; — %)% ct pour tout i € [1,n] :ay = = .
n ’ 7§
§=1

a) Montrer que s? est strictement positif.
b} Exprimer en fonction de s2. le minimum global de la fonction ¢ :  — floy — .. . 2 — t).
¢) Boit p et # deux réels donnés.
I\Iontr?r qu'il n ‘existe qu'un seul paint critique «* = (ul, -y Uy} pour Foptimisation de f sous les contraintes
Zut =pet Z wytg = f, donné par - i € [1,nf, vl = & + (#—pT) oy
7t
i=1

3. Soit n variables aléatoires Y7, ..., Y, discrétes, mutuellement, indépendantes, admettant des moments d ordre
Lel 2 telles que, pour lout 7 € [1,n], F(Y;) = ax; + b et V(Y-) =1, ot ¢ et b sonl des paramétres réels.

Om considére les variables aléatoires de la [orine A Zi’ Y5, oll (ri)1¢ign €56 un élément de B indépendant

=1
de ¢ et de b (mals qui peul dépendre de 21, ..., )

a) Tronver, parmi les variables aléatoires 4L qui vérifient pour tout (a,b) € R, E(Am = a, celles qui ont la
plus petite variance.
Proposer une mterprétation de ce résultal en terme dlestimation du parametre q.

b} Enoncer et démontrer un résultat similaive pour le paramétre b,
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20 0
Seit f I'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique B = (¢1,eg,e3) est M =1 3 -2
11 0

—

- Montrer que [—idgs esl un projecteur.
2. Quelles sont les valenrs propres de f 7
3. Combien existe-t-il de droites vectorielles de B? stables par f 7

4. Combien existe-t-il de plans vectoriels de B* stables par § 7



Exercice principal § 61

1. Question de conrs @ Densité de la somme de deux variables aléatoires & densité indépendantes.

2. Soit U et V deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q. A, P}, indépendantes et
suivant la loi uniforme sur le segment [0, 1].

Déterminer une densité g de IV + V. Donner Pallure du graphe de g.

On note £ Pespace veetoriel réel dos fonetions contines sur R.

Pour tout élément f € &€, on note T(f) I'application de R dans R définie par -

v+ !

Ve e R, T(f)(z) =/ lz_f'(e‘.)dt.
z

e

3. Montrer que Papplication I" qui, & tout f € £ associe T(f). est un endomorphisme de £.

4. Montrer que si un élément [ € & est une densité de probabilité, alors T(f) est également une densité de
probabilité.

5. Soit m € N* et R,[X] I'espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur on égal a n,
identifiés & des fonctions polyndmes.

a) Montrer que la restriction de 1" & R, [X] défnit un endomorphisme T, de R, [X].

b) Lendomorphisme T, est-il bijectif 7 Est-il diagonalisable ?

6. L'endomorphisme T est-il injectif 7 Kst-i} surjectif ?
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Pour tout entier 2 2 1, on pose : w, =Inn+aln{n+ 1) +bln(n + 2).
1. Déterminer les réels o et & pour que la série de lerme génédral u,, soil. convergeute.

2, Caleuler alors Ba sonune de cotte série.



Exercice principal S 75

1. Question de cours : Théortne de d'Alembert-Ganss. Application & la factorisation de polynémes dans R{X]
et dans C[X].

2. Soit. ¢, b et ¢ des réels ot T le trinéme T{X) = aX? + bX +c. On note 77 et T" respectivernent, les dérivées
premiére ek seconde de la fonction T,

a) Donner une condition nécessaire et suflisante portant sur les réels a, b el ¢ pour que, pour tout * € R, on
ait : Tz} = 0.

b) On suppose que T posstde deux racines réelles distinetes. Déduire de la question précédente que :

veeR T()T(x) < (T (z).

Dans la suite de I'exercice, on note 1 entier supéricur ou égal & 2 et P un polynoéme de R[X] de degré n
avanl 1 racines réelles distinctes.
In
On pose : P(X) = Z axX*. On note P’ ct P respeetivemnent, les dérivées premitre ot seconde de P.
k=0
3. Montrer que P’ pousséde (n — 1} raciues réelles distinetes.

(o

4.a) Montrer que la fonction z — S
P(«)

b) En déduire que pour tout x € B, on a : P(a)P"(x) < (P)2(z).

ext décroissante sur chaque intervalle de son ensemble de définition.

3. A Laide des questious précédentes, établiv pour tout k € 0,7 — 2], I'inégalité : ax tpqn < “‘ﬁﬂ'
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Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un cspace probabilisé (2, 4, P), & valeurs dans N telles que
a
(i+i+10

Déterminer le réel a. Les variables aléatoires X ct Y sont-elles indépendantes ?

Vii.j) e N P(X =iny =j]) =

[l ]



Exercice principal S 91

1. Question de cours : Soil n € N*. On rappelle que R, [T] est 'ensemble des polyndmes A coefficients réels de
degré inférieur ou égal & n. Qne peut-ou dire d’un polynéme de R,[T] qui admet plus de » racines ?

2. On confond vecieur de B™ ¢t matrice-colonne de My (B). Soit 23,22, ..., 2, » réels tous distincts.

1wy ad o 2t

_ toowy xf -o apl &

On considére la matrice A4 = CSoit U = : un vecteur de R™ tel que AU = {.
1 L1 ..‘ :::i ﬂ'
R T A o

a} Montrer gue le polynéme (H7) = Z o T est mul.
=1
b) En déduire que la matrice 4 est inversible.

3. Dans cette question, X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q; A, P}, suivant
des lois de Bernoulli de parametres respectifs p el ' (0 < p < L et 0 < p’ < 1) et telles que la covariance de X
el ¥ est nulle,

Mortrer que A et ¥ sont indépendantes.

4. Soit (X.Y") un couple de variables aléatoires réelles discrétes finies définies sur (Q,A, P}, et soit 7 et m deux
entiers supérieurs ou égaux a 2.

On suppose que X () = {w, wo, ... en} et YO = {y,va,. ... ym }-

On pose pour tout 4 € {1, n] et tout j € [1,m] -

»m= P{X = J"?'J-. QJ' = ch(}f = gj) Tr'é,j o= P((}( = i[,'.x') M (Y = yJ)) et {J_,;:J' = My4 — qu;
Un suppose que pour tout 7 € [1.n — 1] et toul & € {1,7n — 1], la covariance de X" et Y* est nulle.

a) Soit k € [1,m — 1]. Montrer que pour tout i € [1,n], on a : Zéi‘_jyf = ().
i=!
b} Eu dédnire que X et Y osont inddpendantes.
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"
Soit o un réel donné, Pour toul entier n 2 1, on pose : wu, = g
k=1

1
(.n + k)u .
1. Ftudier suivant les valeurs de ¢, la convergence de la suitce {(#n)nz1. Bn cas de convergence, on précisera la
limite de la suite (i )z
2. Etudier la nature de lo série de terme géoéral u,.

3. Soit i un réel vériiant |#} < 1. Etudier suivant les valeurs du réel o, la convergence de la série de terme
edndral w,ah.



Exercice principal 8§ 93

L. Question de cours : Formule de Pespérance totale pour une variable aléatoire diserdte X et un systéme complet
d'événements (A, )neme . On note E{X/A,,) I'espérance de X pour la probahilité conditionnelie Py, .

On lance indéfinient nn dé équilibré et, powr tout n € N*, on note X, le numéro sorti an n-iéme tirage.
Les variables aléatoires X, définios sur un espace probabilisé (SZ., A, P), sont done supposées indépendantes et
de méme loi uniforme sy [1, 6].

Pour towt 4 € [1,6], on note T; le tewps d'attente de la sortie du munéro 1.

2.a) Donner la loi de 77 ainsi que son espérance et sa variance.

Iy) Trouver 'cspérance dos variables aléatoires Inf(7y, Ts) et Sup(Ty, 7).

3. Jnsiifier Nexistence de la covariance de 73 et de Ts, que l'on notera Cov(T3,Ts).

4.a) Btablir, pour tout i € [2,6], la relation : E(Ty/[X, =4} =T.

b Montrer que pour tout 4 € [3,6], on a EMD/AX =) = E((1+T)(1 + T2)).

¢} Caleuler £(1)T3).

d} ln déduire Cov(Ty, T3} alnsi que le cooflicient de corrélation lindaire de T7 et Th.

S.a} Trouver un réel o tel que les variables aléatoires T et Ty + a7 | soient non corrélées.

b) Caleuler espérance conditionnelle £(Ty + oy /[Ty = 1]).

¢} Les variables aléatoives T ot T4 + af sont-etles indépendantes 7
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kil
- . . PP q 42
Soit (i Jper la suile définie par : ¥Vn e N, w, = (tanz) .
0
1. Montrer que la suile (u,),eq est convergente.

2.0 Calenler w,_o 4+ u,,.

b) En déduire la limite de la suile (w,),ex el un équivalent de 1, lorsque n tend vers +oc.



Exercice principal S 94

1. Question de cours @ a) Convergence dos séries de Ricmann.

+ o
1}y Etablir I'encadrement strict suivant : 1 < Z 22 < 2.
k=1

Soit #» € N*. On note 7 lo nombre complexe de module 1 et d’argument /2. Pour tout k € [1,n], on pose :
ko _ COSE

T = S Ou rappelle que pour tout = €]0. 7/2[, cotan x =
T+ .

sing’
. . . cotany + 4
2.1} Montrer que pour toul z €]0.7/2[, ona : €% = ——————,
: cotanx — 2
b) En déduire que pour tout & € {1, 7], (cotanay, + £)27F1 est un nombre réel.
T
. . . ' 2n+1 _

3. Soit B, le polynéme de R[X] défini par : B (X)) = Z(—l)’”(2 _ 1)X“ P,
p=0 L

a) Préciser le degré de [, alns] que son ternie de plus haut degré.

b} Pour tout £ € R, déterminer (sous forme de somme) la partic imaginaire de (¢ + ). En déduire que pour

toul k € [1,n]. cotan®x;, cst une racine de I, et donner une factorisation de P, {X) sous la forme d'un produit

de mondmes.
T

¢} Ftablir Ia formule : Z cotan’ry = %
b=t "

. . 1
4.a) Montrer que pour tout v €]0.7/2(, on a: cotan®u < —5 <1+ cotan®u.

2
=1 72
4 . - . o] e - v - - = J_
I} Déduire des résultats précédents que 2 Pl

Exercice sans préparation 5 94

Soil. {€1, }z1 mue suite de variables aléatoires indépendantes, définics sur Je meme espace probabilisé (S!, A, P)
et de méme loi uniforme sur [0, 1].
Soit N une variable aléatoire définie sur £2. indépendante de la suite (U, )}nz1. suivant une loi binomiale B(n, p}
(nzlet0<p<l).
: Uy s [N =10] estréalisé
n pose : M, =max{L, Uz, ..., U et 1), = Ty : L.
On pos o = max(Uy, Uy  Un) et T {.-”L-'fk si [N = k] est réalisé

Ftudier la convergence cn loi de la suite de variables aléatoires (T}, )y 1.



Exercice principal 8 101

Dans tout Pexercice, n désigne un entier supéricur ou égal & 2 ot on munit Vespace vectoriel My, 1 (R) du produit
scalaire usuel déiini par {X, Y} = 'XY.

On note :

* {/ la matrice-colonne de M., 1(R) dont tous les coefficients sont dgaux a 1;

* V, l'ensemble des matrices A € M, (R) telles que I/ soit un vecteur propre de A et de A
* W, l'ensemble des ratrices A = (a; j)14: 500 do M, (R) telles que Vi > 2, ay; = i, = 0.

On admel sans démonstralion que V,, et W, sont des sous-espaces vectoriels de M, (R,
L. Question de cours : Définilion et propriétés de I'orthogonal d'un sous-espace vectoriel d’un espace enclidien.
2. Péterminer la dimension de W,,.

3. 50il A € V,,. On note A {respectivement u) la valeur propre de A (resp. de *A) associée au vecteur propre V.
Exprimer la somnne de tous los coelliciouts de 4 en fonction de A, Comparer A et g

4.a] Déterminer Vo ainsi que sa dimension.

b} Moniver que pour tout (a, b, ¢, d, ¢) € B, il existe une unique malrice A = (@, ;)1¢; <5 de Vi telle

qued; =a a1z =0 a1y~ ¢ dz.1 = d el az o = e. Bn déduire la dimension de Vs.

5. B0t P = (py j )15, 5¢n une matrice orthogonale de M, (R) dont la premitre colonne est dgale & %U.

Powr j € {1, ], on note C; la j-ieme colonne de P. Soit A € M (R).

al Jusiifier Pexistence d'une telle matrice P,

b} Moutrer que la matrice B = "PAP a powr terme pénéral b 5 = (Ch, ACY).

¢) En déduire que 4 € V, si ot senlenent si PAP € W,,.

d) En déduire In dimension de V,.

Exercice sans préparation S 101

Soit 1y € N7, 1o € N7 et p €,0, 1. On considére deux variables aléatoires indépendantes X| et X, définies sur
un espace probabilisé (§2, A4, P} : X suit la loi binomiale de paramdtres (ry, p) et Xs suit la loi hinomiale de
parameétees (ny, p).

L. Soit n € (X1 + X2)(2). Déterminer la loi conditionnelle de X, sachant I'événement. | X1 + X2 =n).
2. Calculer Fespérance condittonnelle E(X, /X, + X, = n).



Exercice principal § 104

Toutes les variables aléatoires de cet excreice sont & densité et définics sur un mérme « cspace probabilisé (2, A, P).
Sous réserve d'existence, on note E{X) V'espérance d’une variable aléatoire X

1. Question de cowrs : Rappeler la définition du rang d'une matrice. Quelle est, selon les valeurs des réels a, b,

. a by,
oot d le rang de la matrice ( d) !
¢

Daus tout Uexercice, X, Y el Z sont trois variables aléatoires ayant des moments d'ordre 2.

Ou admet que chacune des variables aléatoires XY, XZ et YZ admet une espérance et on suppose que la
condition suivaute est vérifide : E(X2)E(Y?) — (F(XY ) #0,

Pour tout (&, y} € RB?, on pose @ f{e. y) E( —zX - yY)? )

2.2) Elablir les indgalités strictes : E(X?) > 0el E{Y?) >0,

b} Montrer gue pour tout couple (&, ¥) € (R*)?, on a b((.LX +y¥Y)?) > 0.

3.a) Moutrer que la fonction f est de classe C' sur R? et qu'clle admet un unique point eritique (o, yo).
b) Montrer que pour tout couple (i, %) € B2, on a - E( — o X — ¥ HaX + yY)) =40.

¢) Eu déduire I'égalité : £((Z - 2X — y¥)?) = B((Z — 20X — 5oV)?) + E([(z — 20)X — (50 — y)Y]? ).
d} Etndier les extremums de T

4. Duns cette question, on suppose que X et Y sont indépendantes et suivent toutes les deux la loi uniforme
sur Uintervalle {0, 1] et on pose Z = X2,

Déterminer Pensemble des couples (g, yg) pour lesquels E((Z - aX - yY'}?) est minimale.

(on admet gue Ie résultat relatif & Pespérance d’un produit de variables aléatoires discrotes indépendantes
s appligue au cas ot les deux variables aléatoires sont & densité)
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Soit Af une matrice de My(B) non nulle telle que M2 = 0.

001
Montrer que M est semblable & la matrice A =10 0 0
00

10



Exercice principal § 110

Soit £ un espace veetoriel de dimension finie n 2 2 sur B, Soit f un cndomorphisme de & pour lequel il existe

un entier m 2z 2. des endomorphismes py, pa.. .., Pm ton nuls de £ et m réels distinets Ay, As. ..., Ay, tels gue

T
pour Loul entier k € N, on a: f* = Z x\f’pi, ot f¥ = fo fo...of On noteid 'endomorphisme identité de K.
.

i=

& fols
L. Question de cours © Enoncer une condition nécessaire et suffisante de dirgunalisabilité d une matrice.

2. Soit 7 un polynéome de R[X]. Exprimer P(f) en fonction des P{A;) et des p; pour i € [1,m].
3. Suit € le polyndme de R|X] défini par Q{X) = H(X — A;). Caleuler Q(f).
i=1
Qu'en déduit-on quant aux valeurs propres de f?
(X — A

4. Pour vout k € [1,m], on pose : Ly{X) = H (/-\-—)\)
kA

iz [1m]

Caleuler Ly.(f}. En déduire que Tin{p) C Ker(f — Ay id} ainsi que Fensemble des valeurs propres de f.

A

5. Montrer que [ est diagonalisable.

0 siij

6. Véritier que pour tout couple {i.7) € [Lum]®, ona:pop; = { pi siiei

7. Soll # le sous-espace vectoriel de L{£) (ensewble des endomorphismes de £} engendré par (py,p2. ..., P ).

Déterminer la dimension de F.
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sSuit (X, )ner une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi normale centrée réduite, et soit un
nombre réel # £ 0. Onpose : Yo =Xy et Ynz2 1, ¥, =8, + X,

1. Déterminer pour toul n € I¥%, 1a loi de V..

2. Caleuler pour tonl. h e N*, Cov(Y,.¥.11 ).

11



Exercice principal S 112

1. Question de cours : Fnoneer le {héoréme du prolongement de la dérivée,
On cherche les fonctions f définies sur R, a valeurs réelles, telles gue
2 .
YeeR (f'(a) —2f()f"(@) =0 (E)
2. Boit {e.b) wu couple de réels ot f la fouction définie sur R, & valeurs réelles, teHe que :
g .
ers sixz0
fla) = ,

but siz <0

Quelle condition doivent satisfaire « et & pour que la fonetion [ vérifie pour tout € R la relation (E) 7

3.a) Moutrer que si une fonction polynomiale non nulle f vérifie (£). son degré est nécessairement égal

Al an 2

b} Déterminer sous forme lactorisée, les fonctions polynomiales qui vérifient pour tout ¢ € R la relatiou (E).
4. Soit I nnintervalle de B et f une fouction déAnie sur I & valenrs réelles.

On suppose que f vérifie les condilions {€) suivantes :

* la dérivée ' ne sannule pas sur T ;

s la velation (E) est vérifiée pour toul & & 7.

. (i . . .
&) On pose pour toul « € I : g{z) = (—j((_))jj Calculer pour tout x € 1, la dérivée ¢'(x) au point .
e

b} Etablir l'existence dune constante réelle & stricternent positive telle que pour tout x € [, la dérivée de /f(x)

sult epale § —.

¢} bin «déduire que toutes les fonetions f qui vérifient les conditions (C) sont de la forme : f{z) = alx — r)?,
avee o # Det r g 1

Exercice sans préparation S 112

On tire avee remise une boule d'uue urne contenant » boules numérotées. On note X }a variable aléatoire égale
au urméro du tirage oft pour la premieére fois, chaque boule & été tirde au moins nne fois.

Calender Uespdrance de X et en trouver un équivalent quand n tend vers +oc,



Exercice principal § 113

Soil £ un espace euelidien muni du produit scalaire canonique {, ) et de la norme associée il
Soit p et v deux projectewrs orthogonaux distinets de E. On note id I'endomorphisme identité de E.

L. Question de cours : Définition ot propriéiés d'un projectenr orthogonal.

2. Dans ceble question uniquement, on suppose que p et r comrnitent,

a) Monirer gque por cst un projecteur orthogonal.

b} Dans le cas ol por est non nul, déterminer ses valeurs propres.

¢) Monirer que Ker(p o r) = Ker(p) + Ker(r) et lm{por) = Im(p) N lra(r).

3. Soit @ un vecteur propre de p o r associé & la valeur propre A,

&) Dans le cas olt A # 0, montrer que = € Ker(p — id) et (r(z) — Ax) € Kex(p).
b} Calenler {w, v} — Ar}. bn déduire Uencadrement ; 0 <€ A < 1.

4. Ou suppose que Pensemble des valeurs propres de po r est inclus dans {0,1}.
On pose p1 = p. pz = id — p et pour tout (4,7) € {1,2}, on pose a; ; =p;cro Dy
aj Calewder @11 + @1 2. @y +agg et aya0ay1 — (id—por)o a1

L} Montrer que 4y est diagonalisable.

¢} Moutrer que p ot 7 commulent.

Exercice sans préparation § 113

Soil & un enseinble de variables aléatoires discrétes contrées définies sur un méme espace probabilisé et admettant
une variance.

L. Justifier Fexistence de Vo = inl{V(X): X € £}

1
2. Om suppose que pour tont (X, X3) € £2, on a E(Xl +Xale &,

Soit (X7, Xy} € £2 avee V(X)) = V(X3z) = V. Moutrer que X, = X, presque slirement.
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Exercice prineipal S 116

1. Question de conrs @ Définition of propriétés de la fonetion de répartition d’une variable aléatoire & densité,

Soit {X,, ), ene une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (£2,.A, P} et de
méme loi uniforme sur Uintervalle ]0, 11, On note F la fonction de répartition de X,
s
On posc pour tout n € N*, 7, = H X et pour tout k € [Ln], Vi = —In X
b=
2.a) Calenler pour loui. s € N, BE(Z5).
by Quelle est la lol de ¥ 7

¢} K déduire la loi de T, = > Yi.
k=1

d) Déterminer une densité fz, de la variable aléatoire Z,,.

“n

3. Soit. ¥ un enticer naturel et = €]0,1].

a) Fiablir la convergence de 'imégrale / [— In t)"l dt.
a

b) A I'aide du changement de variable y = —Int dont on justifiera la validité, montrer que U'on a :
1t " (-Inz)*
il W ey =
il _]"zy e "dy zxg T

¢} b déduire la fonction de répartition #3, de Z,.

4. Iiadier la convergenee en lol de la suite de variables aléatoires (2, Jpep--

Exercice sans préparation S 116

Soil 1 € N7 ot soit A = (6; )14 2 o matrice de M (R) définic par @ a; 5 = 1 sl ¢ # § et a;; > 1 pour tout
ie [Lon]
1. Montrer que pour tout X € B non nul, on a : X AX > 0.

2. Justifier que 4 est diagonalisable el inversible.
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