Sujet S 1 - Exercice

1) Question de cours : Donner une condition nécessaire et Sufﬁsante pour gu'une suite
réelle décroissante soit convergente,

Soit 7 un entier de N, et M, la matrice de .#,(R) définie par :

11 1
10 i}
‘Mp=|0 1 0
0 ... ¢ .1 0

2) a) Montrer que le réel a est valeur propre de M, si et seulement si le polynéme
P,(X) =X"-X""1 -X"?— —1admet 4 pour racine.
b) Déterminer alors le sous-espace propre associé a a.
3) a} Montrer que pout tout entier ksupérieurouégala 2, le polynome Py admet une  unique
. racine dans l'intervalle }1, +co[; on la note ay. :
b) Etablir la convergence de la suite (a) . Déterminer sa limite.
4) a) Montrer que, pour tout p de N*, le polynéme Py, admet une racine unigue dans R™";
onlanote by,.
* b) FEtablirla decrozssan(,e puis la Convergence de la suite (bp)pen+ €1 détermmt;r sa limite
£,
¢} Déterminer un équivalent simple de la suite (b, —€) pe-. -
~ 5) a) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles la matrice M,, est diagonalisable dans
- M (R).
b) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles la matrice M,, est d1ag0nahsab]e dans
Mn(C).

Sujet S 1 - Exercice sans préparation

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, 47, P) de loi uniforme

sur le segment [0, 1]. '
Soit £ un entier supérieur ou égal & 2. Soit (X, X3, ..., X,,) un n-échantillon i.i.d. de la loi de-
1) Déterminer une densité de Y = —max(X;,Xy,..., X}, pour tout k de [1, 72— 1].

2) Endéduire P (X, =X;1n - -n[X,=X,,1D.
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Question 1 HEC 2010

Soit X une variable aléatoire réelle délinie sur un espace probabilisé (€, A, 1°) de loi uniforme sur le segment [0, 1].
Soit 7 un entier supérieur ou égal 4 2. Soit (X, X3, ..., Xn) un n-échantillon i.i.d. de la loi de X.

Q1. Déterminer une densité de Y3 = — Max(X, Xa,..., X4), pour tout k dans [3,n — 1].

Q2. En déduire P({X,, 2 X3} n---n{{X, = X1 }).
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Sujet S 2 - Exercice

Soit punréel donné de]0,1{. Onpose g=1-p.

On considére un couple (U, T) de variables aléatoires discrétes définies sur un espace proba-
bilisé (2, &7, P), dontla loi de probabilité est donnée par : pour tout entier n = 2, pout tout
teZ,

2 n-2

P(U=n]n[T= _{ p°g silt| < n-2etsin,|tl de méme parité

sinon.

1) Question de cours : Loi d'un couple de variables aléatoires discrétes. Lois marginales, lois

conditionnel}es.

jo v

2) Vérifier que Z’ Z pzqn—z =1
n=2 =2

n, 1 de mime pariid

3) a) Déterminer la loi marginale de U. _
b) En distinguant les trois cas t =0, ¢ > 0 et £ < 0, monirer que la loi marginale de U est
donnée par:
pq' i
pourtout t € Z, r:’([T =tf]) = g
¢} Calculer 'FfT ).
4) Soit 7 un entier supérieur ou égal a 2.
a) Déterminer la loi conditionnelle de T sachant [U = n].
b} Calculer 'espérance conditionnelle E(T/U = n) de T sachant [U = n].
5) a) Justifier 'existence de E(U) et de E(UT). Calculer Cov(U, T).

b) Les variables aléatoires U et T sont-elles indépendantes ?

Sujet S 2 - Exercice sans préparation

Soit f ]'apphéation définie sur R[X] par:
WPERIX], FP)=3XP+K2-X)P' - & ~X3) P,

ou P’ et P” désigrient les dérivées premigre et seconde de P.

1) Montrer que f est un endomorphisme de R[X]’.
2) Déterminer f &xX*)(k e N). Que peut-on dire du degré de f(X*)?
3) fest-elle injective ? surjective ?

4} a) Déterminer n € N tel que R,iX] soit stable par f (R, X1 est le R-espace vectoriel des -
polyndmes réels de degré < n).
b} nétant ainsi choisi, soit ¢ I'endomorphisme induit par f sur Ry X1,
& est-il diagonalisable 2 '
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Question 2 HEC 2010

Soit f 1" application définie sur R[X] par:VP € R[X], f(P) = 3XP + (X2 - X)P' — (X° — X?)P" ol P'al. P”
désignent les dérivées premicre et seconde de .

Q1. Montrer que f est un endomorphisme de R[X].

Q2. Déterminer f(X*) (k € N}, Que peut-on dire du degré de f(XF)?
Q3. f cst injective 7 surjective 7

Q4. a) Déterminer n dans N tel que Ry[X] soit stable par f.

b) n étant ainsi choisi, soit ¢ I’endomorphisme induit par f sur R,[X j. ¢ cst-il diagonalisable ?
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HEC Q20 40 S 3

Sujet S 3 - Exercice

-Soit a, b, ¢, & quatre nombres réels tels que a # b et f 'application de R{X] dans R[X] définie

par: N
fE=X-aX-HP +aX-c)P

1} Question de cours : Equations différentielles B (x) = hix) g(x).

2) Montrer que f est un endomorphisme de R[X].

3) Pour tout # € N, on désigne par R,[X] I'espace vectoriel des polynémes réels de de-
gré < n (en attribuant au polyndme nul le degré —co). Déterminer une condition né-
cessaire et suffisante sur a,b,c,a,n pour que R, [X] soit stable par f, c'est-a-dire que
FRXD e RuXI. '
Dans toute la suite du probléme, on suppose cette condition réalisée et on note fn Pen-
domorphisme induit par f sur R, [X].

4) Soit A un reel. _

a) Trouver deux réels A et B indépendants de x, qu'on exprimera en fonction de
n,a, b, c, A, tels que

Ve lab) nx—nc+X '_ A + B
TV (x—a)(x-b) x-a x-b

b) Donner toutes les valeurs de A telles que (x — &) (x — )" soitun polynome de R,[X]. .
5) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de f,.
fn est-il diagonalisable? f), est-il bijectif? -

Sujet § 3 - Exercice sans préparation

1) Soit 7 un entier strictement supérieur 4 3. .

n personnes jouent a pile ou face avec une piece équlhbree et de fagon indépendante.
Lexpérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, «,P) qu’on précisera,

Quetle est la probabilité qu'une personne exactement obtienne un résultat différent des
n— 1 autres personnes {événement noté A) ?

2) Unj jeu consiste a réitérer I'expérience précédente (appelée ' paltle") jusqu’a la réalisation
de A. On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, o7, P).
Soit X Ja variable aléatoire a valeurs entiéres désignant le nombre de parties jouses si le
jeu s’arréte et prenant la valeur 0 sinon. Donner la loi de X, son espérance et sa variance.
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Question 3 HEC 2010

Q1. Soit n un entier strictement supérieur a 3.

n personnes jouent & pile ou face avee une pidee équilibrée et de facon indépendante. L’expérience est modélisée par
un espace probabilisé (€2, 4, P) que ’on précisera.

Quelle est la probabilité qu'une personne cxactement obtienne un résultat dlfferent des 7 — 1 autres personnes
(6véncment noté A) 7

Q2. Un jeu consiste a réitdrer expéricnce précédente (appelée ”partie”) jusqu’a la réalisation de 4. On suppose que
cefte expéricnce est modélisée par un espace probabilisé (03, A, P). '

Soit X la variable aléatoire & valeurs entieres désignant le nombre de parties jouées si le jeu s’arréte et prenant la
valeur O sinon. Donner la loi de X, son espérance ¢t sa variance. '
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HeC 2040 S 4

Sujet S 4 - Exercice

Soit n un entier supérieur cu égal & 2. On note E l'espace vectoriel réel des polyndmes a
coetficients réejs de degré inférieur ou égal a n.

SiP <L, onnote u(P} le polyndime Q tel que, pour tout x réel, Q(x) =P(x+ 1).

1) Question de cours : Définition ct propriétés d'une matrice inversible.
2) a) Montrer que u définitun endomorphisme de E.
b} Déterminer la matrice A de :¢ dans la base canonique de E.
Justifier I'existence de A~ etla calouler,
c¢) Déterminer A°.
d) Lendomorphisme u est-il diagonalisable?

3) a) Déterminer, selon les valeurs du rée] q, tous les polynomes P de E tels que pour tout x
réel,
Plx+1)+aP(x)=0
b} Déterminer, selon les valeurs des réels a et b, tous les polyndmes P de E tels que pour

tout x réel,
Pix+2)+aP(x+ 1)+ bP(x) =0

4} Onnote d = u —1dg, o1 Id); désigne Vendomorphisme identité de E.
a) Déterminer Iind. Que vaut 412 (4”7 désigne 'endomorphisme dodo---od lalettre
d étant répétée n + 1 fois).
b) En déduire I'existence de {ag,...,a,) € R™! tels que, pour tout P appartenant 2 E et
tout x réel, )
Pix+n+1)=) aPlx+k)
k=0
" ¢) SiPeE, onpose s(P)=X.dP). Montrer qu'on définit ainsi un endomorphisme de E.
Cet endomorphisme s esi-il diagonalisable?

Sujet S 4 - Exercice sans préparation
1) Montrer qu'il existe un réel ¢ pour lequel la fonction f définic pax:

c
YxeR, flx)= —
2 1+ x?
est une densité de probabilité.
2} Une variable aléatoire réelle ayant une telle densité posséde-t-elle une espérance?
3) Montrer que si X est une variable aléatoire réelle de densité f, X et 1/X ont méme loi.



B

HEL 20490 8§ (orvection de Uexeveice |

Q1) ACTRI.
o Aatudeiid sl FAEN (k) AA-NA:T,

o & Rabussaide , FUA€NK], AA'-A'A S Ta . Alab Caltucds B e wde A

&

o Yo wiedion et ad} Cepudals

(5 BeY s enia
fi"i SHCO Ge) AA'zR'AZT,
iy FRERUK), Af-T,
i) 3 ALE R ki, B,
ivy ¥X€ i, UK, AK0 o, (KT 5 x:o““”(‘-&,)

g

x) A ccbmal we v dals de 8@.@%—
b e cide .

V) Hre R, UX) IXEN, () AR=Y
Vi) VY €M Ukl 30K €0, Gkl ARSY
vity A ab i sedido o e ot

iy L%ﬁw
CRY el i dkess Logue da B

§i Aet b ook dayomala hueuciles de T 0r), AB6T wenla & (1788

Atak ewenide B (A7 A

Y

« R MY B £l E.’:‘&ﬁ ?ﬁ ¢ ,-_»?9: ‘;ﬁ &" fﬂ;\! ¥ &ﬁai

o & hatubadde , tat wondds o (417 e

jae , A el v Cidla el v komerh

- m&%“uﬁ& Al e wody,

8 Be (8 2)en, (), Ak venide mt drudeuet i ad-bot o

S¢ td-be o, Aet vwenib, & AL (d «5).
Gd-he \-« ¢



. N‘Md.qum VPCE w(e)- ?Cm:ﬂ
al u&\w.w"&ttdi&.daédw&

o VACIR, V(P,Q) €B", WUAPHQ L=(ANG) (K+1)h P(X+ 11 P(xt1) = AUCR IS 4(G)
watbndadie.
wet e edmoapiine de & .
b VEEBond, ula®)(a 3 ) z_( ) xe

Sovk ﬁﬂo:,ﬂ@a&ah{cg d U daue € bane camadque B K. X% de g

L ) - | . fdet v
%nkﬂiﬂéi ‘E&' VU)j,GW;\HE a:,é‘ = t‘»i) . ‘6‘)
' 0 dwo.

ﬁa*W&W} e ;saf&im e et s & denaksda ﬁadf&%&aﬁb oF
éam'yo& 4. Peal Spd =4 Gaceue&mw@umywsm!i o G

Palsubniiie . oCimoos A

Vi B's U, (v, (W01, G 11*) e de. onithe, d' Helads & wa. s of

te e Qs {ddvnic . B'ghducun {wille Ghe de cacdaod weq o
& .i.a.uu“dé AWBul o wd, Aas @'l wu o da g
Hobme ollon que Aab o ndhio da pumase de 82§

iRne  Alatle wShiwan ?@é&%m gy ¥
; \ e
G VRE Jo,w§, K4 (xta-u, im {;hu (xq:l)
2o
L ‘ﬂa.g%_;’, én: “ op e
QW( h - {\ll(‘ ,Wﬂ. {(( jé ﬁi’uﬁgﬁ Q":lj ﬁgiiq (-’B fh ('S(k '

{oaﬁm

Vi wWikee q&mmﬁi‘mm@”&ﬁﬁaw&i E ft af wotudide. .
Wz, wlPGralics Pz P . Mo ¥oe e, pa = ul®).

Weﬁ u"‘(?f < P(x-3}-

-umm——mm:uw..._




o=

PRV 2 T - ¥ ‘e’;& ,_vA‘-?\.~ s ) - )
Ve dou d, “"“‘"‘“"i‘:e{; (FJEit e R Comma B7'- Ng )

Al l.UE,;} (1 Y & ﬂ‘t‘,)é ii,kﬂﬂ Q‘N

<) Atattamalite devou dowmiB.
VeEE, Wou it mom»i~ Pmc;

) . -€
vie To, v s, (um)(xﬁ- (‘Mc] 2__ (:‘ %i

€zo :. >

AL RN . L Y
i,x,.)% Y

ARG ﬁé,: { b ) WK vc‘n, Q’(r't,u-“ J
= : ) DU &

m"ﬂw

?(!

4} Mpdtor que hatlin gdade gutéim | m’tw s &
@{WQ 1. Mas Sy A=t} dac Spu=isl
Spporour Wuarwa%&aﬁﬂd% Moo & - SEMGa, 3] K& (0-Tdy).

omak &c.am:;.o

%Q(. u‘:&‘ OJ‘(E‘ . ‘{,’ada
and. Mar X¢E o Kotk = X+l

@ ay Rnnélau Yque S s {4,

Rwai wem-m’ Ke (u-ATdg = 10l

Savack, Sot PéR,

VA€ R-A-1}, Ke Lusd2dg | =A0g b

PUktI) ¢ 0 PRI =0, <2 W(PItQP =0y e {ue aTde Y (Pizogéd PEKEuyaTdg)-

1@{ap... Q@3. Ao fanbra PlKiz 0 < Pz O

«.Jse aad o POAHIY G FRiz0g & Pkt = TiK)z0g < P(’xﬂi-vmi

TS SITE RS (V. VEL FRRVERT § 31 2




P

= Suppvar que W(Plz . |
W PeFrwatad alos PeIRy K3

1% .. degs 2, 3. Moo £ aduek o wows W tattae X dasy ©.
WP P, P(XK43)= C(KI. Abud Pld4): P(d)=o .

Wt‘fiﬁ%agﬁgp& dowe W, Pliin) z0.

S Miéﬁtk’&wc‘ﬁ.@_ o (Db ds b dog P 4 .

wclomal ot PE w(P)-P: PeifoTxy.
> B pocueondl 20 o gquis P€ 10y T3 SA€R, RCxizA-

A b o Cik, 4 | o Re0XT o Q-
Maii po foud G €1k, 1 Peed Parilvarzog s | U A asd

5 o«
i ‘@es A @,

Fﬂ%ﬁﬁ Wdreg EITRICTIEN S 1P Que SE0(u,5)= 1Ry Tx] . Gt

e g et por st agaciale .

by (e MEIRS  VPCE, PIKvltateks) +b P o W (P) rairfeb P (UWirauihldg j(E)

VPEE, Pat)taRixh)+h £ oy o PEKG LA raut blgy)

toonadive de wleaus bide GF Riaah bl

M que. A ek T, 2l e il e mmﬁdw dut e i
o fimitsine Ak éﬁw & 3, mn!

Mas REva B b T, ab e scla ""'ﬁf&%&m&& mﬁitw 4o @ ‘e s
doga ke B §yash. MEoSe(RteaMibI )4 d4ashf.

Awal Sp@traud bade) 431640,

Mie Ka (Wlrauws bldgj= a0 P dsGtbd .




beog-a e WWraeth Idg z uhosdg 14 (u-3dg = (e Salg) ole-Tdy 4 o -]
Qoﬁg:wgau

Weawapsde = (Ut (d4a)Tdg o (u-Tdy).

SoitPee .
PERA (elis b dg j <o (w4613 ) ((uxd‘)(m"j:oe & {u-Tdg) )€ e (U +1s0iky )

] §t oo o . PP ¢ Y ir oo 7 % ,
QU éappodr s 4 -4 Saea £-2. Al Ke (U (1o0)Tdg j= 40g t -
P Kitdbansh Sde) o (U-3dg j(P) <05 < Peka Luadgj e PERXT .

Blp e Gt ATET | Mrde )4 alxnijs b Poe § = KA.

a’ g“i?‘*wm d4dz .1 th&&:-é . (e, 1+ b =0 ~bsd .
wlpauebIde = (u-3dei elu-idyj -
K 'y uweh3dg = K& ((i-Bde jolu-3dg)) -
B, Pk wlrauiniddel oo - Selg ek (u-Tdg )& WP~ otk
Gk J: APETT WPI- P €1, T3] Solt RS, dupporurgine dog b 2.
Mg JAEWR, WM-Pon. Fige-F 2 Pouu f.w&f’ fy L.

3“‘.0}“1['/ Ql':lé ‘Rrﬁ/ P;,& Qi Ké ﬁi’ﬂ{@ D
=0

X

r , L PR
as Dogtangts Zaw x4 Lo ap Do st

£:0 TN ﬁzé

X it 2 .i"! ra ’ i e € ’:" o “{; ’."f'-";"- . ‘;“h
Jhe Taedy i afs £ (0 Ja¢ dac ¥RE Tnr B, degi(atii-A TER R
[N

'? N - L y - I 9 % e
Wise Ay 0 Sow &eﬁ@;ﬂx Clavijha¥)evean &3l WRe
o

mglg‘ . - S T o it . A [ 5t ]
2. DOkt ASS e pukpas The @gal <A
Rt

%

a8 CIRyix]. Soir P ERy KT T (K BIER’ b= &Xr3.



Wipj-Pe PiMli-%QE(XHH;? oK-3 = €y X3 ; Ped .

Avaitde cnclie ,Wqﬁum' 4ta4bz0 : az-A2 < b4 .

rdogf o dratb fo
Werl bty rablamb b b}« 1 (G ™ draih=o Fag-o
§ ®

g,lﬂ,uu m as-4&F o4

*;;Q,wsm% BeDan D). ARG Txi: divek (i, k) Veck (dlai, daiy -, & (RS-
G dUic0 L JERG (u-Tde) .
V¢ Gﬁt, kd, ARG w(xiy-xC . (xaiil. U ( é

a)
B VT3 1] deg drj=cog.

Koo (dx1dix9,. ci(x‘uwmaafmfﬁ o Simads win wids e, 1Rg,x 3 de

/. {delionds . Blar dac e, JWite &Wine de Cadiad 'ﬁq.u.c &t ta,
distmii de i, Tad, Awiv 0, d1x¢) ) dTx4) ] aF da bosie da IRg, 013

s emnonee
= TR T

Ko dOmg o) = Rie, fxﬁsi'%&iidmwé@ﬁﬂ‘uﬂ. i

BN Pt TndcdUE s AURL XY Wy Tx3, Ind <18, 0x3.

fe Noig - AR af . o 3% il I‘i & Tyii- | w
WM}& Wile & pactu de Que )tiié ﬂ@,n»t]ﬁ,a (lﬁ..li),: '@hék
W AR, (03 = 1R TAS.

w IO Reta-ddgis kad. Mag 47 TR, (hjj d IR Tepj= 10, 5.

PR IR S ' el op

Whi-B
L | %
Ej @R’iei”-"ifmr (U~613£§er L { "} u © VZ&&I ) _

wolgs ':.SJC ol



Pt

! AU E Q,

Aoy %Z H;{il ws oy

0
Wi w-R

: R TIIN 1Y) -l g - " R’
VI O 1S TR Z.,.(( HCTMAR &(@ [ECTIN

— W .
w20 (0 6 “r

K:e
E( u' (Pi=9casl).

Hokag m.‘,u‘ Ve, YPE |

. § 3“‘”:
Mae YPEE, PChvunl: 4™ (p), éin-tg"if“%i atee)- 31({ )”' Pt
=%

"%

"}-”- ZJ*‘M h»é -
Voer, P(Atur) « Lo (g /0 v
Kzo
-
aC 30,4y a1 € ™ ¥PEE, Plrtunis LG PN
'/ I P

2= zezcTmom
epes

ecm: s TS YAt e e
G T o T S T —

&) v VAU que Junds K, TG
Ray Veex, dv) &R, () dee VPEE , SPIzRA(P) € 1Ry (&)

YpeE, sivice . § el appiiaalie. do B dav B -

« VACIK, VA0, 'iéEj STAVEG iz K HAV = X AP (g Axd(PHRD@ A5 1P)+3(Q ) -

Auul $at Weane. -

Fiondk s alu Cdaophine. de |
N "
Si3yz AdMI=0p | S(aj=h (K41 Riz k. Vﬁéﬁé.%b Sa¥je K.,,mcif *‘j x 2 jK‘
ﬁ- (0
VRS Lu iy SN : ; "*K"": i*,,,;x 4 2.( ‘*is"' &xg K‘*'.

-t9

o yomeh de diie ue awue B8 s due G e 8- tm, Sty atbuagedadi e

%T,mm Jt}uz J. éﬂgk@"&m%&w I¥~ G 3,8, M,
B ET (R & A pncda we1 volei, pmpw& dewe o deiy

MM 3?}‘-}‘ 40 3,;, vy
dwta Fee doc Rab @L&‘é?«md& . Bl S e‘w’@%&aﬁ“m '




- | | | ' IF.C. p. 4

Question 4 HEC 2010 |F 2|

Q1. Montrer qwil existe un réel ¢ pour lequel la fonction f définie par: Ve € R, flz) = est une densité de

C
i L+ 2
probabilité.
Q2. Tne variable aléatoire réelle ayant une telle densité posstde-t-clle unc espérance ?

. e . - 1 . .
Q3. Montrer que si X est une variable aléatoire réellc de densité f, X et ¥ onv méme loi.
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Sujet § 5 - Exercice

1) Question de cours : Rappeler la définition d'une série convergente. Démontrer qu'une
série a termes positifs est convergente si et seulement sila suite de ses sommes partielles

~est majorée. Cette équivalence demeure-t-elle valable pour les séries a termes réels de .

signe quelconque ?

2) Soit (itn) pepye €1 (V) pen+ deux suites réelles positives.
Pour tout 7€ N*, on pose :

{ my = min{u,, vsl
M, = maxiu,, v,
Démontrer que, siles séries }_ 1y et ) vy sont convergentes, les séries ) mp et 3> My -
nxzl nzl fx=l =l
+oo +00
le sont aussi, et leurs sommes vérifient: ) i, + ) My, = Z iy, + Z 7
n=1 n=1
P 2
_ i (n+1){(n+2)
3) Onsuppose désormais que, pour tout ne N* : :
; o N
v” - 5”

a) Démontrer que les deux séries > upet ) v, sontconvergentes, et que leurs sommes
n=l1 n=1 ) .
sont égales.

b) Prouver que, pourtoutn =2,0na: vy, < Uy.

4} Soit (Xn)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace pro-
babilisé (Q, s, P), telles que, pour tout n € N7, les éveénements [X,, = uy]} et [X, = v,]

soient des parties complémentaires de Q, de méme probabilité 2

a) Démontrer que, pour tout w € Q, la série Z Xn (w} est convergente et que sa somme
n=l

8 22
Z Xn(w) est comprise entre — et —

15 15°
b) Démontrer que 1 Z Xn' ]5 et Z X, =1|sontdes evenements de plobablhte nulle.
n=1 n=1- :
Sujet S 5.- Exercice sans préparation
0 01
1) LamatriceA=[0 1 0] est-elle diagonali's'able?
0 00 . . : _

2) Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et & un endommphlsme deL tel que ¥ soit
up projecteur de rang égal a 1.

a) Montrer que 0 est valeur propre de uetque u possede au plus une autre valeur propre

égalea+loua-1.

b) Montrer que, si ¥ admet 1 pour valeur propre et n'est pas lui-méme un prolecteur il
existe une base de E dans ldquelle la matrice de u est A.
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Question 5 HEC 2010

: 0 0 1 _
Q1. La matrice A = (0 1 O) cst-elle diagonalisable 7
0 00

Q2. Soit E un K-cspace vectoriel de dimension 3 et u un endomorphisme de E tel que u* soit un projecteur de rang
égal a 1.

a) Montrer que 0 est valeur propre de % et que u posséde une autre valeur Sropm, égale 31 ou a —1.

b) Montrer que si v admet 1 pour valeur propre et n’est pas lui-méme un projecteur, 31 ¢xiste une base de £ dans

lacquelle la matrice de u est A. _ "
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Sujet S 6 - Exercice

1) Question de cours : Rappeler les formules de Taylor-Lagrange (égalité ef inégalité), ainsi
que leurs conditions de validité.

~ 2} Onnote f la fonction définie sur R par:

Flx) = xe 2 six>0
0 sixs(}:

a) Calculer la dérivée a droite de f en 0.

b) Montrer que f est une densité de probabilité.

c) Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, &/, P), admettant f
pour densité. Montrer que X posséde une espérance et une variance, et les caiculer.

3} Soit Xz} nen« une suitc de variables aléatoires définies sur (Q, o, P), indépendantes, de
méme loi, admettant pour densité une fonction g continue sur R, nulie sur | — oo, 0], de
classe C' sur]0,+co| et possédant une dérivée a droite non nulle en 0, égale a c.

a) Justificr le développementlimité, quand x tend vers 0 par valeurs supérieures :
c
P(X;<x))= axz +o(x%)

b} Pour tout entier n = 1, on note Y,, = inf{X1,X,, ..., X,
i) Démontrer que la suite (Y} 4+ converge en probabilité vers 0 quand 7 tend vers
Pinfini. .
it) Trouver une suite {(@,)nen- de nombres réels strictement positifs tels QUe anYsy '
converge en loi vers la variable aléatoire X de la question 2 quand » tend vers 1'infini.

Sujet S 6 - Exercice sans préparation

a b C C i b n a H_
Pour toute matrice M= | " b' ¢’ |de.#3(R), onnote f(M) lamatrice | ¢’ b’ da'|.
' a" b" ¢ _ - e b a

1) Montrer que f est un automorphisme de 'espace vectoriel .#3(R).
2} Trouver les valeurs propres de f, _ _
3) a) Monirer que, pour toute matrice M € .#3(R), le rang de f(M) est égal au rang de M.
b) Cette propriété de préservation du rang est-elle vraie pour tous les automorphismes
de .#5(R)? _ '
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HEC 4040 S1

Sujet S 7

1)
2)

3)

4)

5)

SujetS7 -

- Exercice

Question de cours : Enoncer le théoréme de réduction des matrices symétriques réelles.
Soit A une matrice symétrique réelle d'ordre n > 2, avant pour plus grande valeur propre,
en valeur absolue An,.(A). Montrer que :

<AX, x>

[Amax (V)] = mdx{

, xelR"\{{)}}:max{“” ”” XEIRn\{O}}}.

<X x>

ott || || désigne la norme euclidienne sur R” issue du produit scalaire ¢, }.
Soit‘A et B deux matrices symétriques réelles d’ordre n dont toutes les valeurs propres
sont positives ou nulles. Soit a = 0. On pose :

M={l-0A)(I+aA) ™, N=({I-aB)(I+aB) !

ou I désigne la matrice identité d’ordre #.
Déterminer les valeurs propres des matrices M et N en fonction de celles de A et B. Mon-

_trer en particulier que ces valeurs propres sont toutes réelles et de valeur absolue infé-

rieure ou égalea 1.

On considére la matrice P = MN. Montrer que les valeurs propres complexes de la matrice
P sont toutes de module inférieur ou égai & 1. S

Trouver un exemple en dimension 2 de deux matrices quelconques ayant des valeurs
propres de module inférieur ou égal a 1 et dont le produit ne vérifie pas cette propriété. -

Exercice sans préparation

Soit (X,) =1 Une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, 7, P),
indépendantes et de méme loi. On suppose qu'il existe deuxéels, a >0 et A > 0 tels :

: «
. P(X; > xD i—roo XA

Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,) 5 définic par :

i A
pourtoutn=1, Z,=n rmax(X;,..,X;)

converge en loi vers une loi 2 déterminer.
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Question 7 HEC 2010
Soit (X )nz1 cst une suite de variables aléatoires définies sur un cspaceé probabilisé (Q, 4, I’} indépendantes et de
méune Joi. '

a

~

On suppose qu'il existe deux réels strictement positifs a et A tels que P(X¢> z) _—
z40C g

On pose Vn e N*, Z, = n=% Max(X1, Xo,..., Xa).

Montrer que la suite (Z,),3) converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi
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Sujet S8 -

Exercice .

Soit (Xp,)p=1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(Q, «,P), indépendantes et suivant toute la loi exponentielle de parametre 1,
On délinit la suite de variables al¢atoires (Y,,) ;1 parlarelation :

1)

2)

3)

4}

5)

1
Y1 =X, etVTlEN*,Yn+|:er+_'—_Xn+l-
. n+1l

Question de cours : Définition et propriétés du produit de¢ convolution de 2 densités.
N o]
Reconnaitre laloi de —X,, .-
n

Montrer que Y, posséde une densité f, définie sur R par la relation :

2 exp(—x)(1— exp(—x)) si x>0
0 sinon

k)= {
ExprimerY, en fonction de Xy, X3, ..., X,,.
. . 1 s
Les variables aléatoires Y, et +1X,,+1 sont-elles indépendantes 2
n+ ~

Montrer que pour tout 723 1, Y,, posséde une densité fn définie sur R par la relation : -

f (x)_{ 'lexp(_x)(]-—exp(_x))n_l Si x>0
3 -

0 sinon

{on pourra raisenner par récurrence sur ),

- En déduire que Y, et Z,, = max(Xi, Xz, ...,X,,) ont la méme loi.

6)

SujetS8 -

.

Calculer E(Y;,) et en donner un equlva]ent lorsque n tend vers I'infini (on- pomra utllm,r
une comparaison série-intégrale).

Exercice sans préparation

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n > 1 tel que;

(f-I1d o(f-21d)=0 et (f—1d)yo(f—21d) 0.

Etudier la diagonalisabilité de f.
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Question 8 HEC 2010 |F 1!

Soil. f un endomorphisme d'une espace vectoriel de dimension n supérieur ou égal & 1.
On supposc que (f —Idg)? o (f —2Tdg) = Ogwy et (f —Idp)? o (f — 2 1dg) # Oz

Etudicr la digonalisisabilité de f.

amm P;(x 1)3(x~1} et @=(513) (%-¢].
e(§1:05,¢, o R0, - Patumpduynine wandedeis de (anrce- o
pad Aekb 2. Awi St cds s Supposs o (et ddogoddalle . Keik
Uue bae Botles e e ) ds & Conbihuce o mw_?tq\a@ E&ge&&)w
anou ees oup Vel prope dy, de, ... 8, . |
ViCTawl, feely-d e ok or €43,8).
| Mo Vi€ Tam 3, Q(fitel= Qe . &vcé 8w b, Qe jzo e
o waieg @ s debl. |
Wac ¥Ce€{sni, @f{;e' T = '0,,«{5, (). QUi Opg Ak
m&ﬁ“‘“ﬁmm do € o Ok et Mec € bok Boe & dae P{IOm,

CMRae {-3dg S ({- Tdg) s0g ., ko whetst CdypbiSe .

d whet po ﬁh‘a%mdﬁ&iﬁo .




HiE C 16"30 S3

Sujet S 9 - Exercice

On se place dans un espace probabilisé (Q,.of ,P)

Soit X une variable aléatoire dont la loi dépend du parametre réet inconnu A > 0.
Soit 1 un entier non nul et (X1,Xs,+++,X,) un n-échantillon i.i.d. de cette loi.

On suppose que X suit la loi de Poisson de parametre inconnu A, et on pose :

= X+Xp+o+X,

1=
n

On se propose d’étudier certaines propriétés de X,,.

1) Question de cours : Donner la définition d’un estimateur dc A,
Dans quel cas peut-on dire que cet estimateur est sans biais ?
2) Montrer que X, est un estimateur sans biais de A.

3) On définitla lonction L de N” x R} dans R par:

: i3
VUCI,ICQ,"' ;kmk) € INn X [R:; L(klnkZJ-'-rkn;)‘*) = H P(X-= kf:)
i=1

On pose alors, pour tout (ky,ka,... knA) € N' x RL, Gl ke... kyh) =
In(Liky, ko, ..., kpy A)). _ aG--_
a) Vérifier que la fonction G est bien définie. Calculer ﬁ“‘l’ koy..., dony A).

b) Soit (k1, k2, ..., ky) un n-uplet fixé dans N”.
Etudier les variations de la fonction h: A — G(ky, ky, ...,k A).

1 & —
Que représente le réel = ki pour X, ?
i=1
. . . .. ¥G S . .
4) On considére la variable aléatoire _W(XI'XZ’ -+, X, A). Exprimer cette variable aléa-

toire al'aide de Xn. .
Calculer son espérance notée I, (A) et déterminer une relation entre I,,(A) et la variance

\ (Xn]'.
Sujet $ 9 - Exercice sans préparation

Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R® définis par :

F=i{x,3,20€R¥/ x~y+z=0etx+y=0letG={{x,,2) eR*/ x~y+2=0}
Déterminer une base ainsi que la dimension de chacun de ces sous-espaces vectoriels.
Déterminer FNG et FUG. '

: i1 1
Soit f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canoniqueest:§1 0 -1}
' 0 -1 -2

Déterminer le noyau et 'image de f.
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Question 9 HEC 2010 w FO T.HERY

Soient £ et G les sous-espaces vectoriels de B définis par: F = {{z,y,2) € R® |z —y+ 2 =0etuw +y = 0} et
G={(my2) eR je—y+2=0}

Déterminer une base ainsi que la dimension de chacun de ces sous-espaces vectoriels. Déterminer FN G et F UG,

11 1
Soit f Pendomorphisme de ’R® dont la matrice dans la base canonique est (1 0. -1 ) .

0 -1 -2
Déterminer le noyau ct 'image de f. Layrs. u«\'lk d‘&.ﬁn &tuﬁ ateria Mg d'u.«. &’( “‘-C&{U«‘*
A iay .
N Guts ug}&wﬁcte,,ﬂ, e;) Qo b WG, R 1R 3,
F o n 3

Joeit z'"u,siﬁﬁ o 3o 5 %:-&
(e, y3) € ¥ < | & °

[ s 4=o d= ~dw

- 1 {)c,we, e} x (.“"j - Vedr ¢ (1‘-3'-”} = Vev (€y~€e-t )
. /
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Sujet $ 10 - Exercice

1) Question de cours : Enoncé du théorgme de la limite centrée,
Soit X une variable aléatoire définic sur un espace probabilisé (£, e, P), qui suit une loi
de Poisson de parametre A inconnu strictement positif.
Pour n€ N*, on dispose d'un n-échantillon i.i.d. (X, Xz, ..., X,) de laloi de X.

7l _ Y
Onpose:Y, — ZXE et X, = L
i-1 n
2) a) Rappeler sans démonstration, la loi, 'espérance et la variance de la variable aléatoire
Yo B
b) Montrer gue X, est un estimateur sans biais et convergent du parametre A.
3) Soit ne N*. Montrer que la loi conditionnelle du vecteur (Xq, Xo, ..., X;) sachantI'événe-
ment [Y, = kj oli k€ N*, ne dépend pas de A,
Xy — A
4) On pose, pour tout ne N* : T, = v/ ———.
VA
a) Quelle est la limite en loi de la suite (1) pery- 20n note T cette limite en loi.
b) Onadmet que 7 est suflisamment grand pour approcherlaloide T, parlaloide T. On
note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Soit a un réel donné vérifiant 0 < a < 1, et £, le réel strictement positif tel que :

«

Déterminer un intervalle de confiance pour A au risque a.

Sujet § 10 - Exercice sans préparation

Seit 7 un entier supérieur ou égal & deux, Soit A € .4,(R).
Montrer que le rang de A est égal au rang de "A A,

10
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Question 10 HEC 2010 [F1! W, NTARTIVCC |
n ¢st un entier supdéricur ou égal 4 deux. A est une matrice de M,(R}).

Montrer que le rang de A est égal au rang de *AA4.

Pt E=RY. Soir @ e bous &uméq.u&dg RY oyt & (g 4! e*a.dmﬁm._
de © dﬁ " A (ueap. éan) dom Co boar B .

Sork Lum &iﬁL&Jﬂﬂn £ de wadie X daw B .
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Sujet S11 - Exercice

1) Question de cours : Dans une série statistique associée a un échantillon, définition de la

2

—

moyenne empirique et de la variance empirique.

On observe conjointement deux caractéres quantitatifs X et Y sur un échantillon de taille
n {n > 2) d’'une population. '

Ces observations sont donc constituées par un n-uplet {(x, 1), (X2,¥2), ..., (X, V)
d'éléments de R?. A chaque individu k de [1,n], on associe le couple d’observations
(x, yx) de R%. On suppose que, pour tout (i, j) € [1, n)% aveci # jona:x; # xjety; #yj.
Soit f lafonction définie sur R? & valeurs réelles qui, a tout couple (@, b) de R?, associe :

flaby =3 (yi-ax+b).
: k=1

a) Justifier que f est de classe C* sur R%.
b) Ecrire le systéme d'équations (S) permettant de déterminer les points critigques

de f.
1

n n
¢) Onpose:X= - . Etablir la formule : Z Xp — x ; (Z xk)
k=1 . k=1

; : .
En déduire que : (Z xﬁ) - nX* > 0.
k= :
d) Résoudre le systéme (8). En déduire que f admetun unique point critique, noté (&, b).
e) Montrer que f admet un minimum local en (&, b). Tst-ce un rmmmum global

pour f?

3) Onnote ry,y le coefficient de corrélation linéaire de X et Y. Montrer que: lf'x,yl <1

'Sujet S 11 - Exercice sans préparation

Soit p un entier supérieur ou égal a 2 et A une matrice de .4, (R) telle que :
28%=2A%+1=00C désigne la matrice identité d’ordre p et 0 la matrice nulle carrée d’ordre p ).

1) Déterminer I'ensemble des entiers n € Z pour lesquels la matrice A+

I est inver-

n
. nt+1
sible. '

2) Existe-t-il un entier naturel 7 tel que {(n®+ DA%+ nAY? =B oll B est la matrice carrée

n }’l ... R
d’ordre p définieparB={: : | ?

11
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Questlon 11 HEC 2010 m

Soit, p un cntier supérieur ou égal & 2 et A une matrice de M, (R) te]}e que 24% —24% + I = 0 (I désigne la matrice .

identité d’ordre p ct 0 la matrice nulle carrée d’ordre p).

. . ' - . . n . .
Q1. Déterminer I'cnscmble des entiers n de Z pour lesquels la matrice A + el I cst inversible.
O

112
Q2. Existe-t-il un entier naturcel n tel que ((n2 + 1) 4% + nA) = B oll B est la matrice de Mp(IR) dont tous les
coefficients sont égaux o n 7 '

Sphc “’Uﬁ’@ll-l.zh" YR APTrS P '
Poou Vi €1R, SCed: & 2u¥. a1, ‘&\”&&waﬁh AR el Veeik, g(ui 8‘& [ ~3‘ki’¢-~)

i&\rwwui. Hta E.} o ti”d‘mﬁxk Adn Je n;]

Vet oz {(3 i:i_% vo. {xem) Wt adiizol = ¢

Au'oym develo gopcdan IR, VAHIR, A-AT eteuenddde .
e Ve€R, Ai 2T ot woeille tx\\adtu&wk _ﬂ&\m‘i«h (weo--}

wbe v

Seit wem. ﬁrr-—t-- T & ﬂmﬁ m&w&leo
nes

ém Aif " A&}mw{lﬁg lvia ’Q.OMKV&QW’M&EW wwﬂee-

“apctem——y

: : nlsn
Conbe wis+lgo (A 1A% xA &“Gﬂ)&z;wa- .

((\mluiﬁzt»\«ﬂ iu &}‘ﬂw uﬁow&e‘ (o potid ng:o dr..,\f: 4 ; -A{"gz Z 0 pustaact

&Mm&h@«wmﬂ}%)
Comme 972 , ©: (“""}ua“mwwlﬁz— &mpaJ‘“alo.c o @oly. |

((n‘u M%m)“: B .

lecwjone e GO

) ués-.:l 3 X



HEC L0430 S 44

Sujet § 12 - Exercice

1) Question de cours : Coefficient de corrélation linéaire; définition et propriétés.
Soit #» un entierde N* et ay, as,..., a,, des réels non nuls donnés.
. " .
2) Soit f la fonction définie sur [R*J”’ par f(xy,...,xp) = Z x;‘:, et soit D ’ensemble des so-
j=1
. n fl
lutions dans (R*)" de 'équation: )_ a;x; =1.

i=1
a} Montrer que la restriction f; de faD admet un umque point critique que l on déter-

minera.
b} Etablir qu’en ce point critique, la fonction f; admet un minimum global.
3) SoitZy, 7, ..., Zp, 1 variables aléatoires discrétes indépendantes définies sur un méme
espace probabilisé {Q,.e7,P), et soit 6 un parametre réel non nul inconnu. On suppose
“que pour tout j € [1, n], E(Z;) = 0.a; et V(Z;) = 1, ol E et V désignent respectivement
l’espérance et la variance. C

On pose : X, = Z BiZ;, ol ([51, Bo,...s Bn] désigne un n-uplet de réels non nuls quel-

j=1 -
congques.

a) Déterminer la relation que doivent satisfaire [31, B2,..., Pn pour que, pour tout
BeR*, onait: EX,)= '
On suppose dans la suite qué cette condition est vérifiée,
b) Calculer en fonction de dy, g, ..., @y, les valeurs By, Ps,..., B, de P, B2, ..., Pn, pour
lesquelles \/(Xn) est minimale. , ,
n
4) Onpose: X}, = Z [3 :Z ;. Soit &y, 0z,..., wy, des réels non nuls tels que Y, = Z a;Z; s0it
i=1
un estlmateur %ans biais de 0. On note p le coefficient de corrélation linéaire de X, et Y,,.
a) Montrer que p > 0.
b) Sip =1, que peut-on en dedune sut les variables aléatoires X,, et Yn

Sujet § 12 - Exercice sans préparation

Soit & I'espace vectoriel des fonctions définies sur R a valeurs réelles et E le sous-espace
vectoriel de & engendré parla famille % = (fo, fi, f. f2) ol fr : x— xke pour ke [N

1) Montrer que & est une base de E. En déduire la dimension de E.

2) Soit D I'application définie sur Epar:

VYfeE, D(f)=f - f”

ott f' et f” désignent les dérivées premigre et seconde de f.
Montrer que D est un endomorphisme de E et écrire sa matrice M dans la base 2.
3) M est-elle inversible ? diagonalisable ?

12
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JFC. p. 12

Question 12 HEC 2010 ATTIAS eb ALtAW

Soit. F I'espace vectoriel des fonclions définies sur R & valeurs réelles et £ le sous-espace vectoriel de F engendré par
ta famille B = (fo, fi, f2, f3) ou fi, 1z — 2% ™% pour & dans N. :

Q1. Montrer que B ¢st unc base de E En déduire la dlmension de F.

Q2. Soit D Papplication délinie sur F par ¥f € F, D f) = f' = f"ou f et ' désignent les dérivées premiére ct
seconde de f.

Montrer que D cst un cndomrophisme de E et éerire sa matrice M dans la base B.

Q3. M est-clle inversible 7 diagonalisable ¥
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