HEC 200 Y 4

Sujet S 1 - Exercice

Soit (J ) en+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé (2, <7, P),

suivant la lof uniforme sur [0, 1].
n

On pose, pourtout n€ N*, S,, = Y U;. On considere la variable aléatoire T définie sur (Q, <, P) par:
i=1

T=inflneN*/S, =1}

1) Question de cours : Densité de la somme de dcux variables aléatoires indépendantes a densité définies
sur (Q, «#,P). '
2) Onadmet dans cette question que : P([S, < 1)) = % pour nz2,
a) Quevaut P([T=1])? '
b) Exprimer, pour tout entier z supérieur ou égal a 2, 'événement [T = 7] en fonction des événements
[Sn. =1] et [Sn-l <1} ]
c¢) En déduire, pour tout entier » supérieur ou égal 4 2, la valeur de P(|T = nl).
d) Etablir 'existence de I'espérance E(T); calculer E(T).
3} a) Déterminer une densité de la variable aléatoire S,.
@ «» b) Montrer que pour tout n € N*, une densité fs, de la variable aléatoire S, est donnée par:

1kl [n

o Y

J]{x—j)"_l si xelk-1,k,(1<k<n)

fs,(x) =
0 si x€[0, n

1
¢) Endéduireque P([S, < 1)) = prt

Sujet S 1 - Exercice sans préparation

Soit (E, < ., . >} un espace vectoriel euclidien de dimension # > 0, Soit f et g deux endomorphismes de
E symétriques et ayant des valeurs propres strictement positives.
1) Prouver qu'il existe un endomorphisme ¢ de E ayant des valeurs propres positives tel que f = ¢? (b
désigne ¢ od).
2) Montrer que:

Ker(f + g)=Ker fnKerg.
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JEC p1

Question 1 HEC 2009-1

Soit (F, < .,. >) un espace vectoriel euclidien de dimension n > 0. Soit f el g deux endomorphismes de E symétriques
et ayant des valeurs propres strictement positives.

Q1. Prouver qu’il existe un endomorphisme ¢ de E ayant sdes valeurs propres positives tel que f = ¢° (¢? désigne
$00).

Q2. Montrer que Ker{f + ¢} = Ker f N Kerg.

On traitera le cas général ol les valeurs propres de f et de g sont des réels positifs ou nnls, On

ajoutera ¢ symétrique !
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1) Question de cours : Donner la définition et les principales propriétés d’'une fonction convexe sur un in-

tervalle Ide R.

On admettra que si f est convexe sur | et (x, ¥, z) € °, alors

1 1 1 1 1 1
f{§x+§y+§z) < gf(x)+§f(y)+§f(z).

2) Soient a, b et ¢ trois réels strictement positifs, montrer que :

tin déduire que:

en posant (a', ¥, ¢V =(1/a, 1/b, 1/c),

3) Soient ap, by et ¢y trois réels strictement positils. On définit par récurrence les suites (@) n=0, (Pn)nzo €t

(Cu)n=0 par les relations suivantes

.

(abc]%gw
3

(abc)%a +1+1

a b ¢

a,+ by, +cy
Ans) = ————

a) Montrer que pour tout z € N™, les réels a,, b, et ¢, sont bien définis et 0 < ¢, < b, < a,.

b) Montrer que les suites (@,) ;50 €t (¢) =0 SONT Monotones et que les trois suites (@) nz0, (By) p=o €t

{¢;) n=0 SONt convergentes. Op note A,
¢} Montrerque A =p=v. "33
o

et v leurs limites respectives.

d) On cherche maintenant & montrer que la suite (b,,) ;=9 est toujours monotone.

i} Soient x, y et z trois réels, tels que ( < x < y < z. On note :

S=X+V+2z
d=xy+xz+y2
p=xyz

Mentrer gue ps® — d° est du signe de xz— 2.
(on pourra remarquer que ps° —d° = —(yz— x*)(zx — yz) (xy— 7).

ii) En appliquant le résultat précédent & a;, by et ¢;, montrer que bz — b, est du signe de b, — by.

Conclure.

Sujet § 3 - Exercice sans préparation

.....

discretes définies sur , indépendantes et de méme loi.

On d#finit la variable aléatoire :

7l
Sn_ = ZX;
i=1

1) Monirer que Vx € R’ tel que espérance E(e**) existe et Va € R, P([S, = al) < e * E(*5) .
2) Appliquer ce résultat au cas o1 chaque X; suit la loi définie par:

PX;=1)=p PX;=-1)=1-p.
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JEF.C. p. 3

Question 3 HEC 2009-3

Soit n € N7, {Q, A, 7) un espace probabilisé et (X;);eq1,. ) une famille de n variables aléaloires réelles discretes
définies sur 2, indépendantes et de méme loi .

On définit la variable aléatoire: Sp, = > 1 Xi. _
Q1. Montrer que ¥z € RY tcl que 'espérance E(e®%} cxiste et Vo € R, P([S, = ¢]) < e7%* I(e*®).

Q2. Appliquer ce résultat au cas ot chaque X suit la loi définie par: P(X; =1) =p, P(Xi==-1)=1-p.

Ceed ni'est pas une correction. Ce sond des éléments de correclions.
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St S 4 - Exercice

0 0 0 o

0 0 0
S g = . s, 1 M(g) = .

ta=(a, a, a3, a3) € R, on pose M{a) 0 0 0 as

ay dp d3 dg
On ricte F le sous-ensemble de #4(R) constitué des matrices M{a) quand a parcourt RY.
1 00 C
. {0 00
Cnnote] = 0 1 ol
0 00 0
1) 5oit E un espace vectoricl de dimension finie égale a n.

[

a) Question de cours : Rappelerla dcﬁnmon du sous-espace vectoriel engendré par une famille (x1,..., x,)
de vecteurs de E. Dans quel cas la famiile (x,,..., Xp) est-elle une base de Vect(x,...,x,)?
b} Soient E; de base (x1,...,%,) et E; de base (y1,...,¥,} deux sous-espaces vectoriels de E tels que E; N
= {0z}. Montrer que la famille (xy, ..., xp, y1,..., y4) est libre. Qu'en déduit-on sur p+ g?
2) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de .#,(R) et en donner la dimension.
3 Soit (ey, ey, e3, €4) Ia base canonique de RY. Pouric L1,4]], on pose M; = M{e;). Montrer que Vi € [[1,4][,
la matrice M; +] est inversible et que la famille (M; + §);<j<q est libre.
4) Soit a ¢ R". Montrer que si pour tout réel 0 non nul, la matrice M{a) + 6] est non inversible, alors a =
(0,0,0,0).
5} Soit G un sous-espace vectoriel de .#4(R) qui ne contient aucune matrice inversible et tel que J € G.
a} Déterminer GNF et en déduire que la dimension de G est inférieure ou égale 2 12,
b) Existe-t-il un sous-espace vectoriel de .#4(R) de dimension 12 ne contenant aucune matrice inves-

sible et contenantJ?

Sujet § 4 - Exercice sans préparation
Pour # entier nature! non nul, soit X, une variable alCatoire définie sur un espace probabilis¢ (Q, o, P),

de loi binomiale de parametres n et p avec p €]0,1[.
1) Montrer que pour a > 0 ixé, P([X,, < a]) tend vers 0 quand 7 tend vers +co.

2) Montrer que si b> 0,
o PP

Qu'en déduit-on pour P([X,, — np| < nb]) quand » tend vers +oo?
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Question 4 HEC 2009-4
Pour n entier naturel non nul, soit X,, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé {§2, 4, P}, de loi binomiale
de parametres 1 et p avec p €]0, 1[.

Q1. Montrer que pour a > 0 fixé, P(IX, < a)) tend vers 0 quand » tend vers +oc.

gl

Qu’en déduit-on pour P({[1X,, —np| < nh}) quand n tend vers +o0 7

Q2. Mountrer que i b > €,

En _ p‘ > b}) < Y p{(,én_ ) Min{+y/p(1 — p), bv/n)

n

@ oo -uo:.s.ni'm) Joit € r‘l&p(’s uai yo -
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Sujet S 5 - Exercice
Soit X, et X, deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, o, P), indépendantes et de
méme loi géométrique de parametre p {p €10, 1).
Onposeg=1-p, U=X;+XzetT=X; - X,.
1) Question de cours ; Définition et propriéiés de la loi géométrique.
2} Déterminerlaloide U.
3) Soit » un entier supérieur ou égal 3 2.
a) Déterminer la loi conditionnelle de X; sachant 'événement [U = ).
b) Calculer 'espérance conditionnelle E(X; /U = n). En déduire la valeur de E(X,).
4) DéterminerlaloideT.
5) a) Calculer Cov(U,T).
b) Les variables aléatoires U et T sont-elles indépendantes?

Sujet S5 - Exercice sans préparation

1 1 1 1
On considére la matrice M = o= -l .

1 -1 1 -1

1 -1 -1 1

Soit u l'endomorphisme de R* ayant comme matrice u dans la base canonique de R

1) Onpose v, =(1,1,0,0), v2 =(1,-1,1,1}, v3 = (1,0,1,0). Calculer f(v;) pour tout ic (1, 31.

2) Montrer que M est diagonalisable et déterminer une matrice de passage P de la base cancnique de R* a
une base de vecteurs propres de M contenant le plus possible de 0, les autres termes étant +1 ou —1.

3) Déterminer M?, puis M" pour ne N.

4) Déterminer al'aide de P, la matrice des projecteurs de R* sur chacun des sous-espaces propres de M.
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JEC. p.

Question 5 HEC 2009-5

11 1
1 7 -1 -1
1 =1 1 -1
1 -1 -1 1

On consideére la matrice M =

Soit. « I'endomorphisme de E? ayant comme matrice v dans la base canonique de RY.
QL. Onposc vy = (1,1,0,0), wo = (1, -1, 1, 1), v3 = (1,0,1,0). Calculer f{v;) pour tout 7 € [1,3].

Q2. Montrer que 3 est diagonalisable et déterminer une matrice de passage £ de la base canonique de R? i unc base
de vecleurs propres de M contenant le plus possible de (), les autres termes édtant +1 ou —1.

Q3. Déterminer M2, puis M" pour n € N.

Q4. Déterminer & Uaide de PP, 1a matrice des projecteurs de R? sur chacun des sous-espaces propres de 3.

Cect n'est pas une correction. Ce sont des éléments de corrections.
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HEC 2003 S 6

Sujet § 6 - Exercice

1) Question de cours : Définition de la convergence absolue d’une série numeérique. Lien entre convergence

et convergence absolue.
—kt

+0o0 e d
—_——dt
fo VIt(l+e20)p

2} a} Justifier pour tout k € N* et tout p € N, la convergence de I'intégrale

On pose, pour tout k€ N* ettout pe N :

+00 e—k!
I, = [ L
Pl Vit e-2np

b) Calculer Iy 4 en fonction de k (on pourra utiliser le changement de variable u = v2k¢, aprés I'avoir
justifié).
¢) Déterminer lm I,
H—+00
. n (—.Uj
3) a) Pour ne N, exprimer la somme )

j=ovef+1
(17

b) En déduire que la série de terme général u j = ———= est convergente. Exprimer sa somme S en
_ V2j+1

en fonction de Ia,43, et Iy 1.

fonctionde I ;.
4} Montrerque:0<S < 1.

ﬁ, Sujet § 6 - Exercice sans préparation

Toutes les variables alé¢atoires de cet exercice sont définics sur le méme espace probabilisé (Q, o, P).
Soitn =z 1et (X1, Xy, ..., X;) un n-échantillon indépendant, identiquement distribué de la loi de Poisson de
parametre A > 0. '

On suppose A inconnu et on cherche & 'estimer par un intervalle de confiance.
On pose :
4 Xn—A
Xi Et Tn = \/}l‘ 1 -
1 VA

Alaide de Ty, déterminer, pour n grand, un intervalle de confiance de A au risque o donné.

1
Xp==
23

k=

k@St AdiT vwed Cudd ESCP 2003
Quation qut froue eqaliowat dwe & pugh 40 de Yoad wec 2040.
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HEC L0088 56 Correction de Vexercice
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JFC. p &
Question 6 HEC 2009-6
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (§2,.4, P).
Soit 7 2 1 et (X1, Xy, ..., X,,) un n-échaniillon indépendant, identiquement distribué de la loi de Poisson de parametre

A >0,

On suppose A inconnu et ou cherche a 'estimer par un intervalle de confiance.

- 1< X —A
On pose: X, = — X, ot T,=+n2E .
" & 7

A Paide de 1, déterminoer, pour n grand, un jnmtervalle de confiance de A au risque « donné.
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HEC 2008 St

Sujet§7 - Exercice - T T Tt T

1) Question de cours : Diagonalisabilité d'une matrice, d'un endomorphisme.
Soit E = Rz [X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré < 2 (en posant degré(0) =
—00).

2) On considére la matrice :
0 1 0

M=|-1/4 -1/2 -1/4
172 0 172

Calculer son rang, en déduire une valeur propre de M et la dimension du sous-espace propre associé.
Donner une base de ce sous-espace propre.

3) OnposeP; = X% -1, P,=X2-X+1et Py = X?+X + 1. Montrer que ¥ = (P, P2, Py) est une base de E.

On note V] =Vect(P,}, Vo = Vect(Pq, P3)
4) On considere f € £ (L) de matrice M dans la base canomque 1,X%, X?) de E.

Donner Ia matrice de f dans la base 7. En déduire que f* est nulle, puis préciser 'ensemble des valeurs
propres de f.
5) Montrer que Vy et V, sont des sous-espaces vectoriels stables par [,
6) On veut trouver les sous-espaces vectoriels F stables par f ¢’est a dire tels que f(F)cT
a} Montrer que E et {0} sont stables par I
b) Soit D une droite vectorielle stable par f et u € D un vecteur non nul. Montrer que # est un vecteur
propre de f. En déduire que D = V.
¢) Soit F un plan stable par f et v = aP; +pP2 + YP3 un élément de F. Montrer que (v, f(v), f (v)) estune
famille liée. En déduire que y = 0 puis que [ = V,.

Sujet S 7 - Exercice sans préparation T - e e — —

Un enfant a dans chacune des deux poches de son blouson, un paquet contenant N bonbons. A chaque
fois qu’il veut manger un bonbon, il choisit, de maniére indépendante et avec la probabilité p, sa poche de
gauche pour un prendre un.

1) Lorsqu'il ne trouve plus de bonbons dans la poche qu’il a choisie, quelle est la probabilité pour qu'il en
reste k dans l'autre poche? '

2) Quelle est la probabilité pour qu’il n'y ait pas de bonbon dans les deux poches simultanément ?

N [2N-k
3) Calenler Y 2F .
k=0 N
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JEC. p. 7

Question 7 HEC 2009-7

Un enfant a dans chacune des deux poches de son blouson, un paquet contenant N bonbons. A chaque fois qu'il veut
manger un honbon, il choisit, de manitre indépendante ot avec la probabilité p, sa poche de ganche pour un prendre

unmn.

Q1. Lorsqu'il ne trouve plus de bonbons dans la poche qu'il a choisie, quelle est la probabilité pour qu'il en reste k

dans 'autre poche ?

Q2. Quello cst la probabilité pour qu’il n'y ail pas de bonbon dans les deux poches siiultanément 7

Calculer Z 2F ( \,\_ k)

k=0

Ceci n'est pas une correction. Ce sont des éléments de corrections.
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HEC 008 S §

Su]etSB Exelcme T T T — e—— —

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, «,P).
1) Question de cours : Rappeler la définition de la convergence en probabilité. Démoentrer qu'une suite
(Yn) pen» de variables aléatoires définics sur le méme espace probabilisé, suivant des lois de Poisson de
parametres 0,, tels que r}i_{glcﬂ,z ={), converge en probabilité vers Q.

2) Onnote Flafonction définie sur R par:

f 0 si x<-1
1 )

§(x+l)2 si —1<x<0
F(x)=¢

1 5 .
1—5(1:—1) st O<x«xl

1 si x=z1

a) Démontrer que F est de classe C! sur R,
b} Onnote f la fonction dérivée de F et, pour tout nombre réel 8, Jfolafonction définie sur R par:

VxeR, folx)=f(x- 0)

Vérilier que fy est une densité de probabilité.
¢) Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, «/, P), admettant fo pour densité,
Montrer que X possede une espérance et une variance et les calculer,

3) Soit (Xp)pen+ une suite de variables aléatoires, délinies sur (Q, <, P), indépendantes, de méme loi, ad-
mettant pour densité f;.

Pour tout entier # > 1, on note U,, = inf(X;, Xz, X”J etV, = sup Xy, Xo, ., X

a) bxprlmer alaidedeF, O et », les fonctions de Iepartmon del, etV,,
b) Justifier, pour tout € €]0, 1], 'inégalité :

Up+Vy
P{[-1+0<U, <-1+0+2eIn[1+0-2e<V, g1+ <Pl||——-0|<e¢|{.
U,+V \
c¢) En déduire que ——~—" est un estimateur convergent de 8.
d) Est-il sans biais?
Sujet § 8 - Exercice sans préparation
Soit (xy,) nepy la suite réelle déterminée par x> 0 et Vre N™, x, = X, + PR
A-1
1) Etudier la monotonie et la limite éventuelle de (x,) sen.
n=-1
2) Montrer que ¥ne N*, x% = 2n + x5+ > =5
k=0 %

3) En déduire un équivalent de x,, lorsque # tend vers +oo.

On pourra admettre que :
n

g% ~ ln[n},
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Question 8 HEC 2009-8
1

jor. |

Soit (%n)nen la suite réelle déterminée par zy > 0 et ¥n € N*, @, = &1 +

Q1. Etudier la monotouie et la limite éventuelle de (#n)nen-

n—1

Q2. Montrer que ¥n € N*, 22 = 2n + mo Z =
Tk,

n
. 1
Q3. En déduire un équivalent de @, lorsque n tend vers +-oc. On pourra admettre que E T
- OO

@ Ung @iaunaon pinile. Mahe que powe touk w dow IV, ¢, eoile o X,% 0

VKCN”; T My gz e 20 - (Xihaey “

o AT A R
| VI artos Uetemm et o

Suppier e (Rujuyo a}wiuﬁf»_ RO (K iy CORRGE vy € pe Ghike .
VWEIN, Ky 3 &y 08 ok AithiBe « Ew &m}.w'h&u xu e Vol €.
Buc €rod AN Xuz ¢ 2 Exjabd) H e Exvasto 0. diteddr

Y-

:'é -L'-i":‘!
»\i&o'@ $c‘:"./e 0!

. : \ 4 L i . 0y - N P
G ‘x,‘ ‘uGIW' \Iaﬂ}w&%m : E}@a"ﬂﬂ;b@é . ;é’:t Ky =ton
PPN

; " \ & 3 ~
02} Soitnem® w'exulend = Il nd ) vl = 5-{“4-»’”' e
S’

-~ &1 ' e
kbe Dl ver Lo v ZML«L el A L e

&= X4 - #=1 Fx E‘-l k=1 *f'
»ey
_. )
Bhe K= ond tE+ Z—o ‘é‘ e e pou bewki duma W€
< 4

n
&% 'Mﬁ\ _3 ? : 1‘m
Verslon 4. . auive 92-- z v i

ex

e
K 2
Wi’ - & ﬁfﬁ—oéﬁ' Py B W €W w
dottw€ L, ra il zé 24,
k T P 'Elm!..
beyug Kx 3 Sy S = Tl =B g o s



_?’2‘

Vers tou £ . G\\‘!u}&hem‘ &Zfé v faw .
vy

g zv0. R Fpeine, YRE Loral, 2 p3-

Rt e

NV o I __‘_: “- .
Vielg e, Xg > ka »d. RELy™L, Z’{S% Reu-&p

Sotbw €L pra, +OL -

_ Mg
He - 'l"
oy My ~ \ ;3 T "'ff}.
u." .ME- Bed z- ‘ ‘ #
SRAAEE il M A R
: : (i o)
. -} m'— - L ﬁm‘- ';t .
x:.gg&_‘_k:*%: !,;‘+ X, - ®p %“""P‘*o*g,‘.. P
=0

Ne}
; . A z n )
“fnaéﬁaq‘l-ﬁk-tafp. bﬂéﬁ%"nzﬂﬁdw,»‘a ieg-?'&'




o ¢ P (4

¥n€ Lprs, 4@, 4. — -

LR & LN
W Xyw e doc Un {§. .2 - *i":} =1
Wi o Wiy Woowe
P once dimd) o i &: =a-
Yt Ky
R Y R T S

wda b TE L RLY A Ky K,

Goebowe Tyl ¢ Kaw Ve .
LI TS

L V&..Gwlgk }/ o -



Sujet S 2 - Exercice
1) Question de cours : Existence des moments d’une variable aléatoire discréte.

2) Soit f la fonction définie sur JO,1[ par:

3x% —2x—2(1-x)*In(1-x)
12x%

flx)=

a) Etudierles variations de f.

X
b} Montrer que, lorsque x tend vers 07, f(x) ~ TS

Suit X, et X, deux variables aléatoires discretes définies sur un méme espace probabilisé (Q, «#, P}, stric-
1ement positives, indépendantes et de méme loi,

X X
Onpose:U=X;+X2, T=X; -Xp, Y1 = E’Yz: o

3) a) Montrer que Y; et Y; suivent la méme loi et admettent des moments de tous ordres. Calculer E(Yy) et

E(Y>). T .
b) En déduire que T admet des moments de tous ordres. Calculer [ﬁ]

1
¢) Montrer que Cov(Y], Y2} = —V(Y1). En déduire une formule reliant ¥ (E] et V(Y7).

4) On suppose que X; et X, suivent la loi géométrique de parameétre p (p €]0,1]). On pose g =1 - p. On
admet le résultat suivant : V(Y1) = f(g).

Al'aide des résultats précédents, établir I'encadrement suivant ;

T 1
0 — -
<\/(U]<3

Sujet S 2 - Exercice sans préparation

{- Montrer que pour z > 0, 'intégrale

+o0 ,—f
n@:11 E?dr

est r:onvergeme.
-z
. P . €
2- Al'aide d'une intégration par parties, montrer que J(z) est équivalent en +coa —.
Z

Sujet S 3 - Exercice
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J.F.C.

Question 2 HEC 2009-2

+oo et
Q1. Montrer que pour z > 0, YVintégrale J{(z) = [ %—- df est convergente.

e
Q2. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que J{z) est équivalent en +oc -
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