m I - Exercice

Dans cet exercice, E désigne un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2. On note L(E) 'ensemble
des endomorphisines de E et Idg 'endomorphisme identité de E.
On considére un endomorphisme v de E tel que :

w? —2u+ Idg = 0

ot u? = uou.

1° Question de Cours: Enoncer le théoréme du rang pour une application linéaire.
2° a) Montrer que % est un automorphisme de £.

b) Quelles sont les valeurs propres de o 7

¢) A quelles conditions wu est-il diagonalisable ?

|3

d) Comparer Im(u — Idg) ct Xer(u — I'dg) et en déduire que dim Ker(u — Idg) >

3° On suppose dans la suite de 'exercice que dim Ker(u — Idg) = n — 1.

a) Soit e; un vecteur non nul de Im(u — Idg). Justifier I'existence de n — 1 vecteurs de E notés
€2y-+.48n tels que (€3,.,.,€,_1) soit une base de Ker{u — Idg) et u(e,) = e; + €n.

b} Montrer alors que (€1,...,€y) est une base de F et donner la matrice de v dans cette base.
4° a) Soit IV la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont nuls sauf celui situé en ligne 1 et
colonue 71 qui est égal & 1. Déterminer les matrices M de M, (R) telles que M N = N M.

b) On note C(u) = {v € L(E), uo v = v o u}. Montrer que C'{#} est un sous-espace vectoriel de
L(E) et denner sa dimension en fonction de 7.

m 2 - Exercice sans préparation

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (£2, .4, I).
Soit A un réel strictement positif. Pour tout n supérieur ou égal & A, ou considére la variable aléatoire

1
N, = — Inf{i, X;, =1}, ot {X; n}i:x1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes tclle
7

que pour tout entier ¢, X; ,, suive unc loi de Bernoulli de parameétre A/n.
Etudier la convergence en loi de la suite (N, )nza.
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Question 1 HEC 2008 S1 |F1
Toutes les variables aléatoires de cet exercice soni, définies sur un espace probabilisé (2, 4, P).
Soit. A un réel strictement positif. Pour tout n strictement supérieur ou égal A on considére la variable aléatoire

Ny = - In[{ 1, Xin = 1}, ot (X, )iz1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes telle que pour tout

entier ¢ X,—_,,,, suive une loi de Bernoulli de paramétre =
' n

Btudier la convergence en loi de la suite de terme géndéral N,

Ceci n'est pas une correction. Ce sont des éléments de corrections.
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HEC 4008 S3

SUJET N“3

m 1 - Exercice

1° Question de Cours: Rappeler la définition d’un vecteur propre, d’une valeur propre.
On note E 1’espace vectoriel réel des fonctions de classe C'°° sur R. Ou note fdg, 'application ideutité de
E. Soit € l'application définie sur E par

2(f)(=) = f@) + f'()

pour tout x € R.
2° a) Montrer que ® est un endomorphisme de E.

b) La fonction non nulle v € E est un vecteur propre de @ s’il existe A € R tel que $(u) = du.
Déterminer les vecteurs propres de ®.

¢) Soit f € E. Etablir 1a formule suivante
f@) = fO e wee [ e (0 + 1) .

d) En déduire que I'endomorphisme & est surjectif.

¢) Déterminer Pensemble des fonctions f gui sont dérivables sur R et qui vérifient 1'égalité :
flz) + f/(x) = —;-(e% + e~ %), pour tout = € R.
3° On considére une fonction g de E qui admet une limite nulle en +oc.
a) Seit @ € R, montrer que g est bornée sur Pintervalle {a, +oc[. Prouver que la borne supérieure de
Pensemble 2, = {|g(=}| /x € [a, +ox[} existe; dans la suite on note h{a) cette borne supérieure.

b} Démentrer que h(a) tend vers 0 lorsque a tend vers +oo.

¢) Justifier, en utilisant certaines des questions précédentes, I'existence d’une unigue fonction f € B
qui vérifie :
- f(z) + (=) = g(x) et £(0) =0,
pour tout = € R. '

d) Seit @ €]0, +0of et = > a, établir I'inégalité suivante

[ eg®)dt) < e**h(0) + h(a).
40 |

En déduire que :
lim f(z)=0.

R o)

® 2 - Exercice sans préparation

On lance au hasard une piéce de monnaie équilibrée et on reléve le résuttat Pile ou Face. On suppose.
que cette expérience peut &tre réalisée autant de fois que nécessaire et yue les résultats successifs sont

mutuellement indépendants. )
Ponr tout n entier naturel non nul, en note F,, la probabilité qu'au cours de 7 lancers, on n’ait jamais

obtenu deux Pile successifs.

17 Calenler Py, Py, Ps.

2° ‘frouver une relation entre P, P11 et P, yo pour touwt n entier naturel non nul et prouver que la
suite (Fp)nz1 converge vers 0.
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Question 3 HEC 2008 53 |F1

On lance au hasard une picce de monnaie équilibrée ot on releve le résultat [Pile ou Face. On supposc que cette
expéricnce peut &ire réalisée autant de fois que nécessaire ot que les résultals successifs sont mutuellement indépendants.

Pour tout n cntier naturel non nul, on note P, la probabilité qu’au cours de n lancers, on n’ait jamais obtenu deux
Pile successifs.

Q1. Calculer £y, Py ot Py,

Q2. Trouver une relation entre %, Py el £, pour tout n entier naturcl non nul et prouver gue la suite ()
converge vors 0.

Ceci n'est-pas une correction. Ce sont des éléments de correclions.
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HEC 2008 S 6

SCIJET N°6

m 1 - Exercice

1° Question de Cours: Donuer la définition et les propriétés des projecteurs.
Soit E un espace vectoricl sur R de dimension 7 (n = 2). On considére un endomorphisme w de E vérifiant

u? — 2u + Idg = 0.

2° a) Montrer que w est un autorporphisme de E et préciser 4~ L, Montrer que 1 est la seule valcur propre
de .
) Montrer que Im(u — I'dg) C Ker(u — Idg) et en déduire que la dimension de Ker(u — Idg) est
supérieure ou égale a n /2.

3° Soient p et g deux projecteurs de E. Montrer lcs équivalences suivantes

s pog=np< Kerg C Kerp,
epog=gqg<«<ImgC Imp,
4° Soit v un cndomorphisme de E.

a) On suppose que v = 0. Soient S un supplémentaire de Im » dans F et p la projection sur Im v
parallélement & S. On pose ¢ = p — v. Montrer que g est un projecteur ef que Im p = Img.

b) Montrer que ©? = 0 si et seulement. si il existe deux projecteurs p et ¢ de E tels que v = p — q et
Imp =TImgqg.

5% Montrer qu’il cxiste deux projecteurs p et g; de E tels que v = p + q; et Imp = Ker ¢;.

m 2 - Exercice sans préparation

Les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, ).
Soit # un réel strictement positif et pour tout réef A > 0, X, une variable aléatoire suivant une loi de
Poisson de paramétre Af.

Xo— A8
1° Montrer que —-A—A——— converge en probabilité vers 0 lorsque A tend vers 4-oc.

— 28 z (Ae)k_
k!

2° En déduire pour 2 réel distinci de 8 Pexistence et la valeur de N l‘u!n e
40
k<A
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HEC JYOOE S 6 Correction de Vexercice.
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Question 6 HEC 2008 S6 !Fl

Les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définics sur un espace probabilisé (€2, A4, P). Soit § un réel
strictement postif et pour tout n dans N, X, une variable aléatoirc suivant une loi de Poisson de parametre 1 8.

- ng

Q1. Montrer que la suite de terme général =2 converge en probabilité vers 0.

T

_ . , né
Q2. En désuire que pour x réel distinct de ¢ 'existence et la valeur de  lim (c_"” Z _“__( A ) .

n—+oo
kL

Remarque : dans le texte initial il y avait un \ réel strictement positif ¢ la place de n et on faisait tendre A vers 400 !/

Ceci n'est pas une correction. Ce sont des éléments de corrections.
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SUJET N°7 HEC 2003 S 3

m 1 - Exercice

1° Question de Cours: Enoncer le théoréme du rang.
Soit « 1 endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension finie.

n—1

On définit ©™ pour tout 7 entier naturcl par : u® = Idg et pour n > 1,u™ = u o u.

Pour tout € N, on pose K,, = Keru", et d,, = dim K, ; on note aussi L,, = Imu",
2° Montrer que la suite { K )nen est croissante au sens de Pinclusion. Que dire de la suite (L )nen?

3° Pour tout n € N, on note p, = dp41 — dy. Montrer que K, 4.1 est Pimage réciproque par «™ de
Ker u, et déterminer ’image directe de K, par u™. En déduire gque p,, = dim(L,, N Ker u), puis
que la suite (pn)nen est décroissante.

4° Om suppose qwil existe NV € N tel que Ky = Kn41. Montrer que, pour tout n > N, K,, = Kn.

5° On note v = u o u. Pour n € N, on note ¢, = dim(Ker v"*!) — dim(Ker v™). Exprimer g,, en
fonction des termes de la suite (pg)ren.

6° Soit E = R4[X] et v : E — FE P'endomorphisme défini, pour tout polyndme P, par :
v(P) = P(0)X? + P/(0).

Montrer par 'absurde qu’il n’existe pas d’endomorphisme « : £ — F tel que v = w o u.

R 2 - Exercice sans préparation

Les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont. définies sur un espace probabilisé (£2, .4, ). On
considére n variables aléatoires & densité, de méme loi et indépendantes X 15+ -+ 9 Xp. On note F la fonction
de répartition et f une densité des X;.

Pour tout w € {2, on nete {(Y3(w), Ya(w) ..., Y,{w)) la suite des X; (w) pour 1 < 7 < n réordomnés par
ordre croissant, On a donc Y7 {w) € Ya(w) < ... € Y, (w) pour tout w de £2.

1° Sil <k < neta R, montrer que

n

evi<al) = Y () F@ia - Fe).

j=k

2° En déduire que Y3, admet une densité qu’on explicitera sans signe z
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Question 7 HEC 2008 S7

Les variables aléaloires considérées dang cot cxercice sont définies sur un espace probabilisé (2,4, P). On considére »
variable aléatoircs & densiié, de méme loi que et indépendantes Xy, X2, ..., X,. On note F la fonction de répartition
et f unc densité des X

Powr tout w € €1, on note (Y1{w),Ya(w), ..., ¥, (w)} la suite des X;{w) pour 1 € i € n réordonnés par ordre croissant.
On a done Y1 (w) € Valw) € - - € Y, (w) pour tout w de Q.

n

QL Sil<k<netae R monirer que P(Yy, < 2) = Z (”) (F(x )) (1 — F())* 7.
. J
=k

()2. En déduirc que ¥, admet une densité que 'on explicitera sans signe E .

Ceci w'est pas une correction. Ce sont des éléments de corrections.
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Question de Cours: Donuer la définition d'une fonction f convexe sur un intervalle T de R de longueur

non nulle de R.
»

Lors d'nne soirée, n amis (n > 2} jouent au jeu suivant. Chacun met un eurc sur la table et inscrit pile
ou face sur un papier sans gue les autres puissent conrnaitre son choix. Un serveur lance cnsuite une piéce
équilibrée. La somme de n euros est partagée (théeriquement sous forme fractionnaire) entre les gagnants
(cenx qui ont fait le bon choix). 8l n'y a pas de gagnant, on donmne la somme totale au serveur cn guise de

pourbaoire.
2° Pour k& € {1,...,n}, on note X, Ia somme aléatoire que regoit le jouewr k. Calculer I'espérance de Xy,
3° Dans cette question, on suppose gu’une nouvelle personne arrive avant que la piéce ne soit lancée. On

demande 4 un jouenr s'il accepte gue cette nouvelle personne participe au jeu.
Que doit répondre ce joueur s’tl veut maximiser le gain espéré?
Quel doit &tre Favis du scrveur si il vent maximiser le pourboire espéré ?

Soit f une fonction convexe sur un intervalle I de R.
a) Montrer par récurrcnee que pour tout entier 7o > 2, pour tout n-uplet {14 vy 2p) de points de I

k23

et tout 7-uplet (£1,...,%,) de réels positifs tel que Z t;=1,ona:

F==1
f(tlml I+ tnxn) g t_lf(ml) + ..+ tnf(mn)-
b) Soit X une variable aléatoire ne prenant qu’un nombre fini de valeurs contenucs dans I. Montrer

que :
fFBE(X)) < E(f(X))I-

On se place & nouveau dans un jeu & n jouenrs. .
a) Caleuler E(X}) sous forme d’ane somme finie.

b) Montrer que :
2n?

E(Xk) = m

m2

- Exercice sans préparation

20
30

" Monirer que, pour tont p € N*, l'application = —— (1 + :1:)1’( % admet un développement limité d’ordre

P
p ai voisinage de 0. On note P(X) = Z ai X" la partie réguliere de ce développement limité.
k=0

Montrer que P2 — X — 1 est divisible par XPT1.

Solent n € N™ et A € M,,(R) une matrice nilpotente, c’est-a-dire : 3k € N*, 4% = 0.
Montrer que I’équation B? = 1,, + A d’inconnue B € M, (R) (I, désigne la matrice identité d’ordre
n) adinet au moins une solution.
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Question 8 HEC 2008 S8

Q1. p € N*. Montrer que Vapplication ¢ — {I + z)*/? admet un développement limité d’ordre p au voisinage de 0.
On note I7 la partie régulitre de ce développemeaent lmité.

Q2. Montrer que P? — X — 1 est divisible par X#+1,
Q3. Soient 7 € N* et 4 € M,,(R) une matrice nilpotente, c'est & dire: 3k € N*, 4% = 0.

Montrer que Féquation B? = I, + A d'inconnue B € M, (R) (7, désigne la matrice identité d’ordre 1) admet an moins
une solution.

Ceci n'est pas une correclion. Ce sont des éléments de corrections.
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B I - Exercice

1° Question de Cours: Définition d’un polyndme annulatenr d’un endomorphisme f. Lien entre valeurs
propres de f et racines d’un pelyndme annulateunr de f.

Soit 7 = 2 un entier et A un réel. On définit I'application :

A 0 1) (£
o )

Irs Ma(R) = Mu(R), A= {oijigijen — | 0
0 0 XA @noim
0 0 0 Qpm

2° a) f est-il injectif? surjectif?
b) Déterminer U € M, (B) tel que: VA € M, (R), £ir(A) = AU + fo{A).

¢) Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel 7 de A, (IR) de dimension n + 1 tel que, pour tout

AER, A[Mn(R)] CF.
d) Déterminer fyo fi.
¢) Pour quelle(s) valeur(s) de X, f est-il un endomorphisme ? Dans ce cas, fy est-il diagonalisable ?

3° Soit A € M,,(R) . Déterminer unc condition nécessaire et suffisante pour que la matrice fi(A) soit
diagonalisable.

4° a) Montrer que, pour tout (A, B) € (Mn(]R))z ,ona:
fo(A).U =0 et fo(AB)= A fo(B).
b) Soit A € Ret (A, B) € (M,;(R))z . Montrer *équivalence :
FA(A).FA(B) = fr2(AB) < A.fo(B) = fa(A).fo(B) .
¢) bétermi.ner une condition nécessaire et suffisante sur A € M, (R) pour que :

VB € Mn(R), fa(A).fr(B) = fr:(AB).

m 2 - Exercice sans préparation

Soit U/ une variable aléatoire définie sur un espace prebabilisé (3, .4, F), de loi uniforme sur |0,1], et
g € )0, 1[. Déterminer la loi de la variable aléatoire
InU
X—14 {_‘.L,,J ,
Ing

ot |z]| désigne la partie entiére du réel a.
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JFC. p. 9

Question 9 HEC 2008 S9
U est une varlable aléatoire définie sur un espace probablilsé (€2, 4, P), de loi uniforme sur ]0,1], et ¢ €]0, 1.

InT7
n_J , ou |z désigne la partie entitre du réel .

Déterminer la loi de la variable alétaoive X =1 + { ]
Ly

Ceci n'est pas wne correction. Ce sont des éléments de corrections.
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