Les exercices suivants, posés aux candidats des options scientifique et
économique, constituent un échantillon de I’ensemble des exercices proposés
lors des épreuves orales du concours 2006

1 Exercices donnés en option scientifique

1. Un composant électronique a une durée de vie X, variable aléatoire
positive de densité f. Pour tout réel t € R, on définit la fiabilité de
ce composant & I'instant ¢ par

R(t) = P(X > t)
et on définit le taux de défaillance par

h(t) = lim et < XS 4 )
z—0 x '

(a) Quel lien existe-t-il entre R et f 7
(b) Montrer que, pour tout ¢ strictement positif :
ft)

A1) = ~llos(R)) = Fos.

(¢) On suppose que X suit une loi exponentielle de paramétre A .Mon-
trer que h(t) est constant. Montrer que pour tous s,t > 0 on a

P(X>t)(X >t4 S) = P(X > 8)

(d) Montrer qu'un composant qui a un taux de défaillance constant
a une durée de vie exponentielle.

(e) On considére n composants électroniques de durée de vie indé
pendantes et de méme loi X. On note N (¢) le nombre de compo-
sants encore en marche a la date t. Quelle est la loi de N(¢)?
Montrer que pour tout ¢ > 0 on a

L B(V@) - EV(t+2)
ht) = limy TE(N(D)

Commentez ce résultat.

2. On considére une variable aléatoire X a valeurs dans R ; on notera Lx
la fonction, définie sur R™ par

Vt >0, Lx(t) = B(e!).

On dit que Lx(t) est la transformée de Laplace de X.



(a)

Déterminer les transformées de Laplace des lois suivantes : loi
uniforme sur [—1; 1], loi normale centrée réduite N (0, 1). Vérifier
que pour chacune de ces lois, on a Lx(0) =1, L'y (0) = E(X) et
L%(0) = BE(X?).

Montrer que, pour tout ¢ > 0 tel que Lx(t) soit fini et pour tout
x € R on a 'inégalité suivante :

P(X >z) < Lx(t)e ™.

Indication : appliquer l'inégalité de Markov a la variable aléatoire
Y =X,
Si Xq, ..., X, sont indépendantes et de méme loi telles que leur

transformée de Laplace existe, calculer la transformée de Laplace
de X; +---+ X,,.

On note A(t) = In Lx (), et on considére la variable aléatoire X
définie par
5 X1_|_..._|_Xn.
n

Montrer que, pour tout ¢ > 0 tel que Lx(t) soit fini et pour tout
x € R on a 'inégalité suivante :

InP(X > z) < —n(tx — A(t)).

En déduire que si on note A*(z) = Sup (tx — A(t)) on peut opti-
miser cette inégalité, par

P(X >z) <e ™M@,

3. Soit P € C[X] dedegré n: P=ag +aX +asX? +...+a,X" ot

an # 0.
Soient zg, 21, ..., 2n, les racines n 4+ 1-émes de l'unité (c.a.d telles que

Vk 2z} =1) et soit

M = sup{|P(z)|, k € {0,1,...,n}}.

+

Résoudre, dans C, 'équation 2"t = 1 et montrer que I'on peut

choisir z; de sorte que z = 2¥.

Montrer que M > 0.

n
Calculer Z % en fonction de p .
k=0

n
Montrer que ]ZP(zk)] < (n+1)M et en déduire que |ag| < M.
k=0
Montrer que Vk € {0,1,...,n} |ax| < M.



4. On considére une suite (X;);en+ de variables aléatoire indépendantes

et suivant toutes la loi normale de moyenne m et d’écart-type o.
n

_ 1 & _
Soit, pour n entier non nul, X,, = — ZXZ- et Tﬁ = Z(X’ — Xn)2.
n
(a) Quelle est la loi de X, ?

(b) Montrer que X, est un estimateur sans biais et convergent de m.

(

Soit Z,, = % Montrer que Z,, est aussi un estimateur sans
biais convergent de m. De X,, et Z, lequel est de plus petite

o
~

variance ?
(d) Montrer que E(T2) = Y0, V(Xi — X,).
(e) En déduire la valeur du réel a tel que S2 = aT? soit un estima-

teur sans biais de 2.

5. On suppose qu’un enfant collectionne des images de joueurs de football
qu’il trouve en cadeau dans des tablettes de chocolat. Une tablette
contient une seule image et il y a N > 2 images de joueurs différentes
numérotées de 1 & N, que I'entreprise de chocolat a réparties avec la
méme fréquence 1/N. Notons X,, le numéro de 'image trouvée dans
la n-iéme tablette ouverte par I'enfant. Alors, les hypothéses sur la
répartition des images impliquent que (X,,n > 1) est une suite de
variables uniformes sur {1,..., N}, ou N > 2.

Pour tout k£ € {1,..., N}, on note

7 =inf{n>1: Card({Xy,..., X, }) =k} } .

On a 7 =1 et 7V est le nombre de tablettes que I'enfant a ouvertes
lorsqu’il obtient pour la premiére fois k images différentes.

(a) Calculer P(r¥ — ¥ = p) pour tout p > 1. Plus généralement,
calculer pour tout p > 1,

P(TI?[H_TIiV:p)-

Calculer également E (7%, — 71)
N-1
(b) Posons Hy = Z 1/k et Ty = 7. Calculer Hy'E(Ty).
k=1

(¢) Montrer que les variables (Té\j_l —¥,1 <k < N —1) sont indé-
pendantes.

(d) Calculer la variance de T notée V(Tx) en fonction de Hy.
(e) Montrer que Hy' (T — E(T)) tend vers 0 en probabilité.



6. Soit F' une fonction de R? vers R de classe C; vérifiant :

F(0,0) = 0 et pour tout (z,y) de R?

OF OF

(a) Rappeler la définition d’une dérivée partielle

(b) Soit (,y) fixé dans R?\ {(0,0)}. Montrer que la fonction ¢ définie
sur R™ par ¢(t) = F(tz,ty) est dérivable sur R™ et calculer sa
dérivée.

(c) En déduire 'expression de F.

(d) Soit la fonction f de R? vers R définie par : f(x,y) = /2% + y*.
Calculer les dérivées partielles de f sur R?\ {(0,0)}.

Calculer les dérivées partielles de f en (0,0).

Dans la suite, on se propose de trouver toutes les fonctions g de
R? vers R de classe C; qui vérifient le probléme :
(*)  ¢(0,0) = 0 et pour tout (z,y) de R? =z %(z, y)+y 5—f(x, y) =

o0y
Vvt + gt

(e) Déduire des questions précédentes une fonction h vérifiant le pro-
bléme (*).

(f) On pose G = g — h; déterminer une équation simple vérifiée par
la fonction G'7

(g) En déduire toutes les fonctions solutions du probléme (*).
7. Soit n € N*; on pose E = {1,---, n}.

(a) On choisit de fagon équiprobable deux éléments de P(E) : A et
B.

Déterminer la probabilité pour que A C B.

=

Déterminer la probabilité pour que card(A N B) = k.

—~
o
~

Déterminer 'espérance de la variable aléatoire card(A N B).

Calculer S = Z card(AN B).
(A,B)eP(E)?

2

8. Soit une suite de variables aléatoires réelles (X,,)nen ayant des fonc-
tions de répartition (F},)nen de classe C'! sur R, et convergeant en loi
vers une variable aléatoire réelle X ayant une fonction de répartition

F de classe C! sur R.

(a) Rappeler la définition de la convergence en loi, de la convergence
en probabilité.



(b) Soit & > 0; montrer qu'il existe (A4, B) € R? tel que
PA<X<B)>1-¢
(c) Soit e > 0; montrer qu'il existe (A, B) € R? tel que
VneN, PA<X,<B)>1-¢

(d) Soit une suite de variables aléatoires réelles (Y, )nen convergeant
en probabilité vers 0. Montrer que la suite de variables aléatoires
(X,Y,) converge en probabilité vers 0.

9. On considére une suite (Xj)ren+ de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi définies sur un espace probabilisé et pour n € N*, on
note M,, le maximum de X1, ---, X, :

Vn e N,Vw € Q, M, (w) = maz{X1(w), -, Xp(w)}

(a) propriétés de la loi exponentielle.

(b) On suppose que les variables aléatoires (X;) suivent une loi ex-
ponentielle de paramétre o > 0. Montrer que la suite (Z,)nen+
définie par Vn € N*, Z,, = aM,, — In(n) converge en loi vers une
variable aléatoire.

(c) On suppose maintenant que les variables aléatoires (X;) suivent
une loi de Cauchy de paramétre ¢ > 0 (de densité m)

Montrer que Vz > 0, arctan(z) + arctan(L) = Z.
Montrer que la suite (Z,)nen+ définie par Z,, =
en loi vers une variable aléatoire.

™
- M, converge

10. On admet que la durée de vie d’ampoules électriques suit une loi expo-
nentielle d’espérance inconnue — (« > 0) et que les variables aléatoires

X; représentant la durée de vie de 'ampoule ¢ sont indépendantes.
Pour estimer «, on choisit un lot de n ampoules et on observe les
instants, supposés distincts deux a deux,

Xa)y < X(g) < -+ < X, ott les r premiéres de ce lot éclatent (ot
X1, -, X, représentent les durées de vies des n ampoules).

(a) Quelle est la loi de X (), de X(,)?

En posant X(g) = 0, on admettra, pour la suite de l'exercice, que
les variables aléatoires X(;) — X(;_1), 1 < ¢ < n, sont indépen-
dantes et suivent des lois exponentielles de paramétres respectifs
a(n—i+1).

(b) Parmi les estimateurs sans biais de 1 de la forme

U=MXqg)+-+ X



(c’est & dire combinaison linéaire des r observations X;)), trouver

celui, noté U, qui rend minimum var(U). On commencera par
déterminer I'espérance et la variance d’une telle variable aléatoire

U.
N 1
Puis, on pourra montrer que U = (X(3)+- -+ X)) =+ X
r

A 1
et qu’alors var(U) =

n—r

r

—.

ra

11. Pourn € N*, soient n variables aléatoires réelles indépendantes X1, - -+, X,
définies sur un espace probabilisé €2, A, P), de méme loi de Poisson de

Xi+--+ X,

paramétre A > 0. On pose X,, =
n

(a) Rappeler la loi de Y, = nX,, son espérance et sa variance. Quelle
convergence peut-on établir pour la suite (X'n)neN* ?
On cherche & évaluer P(X = 0) = e~ a l'aide d’une suite d’esti-
mateurs (Z,) convergeant en un certain sens vers e et telle que
Vn € N*, E(Z,) = e

(b) Une premiére idée est de poser Z, = e~ Xn_ Que penser de ce
choix ?

(c) Une autre idée consiste a choisir Z,, = % ou Yw € Q, K, (w) =
Card{i, 1 <i<n, X;(w)=0}.
Déterminer la loi de K,,. Qu’en déduire pour la suite (Z,,)?

12. Soit M la matrice de My(R) définie par :

16

o o O
O = O O
o O © O
o O O

(a) Déterminer les entiers n de N tels que M"™ soit inversible .
(b) Déterminer les entiers n de N tels que M™ soit diagonalisable .

13. Dans le plan euclidien muni d’un repére orthonormé, on appelle “ che-
min 7 de O(0,0) & A,(n,n), out n est un entier, une ligne brisée de O
a A, formée de segments de longueur 1 et dont les changements de
direction ne se font que vers le haut ou vers la droite.
Dénombrer le nombre de chemins différents de O a A,,.

14. Soit, pour tout n entier non nul , P,(x) = 2" +z — 1.

(a) Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique x,, €]0,1] tel
que P,(z,) = 0. (on définit ainsi une suite de réels (zy,)p.)

(b) Etudier la monotonie de la suite (zy,)s,.



(c) Montrer que x,, converge vers un réel que l'on précisera.

1
(d) Montrer que pour tout n non nul 1 — x,, < %(n).

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes la méme loi géométrique de paramétre a > 0.

Pour tout n de N*, on pose : S, = X1 + Xo + ... + X,,.

1
15. (a) Montrer que la variable aléatoire — a une espérance finie qu’on
note m. "

Soit k un entier de N*.

S
(b) Calculer I'espérance E(—k) en fonction de n, a , k et m.
n

16. Soit f une fonction continue de [0, 27] dans R.

(a) Montrer que, si n € N* est fixé, il existe un unique couple (ay, by,)
de R? tel que

2w
/0 (f(t) — acos(nt) — bsin(nt))?dt

soit minimale.
(b) Que dire des limites des suites (ay) et (b,) pour n — 400 lorsque
f est supposée de plus de classe C'!?

17. Montrer que, lorsque n tend vers l'infini,
D
k=0

est équivalent &

(on pourra introduire une variable aléatoire discréte usuelle).
18. Soit P € R[X] tel que : P’ divise P (x).
(a) Montrer que P” divise P’.
(b) En déduire tous les polynomes de R[X] vérifiant la propriété (x).
19. Soit n un entier supérieur a 2 et E un espace vectoriel euclidien de
dimension n .



(a) Existe-t-il une suite de m vecteurs (z1,z2,...,Zy) , avec m #n
, telle que pour tout x de E on ait :

2]l = V< zlzy > + <aleg >2 +.4 <zle, >27?

(b) Soit (x1,z2,...,x,) une suite de n vecteurs qui vérifient :

[z1]l = [lz2]l = ... = [lzall = 1

et pour tout z de E, ||z|| = /< 2|1 >2 + < z|va >2 +.. 4+ < 2|1y >2

Montrer que (z1,22,...,2,) est une base de E .

20. Soit f un endomorphisme de R3 tel que f* = f2 et dont —1 et 1 sont
des valeurs propres.
Démontrer que f est diagonalisable.

21. Soit A, B et C trois matrices de Mo (C).
Montrer qu’il existe un triplet de scalaires non tous nuls («, 3,7) €
C*\{(0,0,0)} tel que A+ BB +~C admette une unique valeur propre.

22. Trouver les fonctions f continues sur R & valeurs réelles telles que,
x
Vr e R, f(x) +/ (x—t)f(t)dt =1+ z.
0

2 Exercices donnés en option économique

1. Soit A la matrice de M3(R) définie par : A =

O = O
O O =
— =

(a) La matrice A est-elle diagonalisable ?
La matrice A est-elle inversible 7

(b) Déterminer tous les entiers naturels p et g tels que A?PT! = A29,
(c) Existe-t-il un entier n de N tel que M"™ = A si :

01 2
P M=1{1 11
1 2 3
0 1 0
ii. M = 1 -1 1
0 1 1
2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a densité conti-

nues.

Soit U = min(X,Y) et V = maz(X,Y).

Soient Fx, Fy, Fy, Fy les fonctions de répartition de X, Y, U et V
respectivent.



—~ —
Qo
=

Définition et propriétés de la fonction de répartition d’une variable
aléatoire.

Montrer que Vt € R, Fy(t) = 1—(1— Fx(t))(1 — Fy(t)).
Etablir une relation analogue entre Fy, F'x et Fy.

On suppose a présent que X et Y suivent la loi exponentielle de
parametre 1.

i. Quelle est la loi de U ? Que vaut P(U = X)?

ii. Montrer que V a méme loi que Z = X + %Y. En déduire
I’espérance et la variance de V.

3. Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique

-1 0 1
s’écrit : A = 0 0 O
1 0 -1

TN N
o ®

—_ T~ T~
- O o
NN AN SN NI NS N

—
o

Définition et propriétés des matrices de passage

Donner une base et la dimension de Kerf.

Donner une base et la dimension de Imf.

Donner les valeurs propres et les sous espaces propres de f.
f est-il diagonalisable ?

Calculer A™ pour n € N*,

On note I la matrice identité dans la base canonique. Déterminer
les réels a tels que (A —al)? = 1.

4. Soit E I'ensemble des fonctions f de RT dans R de classe C? telles que

Ve e RY, f(z) — (142 f(z) =0

On admet que E contient une unique fonction fy vérifiant fy(0) =

fo(0) =1.

(a)

(b)
()

(d)

Rappeler la définition et les propriétés des fonctions convexes et
montrer que fz est convexe.

Montrer que V¢ € R, fo(t) > 1.

“+o0o
montrer I'existence de l'intégrale / 21 dt
o fo(t)
o0 1
On définit fi par Vo € RY, fi(z) = fo(x)/ fT@dt'
T 0

Montrer que f; € E et que f1 est bornée.

5. Soient 6 € [—2,2] et X une variable aléatoire a densité fy définie par
fo(z) =0z — &+ 1siz€0,1] et 0 sinon.

(a)

Donner la définition et des exemples d’estimateurs.
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(b) Montrer que X admet une espérance et une variance que l'on

calculera.
+o0
(¢) On admet que Vk € N, / uFe "du = k!. Montrer que la va-

0
riable aléatoire Y = — In(X) admet une espérance et une variance
que 'on calculera (on pourra effectuer le changement de variable
deéfini par la fonction x — — In(z) sur un intervalle adéquat).

On considére un échantillon de n variables aléatoires indépen-

. s X1+ + X
dantes de méme loi que X et on pose X,, = SIT T AN o
T, = 12(X, — 3).

(d) Montrer que T, est un estimateur sans biais de 6.

n

6. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une
méme loi de Bernoulli de paramétre p, 0 < p < 1.
Onpose Y, = Xp,Xpi1 et Uy, =Y1 +---+Y,.

(a) Déterminer la loi de Y,.

(b) les variables Y; sont-elles deux a eux indépendantes ?
(c) Calculer E(U,) et V(Uy).

(d) Etudier la convergence de la suite (%)

7. Soient Xq,---,X, n variables aléatoires indépendantes de méme loi
définie par

P(Xi=-1)=P(X;=0)=P(X;=1) = -.

On définit alors des variables aléatoires (Y;)1<i<n €t (Z;)1<i<n par
Y,=1si X, =1, et Y; =0 sinon,
Z; =1s1 X; =0, et Z; =0 sinon.

n n
On pose T7 = ZYi’ T = ZZi et U="T,+1Ts.

i=1 i=1
Déterminer P(letl)ﬂ(Tzztg)(Xi =1).
Déterminer Py—iy(Th = t1) (0 < t1 < k < n) et expliquer ce résultat.

8. On dispose d'urnes Uy, Us,..., Uy,.... La premiére Uy, contient une boule

noire, une boule blanche et une boule de couleur inconnue B. Les sui-
vantes, Ua, Us, ..., Uy, ... contiennent une boule blanche et une noire.

On tire une premiére boule de 'urne U; qu’on remet dans Us. Puis on
tire une deuxiéme boule de Us qu’on remet dans Us etc...

On désigne par p, la probabilité que la nlMe boyle tirée (de U, ) soit
blanche.



9.

10.

11.

11

)999 )

(a) Dans cette question, on suppose que pigog = % — (%

La boule B était-elle blanche ?

(b) Dans cette question, on suppose que, pour tout n supérieur a
2 1.1-(3)"

1000, on a égalité pn = 5 = (5) 177 -
3

La boule B était-elle noire ?

On dispose de 7 Euros. Chaque semaine, a lieu une loterie de 100 billets
dont 10 sont gagnants. Chaque billet cotite 1 Euro.

(a) Dans cette question on veut maximiser la chance de gagner au
moins une fois. Discuter 'affirmation "On a intérét a acheter sept
billets la premiére semaine plutdt que d’acheter un billet pendant
sept semaines".

(b) On veut maximiser le nombre de billets gagnants achetés. Discu-
ter affirmation "On a intérét a acheter sept billets la premiére
semaine plutdt que d’acheter un billet pendant sept semaines".

Vous disposez d’une trousse contenant 10 stylos dont un seul fonc-
tionne.

(a) Vous en essayez un (au hasard), puis s’il y a échec, un deuxiéme
puis, s’il y a échec, vous remettez le premier et vous tirez (au ha-
sard) le troisiéme puis, 8'il y a échec, vous remettez le deuxiéme
et vous tirez (au hasard) le quatriéme, puis...

Combien devrez vous effectuer d’essais de stylo en moyenne pour
trouver le bon ?

(b) Vous les essayez ['un aprés 'autre jusqu’a trouver celui qui fonc-
tionne. Combien devrez vous effectuer d’essais de stylo en moyenne ?

(c) Méme question si suppose qu’a chaque essai infructueux, vous
remettez (& tort )le stylo dans la trousse et que vous tirez au
hasard & nouveau.

Dans un programme de calcul, 'opérateur décide d’utiliser J chiffres
significatifs aprés la virgule et d’arrondir tous les résultats d’opérations
A cette configuration (donc a 0.5 10~ prés).

On suppose qu’il effectue 10% opérations élémentaires successives, que
les erreurs commises pour chacune sont indépendantes, de loi uniforme
sur [—0.5 1077,0.5 10*‘]], et que l'erreur sur le résultat final est la
somme des erreurs commises sur chaque opération.

Déterminer une valeur approchée de la probabilité pour que I'erreur
finale soit inférieure ou égale, en valeur absolue, & 0.5 10/+3. (On
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donne 2F(v/3) — 1 ~ 0.92 ol F est la fonction de répartition de la loi
normale centrée réduite.

12. Soient a > 0 et f définie sur (R**)? par f(x,y) = 22 + 3* + -
Déterminer les extremas de f.

13. (a) Montrer que la fonction g, définie sur R par g,(z) = (Z jU—)e_”c

est dérivable et calculer sa dérivée.

(b) Montrer que, pour tout n de N, ’équation

i

T k

e

r
2 k!

=
Il

n
0
admet une solution et une seule dans R.

Dans la suite on note a,, cette solution.

(¢) Ecrire un programme turbo-pascal permettant de calculer le plus
. . =k
"économiquement" possible la valeur de Z o pour un z donné.
k=0
(d) La suite de terme général a,, est-elle monotone ?



