CHAPITRE

5
EXEMPLES DE QUESTIONS COURTES

QUESTION SANS PREPARATION 1

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit u un endomorphisme de E qui commute avec tous les projecteurs de E.

1. Montrer que si x € F avec x # 0, alors x est vecteur propre de u.

2. En déduire que u est une homothétie, c’est & dire qu’il existe A € R tel que u = Aidg.

SOLUTION DE LA QSP.

1. Si w commute avec un projecteur p, alors u stabilise Kerp et Im p.
Soit « # 0. On compléte x en une base de E, (z,ea,...,e,) et on définit la projection p, par

pz(z) =2, pr(e;) =0 Vi€ [2,n]

Ainsi u(z) € Im(p,) = u(z) = Az
Autre rédaction : soit p le projecteur sur Vect(x) par rapport a,un supplémentaire quelconque.
Alors p(xz) = x. Donc u(z) = u(p(z)) = p(u(z)) € Imp.
Or Im p = Vect(z), d’ott u(x) = A x.
2. Ainsi tout vecteur non nul de E est vecteur propre de u.
Par I'absurde supposons que A # u sont deux valeurs propres différentes de u.
Alors existe z,y non nuls et indépendants tels que u(x) = Az et u(y) = py. Donc

wety)=d+p=a(z+ty) =A=a=yu

Il existe donc A tel que pour tout = € E, u(z) = Az.
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QUESTION SANS PREPARATION 2

Soit un entier avec n > 2. Soit n variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, a valeurs dans [0,n] et vérifiant pour
tout (i, ) € [0,n]? avec i et j distincts :

0 sim==k
V(k,m) € [0,n]*, P([X;=knN[X; =m]) = 1 Gm £k
nin+1)
On pose Z,, = min(X1, Xo,...,Xp).
1. Déterminer les valeurs prises par Z,.

2. Déterminer la loi de Z,,.

SOLUTION DE LA QSP.

1. On a Z,(Q) = {0,1} (presque strement). En effet, si 'événement [Z, > 2] est réalisé, alors on a
nécessairement au moins deux variables parmi X, ..., X, qui sont égales, ce qui est de probabilité nulle.
n
2. Ona:[Z,=0]= U [X; = 0]. Ces événements sont presque stirement incompatibles puisque P([X; =
i=1

kN [X; =m]) =0sim=k.On adonc:

Or, elles ont toutes la méme loi car, en utilisant le systéme complet d’événements ([X; = p]) ; p € [0,n] :

P(X;=0)=)» P([X;=0n[X,;=p]) = =
(=0 =3 PIX =00, =p) = > —rmes =15
p=0 p=0,p#
On a donc : .,
1 n
(2. =) ; n+1 n+1
Donc P[Z, =1] = %H donc Z,, suit la loi de BERNOULLI de paramétre n%rl
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QUESTION SANS PREPARATION 3

1. Si X suit la loi exponentielle de paramétre 1, déterminer E(X*) pour k € N.

1 n
2. SiY suit la loi exponentielle de paramétre A, trouver un équivalent quand n — +oo de E ((Y — )\) )

SOLUTION DE LA QSP.

—+o0
1. Par théoréme de transfert, E(X%) existe si et seulement si / tFe~tdt converge absolument.
0

En utilisant les propriétés de la fonction Gamma, on obtient que E(X*) existe et vaut I'(k + 1) = k!

2. Soit n € N*. Alors (Y - /1\> = ()\Y/\; D) = (X;nl)

,ou X — &(1).

Et (X —-1)" = Z (n) (=1)""*X* d’apreés la formule du binome.

k
k=0
Dou: E(X —1)") = Z (Z) (—1)""k! par linéarité de espérance.
k=0
- wy o~ CDF s (D
Ainsi : E((X — 1) )—nlzm —nlz 0
k=0 k=0 N’
1

.. 1\" n!
A1n51.E(<Y—)\> )n—;\—li-oo o

1 n
Autre rédaction : faire le changement de variable u = At dans l'intégrale qui exprime E ((Y — A) )
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QUESTION SANS PREPARATION 4

Soit E un espace euclidien de dimension n € N*,
On dit quune application ¢ de E dans E est une isométrie si ||p(x) — o(y)|| = ||z — y|| pour tout (z,y) € E2.
On note Z(E) 'ensemble des isométries de F dans E.

1. Soit f € Z(E), montrer qu'’il existe (u,g) € E x Z(F) tel que :

g(0)=0 et Vr € E, f(z) =u+ g(x).

Montrer ensuite que (g(x), g(y)) = (z,y) pour tout (z,y) € E=.
En déduire que g est linéaire et que c’est un isomorphisme de E.

2. Donner un exemple d’application h de F dans E qui vérifie ||h(x)|| = ||z|| pour tout € E mais qui n’est
pas une isométrie.

SOLUTION DE LA QSP.

1. On voit qu’il faudrait que u = f(0), on définit donc g par g(z) = f(x) — f(0) pour tout z € E.
Il est clair que le couple (f(0),g) convient.
Comme ¢ est une isométrie, pour tout couple (x,y) € E? on obtient par développement

lg@@)II* + lg@)II* = 2(g(2), 9(v)) = lll” + llyl* — 2(z, ).

Or g(0) = 0, ce qui entraine ||g(v)|| = |lg(v) — g(0)|| = |Jv — 0|| = ||v|| pour tout v € E.
En tenant compte de cette propriété dans le développement précédent, on aboutit aprés simplification & 1’égalité

demandée.
Soit B = (e1,--- ,en) une base orthonormée de E, alors on doit avoir (g(e;), g(e;)) = (e, e;) pour tout couple
(i,7) € [1,n]? ce qui implique que B’ = (g(e1),--- ,g(en)) est aussi une base orthonormée.

On en déduit que pour tout x € E on a

n n

g(@) = S lg(@), gle))gle) = S a, e gles),

1=1 =1

il est alors clair que g est linéaire.
De plus, on a vu que 'image de la base B est une base, le cours nous dit alors que g est un isomorphisme.

2. Si B=(e1,- - ,en) une base orthonormée de F, il suffit de considérer 'application h définie par
h(z) = Z |{z,e)|ei.
i=1

En effet, on a bien h(0) = 0 et ||h(z)| = ||z|| pour tout z € E mais h(z) + h(—z) = 2h(z) # 0 si z # 0, ce qui
interdit & h d’étre une isométrie d’aprés la question 1).
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QUESTION SANS PREPARATION 5
On considére une fonction f qui est de classe C? sur le segment I = [0, 1].

1. Soit n € N*. Justifier 'existence d’une constante M € R? telle que

o (3)-(= 2 (=5 (-3)

pour tout couple (k,t) € [0,n] x I.

Jim_n Volf(t)dt—iff@)] _ M

2. En déduire que

SOLUTION DE LA QSP.

1. Comme la fonction |f”| est continue sur le segment I elle posséde un maximum M € R.
L’inégalité de TAYLOR LAGRANGE s’applique et donne ce que ’on souhaite.

et avec la version intégrale de

k
2. Soit k € [0,n — 1]. On intégre I'inégalité précédente entre — et
n
I’inégalité triangulaire il vient

k+1

g/‘
k

k41

|7 a1 (fj) o (fj)

D’ou, par somme, et produit par n :

[0 (5)-ae 2 ()

n
k=0 k=0 k=0""n
—1
“— M M
<nY) —=— — 0
= on 61 n—+4oo

I
~
—

=
S~—"
\
~
—
=
=

1
Et on conclut car la somme de RIEMANN associée & f/ qui apparait converge vers / f/(t)dt
0
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QUESTION SANS PREPARATION 6

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme univers probabilisé (£2,.A, P) indépen-
dantes et de méme loi. On pose p = P(X; = 1).
Pour tout n € N on définit une variable aléatoire Y, par :

Yw € Q, Y, (w) = card{k € [1,n]| Xk (w) = 1},

ot 'on a noté « cardE » le cardinal de ’ensemble (fini) E.
1. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y;,.

2. Soit A > 0. Soit N une variable aléatoire définie sur (€2, A, P) qui suit la loi de POISSON de paramétre A
et qui est indépendante des variables X,,. On définit une variable aléatoire Z par :

Yw € , Z(w) = YN(M)(UJ).
Déterminer le loi de Z

SOLUTION DE LA QSP.

1. On reconnait que Y;, compte le nombre d’événements réalisés parmi (X; =1),..., (X, =1).
Ils sont indépendants de méme probabilité p donc Y;, suit la loi B(n,p) (avec le cas particulier de la loi
certaine nulle si n = 0).

2. On a Z(2) = N, et pout tout £k € N, la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements (N = k)ien donne :

“+o00
P(Z=k)=Y P(Z=k)N(N=n))= Z P((Yo=k)N (N =n)) =Y _ P(Y, =k)P(N =n) (indépendance)
n=0
too k +°° )y k
_ > <k>pkqn k 7,\2! o) /\P Z )\q _ (21!7) oA — o= P (22'9).

Donc Z suit la loi de POISSON de paramétre Ap.
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QUESTION SANS PREPARATION 7

Soit (uy,) la suite déterminée par la donnée du réel ug > 0 et par la relation de récurrence suivante :

2u
VneN =
ne ) Un41 1 + 2u”
Soit (vy,) la suite définie par
1
VneN, Uy = —.
Uy,

1. Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont bien définies et montrer que la suite (u,) converge vers une
limite réelle que I'on notera £.

2. Déterminer la nature de la série Z(un —0).

SOLUTION DE LA QSP.

1. Par récurrence sur n > 0, on montre que u,, est définie et u,, > 0.
Donc (vy,) est bien définie aussi.

On a

1 1
= — + 1, soit = = 1.
— 9, + 1, soit vy, 41 211” +

La suite (vy,) est arithmético-géométrique. Son point fixe est © = 2 donc, pour tout n > 0, on a :

1\" 1
un:< > (vo—2)+2dou| lim Un = 3

5 n—-+o0o

2. On en déduit que :

1 1 1 1
e [ ) e —— (0 —2).
T T <1+2nl+1(00—2) ) gz (0= 2)

Donc la série converge (absolument) par comparaison a une série géométrique.
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QUESTION SANS PREPARATION 8

Soit X une variable aléatoire positive qui posséde une densité continue sur R} et qui admet une espérance
strictement positive.
On considére une fonction h définie sur R, qui est positive, croissante, de classe C' et qui s’annule en 0.

1. On suppose que I'espérance de h(X) existe. A 'aide d’une intégration par parties, montrer que
—+oo
E(h(X)) :/ R (t)P(X > t)dt.
0

2. Soit p € [2, +oo[.

—+oo
On suppose de plus que X admet un moment d’ordre p et que l'intégrale / B (t)t~Pdt converge.

1

Prouver que :

dt.

—+oo /
BOX) < n(E)) + B0 [

BE(X)
SOLUTION DE LA QSP.

1. Soit a € R* . Notons Fx (resp fx) la fonction de répartition (resp. la densité) de X.
On se souvient que P(X > t) = 1 — Fx(t), une intégration par partie (justifiée par les hypothéses) nous
donne

/ "B fx ()dt = [h(E)(Fx (8) — 1)]2 — / " W) (Fx (t) = 1)dt = —h(a)P(X > a) + / “WPX > bt
0 0 0

Ensuite on tendre a vers +oo ou :

e comme E(h(X)) existe, le membre de gauche converge (théoréme de transfert) ;
+o0 o0
< = < .
e onal<h(a)P(X >a)=nh(a) [ fx(t)dt < [77 h(t)fx(t)dt el 0

Dot la formule souhaitée (y compris la convergence).

2. On utilise la question 1). Compte tenu des hypothéses , il vient

E(h(X)) < /O - W (¢)dt + / - K (t)P(XP > tP)dt < h((B(X)) + BE(X?) / ROy,

E(X) Bx)
d’apreés U'inégalité de MARKOV P(XP > tP) < E(t)p(p). La derniére intégrale est convergente grace a la
deuxiéme hypothése de cette question car E(X) > 0.
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QUESTION SANS PREPARATION 9

oi ,(, )) un espace euclidien et (w1, ..., Un), (V1,..., V) deux m-uplets d’éléments de els que :
Soit (E lidi t d lets d’élé ts de E tel

1 sii=j

0 sinon.

V(Z,]) S {1,...,m}2, <u1',1}j> = {

1. Montrer que les familles (ug, ..., U, ) et (v1, ..., vy, ) sont libres.

2. Soit p le projecteur orthogonal sur le sous espace vectoriel F' engendré par (uq, ..., Uy, ).
m

Montrer que pour tout z dans E, ||p(z)||* = Z(m, ui){x, p(v;))-
i=1

SOLUTION DE LA QSP.

m m

1. Soit aq, ..., a, des réels tels que Zaiui = 0. On a alors pour tout j , <Z a;us;, vj> =0,

i=1 i=1

d’out par linéarité du produit scalaire, a;(u;,v;) = 0 i.e. aj = 0 ce qui prouve que (u1, ..., Un,) est libre.
Raisonnement analogue pour (v1, ..., Up,).

2. Soit # un vecteur qui s’écrit x =y +z oty € F et z € F+. Alors p(x) = y d’ou |[p(z)|? = ||y|*.

m

Or y € F, d’ou il existe aq, ..., a,, des réels tels que y = Zaiui. On voit que a; = (y,v;). Dot :

||Z/||2 = <yvz<yavi>ui> = Z@’ui)(y’vﬁ

Or (z,u;) = {y + z,u;) = (y,u;) car z est orthogonal & F donc a u;.
Bt {y, vs) = (p(2), vi) = (z,p(vr)} par symétrie de p.

m

Finalement ||p(z)||* = Z(x,uz><z,p(vl)>

i=1
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QUESTION SANS PREPARATION 10
Soit 0 < a < b réels et f: R* — R définie pour tout x # 0 par

br _:
fo = [ Star

1. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée f’
2. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.

3. La fonction ainsi prolongée est-elle de classe C*(R)?

SOLUTION DE LA QSP.

sint
1. Par le th. fondamental du calcul intégral, la fonction t — - étant continue sur RY et R* il vient

sin(bz) sin(ax)

() =bx as 0%

a?x?

2. On remarque que la fonction f est impaire.
2

t
Or, on sait que pour t > 0, t — 5 < sint < ¢ (inégalité de TAYLOR-LAGRANGE). Donc :

1 t sint 1
A i g
t 2 t2 t
En intégrant, il vient
b b
In () - - (a2m2 b2$2) < f(z) <1n ()
a a
Donc lim f(z) =In é
z—0t o a)’
3,.3

3. Un DL en 0, sin(az) = ax — S o(x?) donne 111% f(z)=0.
xr—r
Remarque : T'utilisation de ce calcul pour résoudre la question 2 avec le théoréme de prolongement des
fonctions C! (au programme) n’est pas valable car il faut aussi prouver que f converge en 0.



