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AVANT-PROPOS

Ces annales corrigées de mathématiques des épreuves orales du concours ESCP regroupent
une partie des exercices posés en 2024 ainsi que leur corrigé dans les options scientifique et littéraire B /L.

Ils sont accompagnés d’une réecriture des énoncés dans la forme des sujets qui seront proposés & partir du
concours 2025.

Jusqu’ici, chaque candidat préparait pendant trente minutes un sujet principal, puis devait exposer en une
vingtaine de minutes son travail préparé en salle ; ensuite il était interrogé directement au tableau, pendant
une dizaine de minutes, sur une courte question — dont on trouvera, dans cet ouvrage, un échantillon.

A compter du concours 2025, la demi-heure de préparation est supprimée et chaque candidat sera interrogé
sur le premier exercice directement au tableau (donc sans préparation) sur un premier sujet pendant une
vingtaine de minutes. Une question courte en dix minutes suivra, comme dans ’ancien format.

Cet ouvrage est destiné a aider les candidats pour leur préparation a 1’épreuve orale de mathématiques
de "ESCP, voire aux différentes épreuves écrites, et a fournir des ressources aux enseignants des classes
préparatoires économiques et commerciales.

L’attention des candidats et des professeurs qui les préparent est néanmoins attirée sur le fait que les
corrigés proposés sont destinés aux interrogateurs. Ainsi certaines formulations abrégées des réponses ne sont
pas exactement celles qui sont attendues des candidats (qui doivent étre plus complétes ou plus conformes aux
formulations précises du programme officiel de leur filiére). De plus, certains exercices publiés dans ces annales
sont assez longs : ce sont des sujets d’étude et le jury n’en attend pas nécessairement de la part des candidats
une résolution compléte.

Les énoncés et corrigés des exercices ont été regroupés en cing rubriques : analyse, algébre, probabilités,
sujets de l'option littéraire B/L et questions courtes.

Ces annales n’auraient pu voir le jour sans la fidéle collaboration et I'investissement dans la conception des
exercices, de tous les examinateurs de 'oral de mathématiques de ’ESCP. Nous les en remercions.

Léon LAuLusA, Directeur Général ESCP.
Muriel GRANJEAN, Responsable des Admissions ESCP.

Frédéric CADET, Henri LEMBERG et Magali ROCHER, Responsables des épreuves orales
de mathématiques du concours ESCP.
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SUJET 1.1

1. Soit (up)nen une suite de nombres réels strictement positifs.

(a) Montrer que la série g u, diverge dans le cas ott “2*L > 1 & partir d’un certain rang,
n

u
neN
9 N . .
c’est-a-dire que :

INeN, Vn>N, 24l 5,
Un

< 1. Etudier la convergence de

u
(b) On suppose maintenant que lim L existe et que lim ntl

n—-+oo Up, n—-+oo Up,
la série Z Up,-
neN
(On pourra montrer qu’il existe N, ¢ et C > 0 adéquatement choisis tels que : ¥Yn = N, u, < C ™).

Soient (a,b) € (R%)2. Pour la suite de I'énoncé, on définit la suite (uy)nen par :

U n+a
ug >0 et Vn €N, n—“zi.
U, n+b

2. (a) Veérifier que u,, > 0 pour tout n € N. Puis étudier la convergence de la série Z uy, lorsque b < a.
neN
(b) On suppose que b = a + 1. Que peut-on en déduire sur la suite (v, ),en définie par

vy, = (n+ a)u,, YneN.

En déduire la nature de la série E Uy -

n

(c) Etudier la convergence de la série Z Uy, lorsque a < b < a+1.

neN
3. (a) Montrer que
n+1
VneN, (b—a—1) (Zuk) = (b—1)uo — (n+a+ upiy.
k=0

(b) Montrer que pour a 4+ 1 < b, la série Z u, est convergente.
neN
“+o0
(c) Calculer S = Z uy, lorsque a 4+ 1 < b.

n=0
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SUJET 1.1 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025
Soient (a,b) € (R%)?. On définit la suite (u,)nen par :

U n—+a
u >0 et VneN, —— .
U, n+b

1. (a) Vérifier que u,, > 0 pour tout n € N. Etudier la monotonie de la suite (uy,).

(b) En déduire la nature de la série Z uy, lorsque b < a.
neN

2. (a) On suppose que b = a + 1. Déterminer la nature de la série Z Up, .

n

(b) Etudier la convergence de la série Z Uy, lorsque a < b < a+ 1 (on pourra utiliser v, = (n + a)uy,).

neN
3. On suppose que a + 1 < b.
n+1
(a) Exprimer Z ug en fonction de a, b, ug et u,11.
k=0

+oo
(b) Montrer que la série E Uy, est convergente et déterminer sa somme E Up,.
neN n=0
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SOLUTION DU SUJET 1.1

1.

(a)

Si la série était convergente u,, tendrait vers 0 lorsque n — +oo.

Or, par récurrence immédiate on a u, > uy > 0 pour tout n > .

La suite (up)nen ne peut donc pas converger vers 0. La série Z uy,, est donc divergente.
neN

On note £ le réel positif : { = ll)ril Upt1/Un. On pose £ = (1 4 £)/2. Comme / < 1, on a
n o0

0< ¢ < ¢ < 1. Par définition de la limite, il existe N € N tel que : 0 < up41/u, < ¢ pour n > N.
Il vient alors par récurrence immédiate uy 1, < " uy = "N =Ny pour n > 0.
On pose C = [{~Nuy|; alors pour tout m > N, |u,,| < C¢™.
Donc, par comparaison avec une série géométrique convergente, la série Zum est absolument
convergente, donc convergente.
On vérifie que u,, > 0 par récurrence immédiate en utilisant le fait que ug > 0 et a,b > 0.
Sib<a,onan+a>=n+bpourn >0 etdonc upt1/u, =(n+a)/(n+b) =1 pourn > 0.
La série Z uy, est donc divergente d’aprés la question 1)a).
neN
Sib=a+1,il vient v,41 = (n+ a+ Dupr1 = (n+ b)upr1 = (n+ a)u, = v, pour n > 0.
a Uug
n+a
Donc , par comparaison avec la série harmonique, la série Y u,, diverge.
Poura+1>betb>0,0ona(n+a)/(n+b)>(n+a)/(n+a+1) pour tout n > 0.
On montre alors par récurrence immédiate : u,, > aug/(n + a), Vn € N.

La suite (v, )nen est donce constante et vaut vg = aug ; ainsi u, =

Ainsi par régle de comparaison de séries a termes positifs, Z uy, est divergente.
neN
Facilement par récurrence ; ou sinon par télescopage.
On a ugy1 (k+b) = ug (k+ a) pour k € N. Cette relation peut se réécrire sous la forme :

ugt1 (k+14+a+b—a—-1)=ur(k+a) < (b—a—Dugs1 =up (k+a) —upr1(k+14a), Vk €N

En sommant, et par télescopage, il vient

n n+1
(b—a-1) Zuk+1 =uga—upt1(n+l+a) & (b—a—1) Zuk = (b—a—1)up+upa—up+1(n+1+a)
k=0 k=0

En simplifiant le terme de droite, on conclut a la relation demandée. (En particulier, celle-ci implique
que la suite (v, ),y de la question 2)b) est constante pour b = a + 1.)

Comme la suite (uy,)nen est positive et que b > (a + 1), on déduit de la question 3)a) que pour

n+1 n
tout n € N, Z up < [(b—1)/(b—a — 1)]ug. Les sommes partielles Zuk sont donc majorées par
k=0 k=0
(b—1)/(b—a—1)]ug. La série Z un est & termes positifs, elle est donc convergente.
neN

De 3)a et 3)b, il découle que (n + a + 1)up41 admet une limite £ > 0 lorsque n — +oo.
Supposons par absurde £ > 0. On a alors w41 ~ l/(n+a+1),ie u, ~ /(n+a+1).
n—-—+0o0 n—-+00

Par régle de comparaison de séries & termes positifs, la série Z u, serait alors divergente.
neN

C’est absurde. On a donc ¢ = 0.

En passant a la limite quand n — +oo dans la relation de la question 3)a),

(b — 1)UO

lut S = .
on conclut que ]
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SUJET 1.2
v 0 sin(t)
1. Montrer que l'intégrale 2 dt converge pour tout x > 0.
xr
+oo i
t
On pose alors pour tout > 0 f(x) = / SH];( )dt.
T

2. Montrer que f est de classe C* sur ]0, +00|.
3. (a) Montrer qu'il existe un réel a tel que

lim (f(z)— f(1) +1In(z)) = a.

z—0t

(on pourra exprimer In(z) sous forme d’une intégrale).
(b) En déduire un équivalent de f au voisinage de 0.

4. Montrer que

Vz €]0, 400, f(x)= o 3

+o0o
5. Montrer que l'intégrale / f(z)dx est convergente.
0

6. On admet que

+oo L3
/ sin(t) g —
0

us
t 2’

—+oo
Calculer / f(z)dx.
0

cos(z) 2/+°° cosﬂt) Qb
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SUJET 1.2 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

. 0 sin(t)
1. Montrer que l'intégrale / 2 dt converge pour tout x > 0.
xr
+oo i
t
On pose alors pour tout > 0 f(x) = / SH];( )dt.
T

2. (a) Montrer qu’il existe un réel a tel que

lim (f(z) — f(1) + In(z)) = a.

z—0t

Tdr

t)'

(on remarquera que Inz = /
1

+oo
(b) Montrer que / f(x)dx converge.
0

+oo i
4
/ sin( )dt _T
0 t 2

3. On admet que

+oo
Calculer / f(z)dx.
0
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SOLUTION DU SUJET 1.2

1.

. De plus f dérivable sur ]0,+oo[ et V& > 0, f'(z) = —

i sin(? 1
Soit > 0, la fonction ¢ — S“:# est définie, continue sur |z, +oo[. De plus on a Vz > 0, |#| < ok
On en déduit I’absolue convergence de l'intégrale généralisée f:oo Sh;(t) dt pour x > 0. Ainsi f est bien

définie sur |0, +o0].
sin(z)
22

“+oo
g(t)dt+/ g(t)dt).
x 1
On en déduit que est f’ est de classe C* sur ]0, +oo[ donc f est C°° sur ]0, +o0.

(a) On a
1 1 .
V> 0, f(a:)—f(l)+ln(:r):/ S”t;(t) —%dt:/ Sm(:#dt

. (on utilise le théoréme fondamental du
1
calcul intégral en écrivant f(z) = /

sin(t) —t  —t3 t sin(t) — ¢
Or un équivalent en 0 de % est E- o on en déduit que l'intégrale / %dt est
0

1 .
t)—t
faussement généralisée. On pose a = / %dt. On obtient ainsi lim+ flz)— f(1)+1In(z) = a.
0 z—0

(b) On en déduit que f(x) est équivalent & —In(z) en 0.

. Soit & > 0, on effectue une intégration par parties avec A > 0 :

/A sin(t) ., _ [_ COS(L‘)T ) / Fooslt) gy _ cosld) | eosla) / Heoslt)

2 2 t3 A2 x2 t3

On fait tendre A vers +oo d’ou

_ cos(z) 2/+°° cos(t) it

3

1
. Comme / In(t)dt est convergente, avec I’équivalent obtenu en 0 de f, on en déduit que f est de signe
0

1
constant et que / f(t)dt converge. En +oo0, la limite de 2%/ f(x) est nulle en effet on a
0

cos(x T cos(t
232 f(z) = xl(/Q) — 2x3/2/x t?’( )dt.

Le premier terme de la somme tend vers 0 quand x tend vers 4+oo. Par ailleurs

+oo +oo
3/2 cos(t) 1
T /I 3 dt| < ’ B2 dt.

on en conclut que le deuxiéme terme de la somme tend vers 0 aussi. Par conséquent d’apreés la régle de

400 +oo
négligeabilité, on a / f(z)dz est convergente donc l'intégrale / f(z)dz est convergente.
1 0

. Soit a < A, on effectue une intégration par parties

A A
| f@xde = lef@)i = [ tr = a5 - as@+ [T e

On fait tendre a vers 0 puis A vers +oo; il vient AliIE Af(A) = 0 par la question 4 (avec t3 > xt?),
—+o0

oo _[tsin@®) o
/0 f(m)da:—/o ; dt—i.

donc :
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SUJET 1.3

Soit n un entier naturel non nul. Soit I’équation :

ARl A

&

(B,) ao"'=14z+.. . +2",

Montrer que, pour = # 1, 'équation (E,,) est équivalente & I’équation suivante : 2"+2? — 22"+ 1 = 0.
Montrer que pour tout n € N*| équation (E,) admet une unique solution u,, qui appartient a I =]1,2].
Etudier la monotonie de la suite (u,,).

Montrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite a.

Montrer que la série de terme général a — u,, converge.

Etudier la nature de la série de terme général w, = u, —a+ CIESR
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SUJET 1.3 AU FORMAT DE L'ANNEE 2025

Soit n un entier naturel non nul. Soit I’équation :
(Ep) "M =14+, 2",

1. Montrer que, pour z # 1, ’équation (E,,) est équivalente & I’équation suivante : "2 — 22"+ 41 = 0.
2. (a) Montrer que pour tout n € N* ’équation (F,) admet une unique solution w, qui appartient a
I=]1,2].
(b) Montrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite a.

3. (a) Etudier la nature de la série de terme général a — u,,.

(b) Etudier la nature de la série de terme général w,, = u, —a + e
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SOLUTION DU SUJET 1.3
1. On constate que pour z = 1 et n > 1, ’équation (F,,) n’est pas vérifiée. Soit x # 1. Alors

|
(E,) & a2t = ——1 © a2t =t e "2 2" 4 1 =0
T —

2. On étudie la fonction f, : @+ "2 — 22"t 4+ 1 sur I = [1,2]. On a :

2(n+1)

fh(z) = (n4+2)z" M —2(n+1)z™ = 2" ((n+2)z—2(n+1)) = (n+2)z" (z—ay,) avec o, = )

n

€]1,2[.

Donc :

T ap, 2

1
o0 N falan) <0 201
Par théoréme de la bijection (& bien justifier) f, admet un unique zéro u, tel que 1 < a,, < u, < 2.
3. On a:

fo(unt1) = fo(unt1)= o1 (Unt1) = (uZi%(unJrl_z)"’l)_(u2+2(un+1_2)+1> = (Un+1_2)u21%<1_un+1> <0,

car un41 €]1,2[. Ainsi f,(upy1) < 0= fn(up); comme f, est strictement croissante sur ], 2[ et que

p < Qa1 < Upy1 < 2, on en déduit que uy 1 < uy,. Ainsi ‘ la suite u est strictement croissante. ‘

4. Comme 2 > u,, > a, — 2, par théoréme d’encadrement, on a : lim wu, = 2.
n—-+o0o n—-+oo

Remarque : la suite (u,) est monotone bornée, donc convergente, mais cela ne donne pas sa limite.

2 . 2
5. Onan®(2—u,) = - = e Inn=(n+)In(un) 5 () par croissances comparées, car (u,) tend vers 2.
n n—-+oo

Donc la série de terme général 2 — u,, converge (RIEMANN).
’U,::J'_l _ 2n+1

(2uy, )"t
Or2— %JFQ < Uy, <2, done 0 < ultt < 27FL done ultt — 27t < 2 x 2L,

_ 1 1 1
6. Comme2—un—w,onawn_w—ug+l =

n+1
n+1 n+1 2
Et (2u,)"t! > 2n+ (Q—m
Do s o < 2 (1" 1 nN" 1
one: up| S = =g ) X T e L e \2) N
(Q*nTz) (1*7«72)

Done, par comparaison avec un série géométrique, la série > w, converge.
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SUJET 1.4

Soit I un intervalle. On dit qu'une fonction f : I — R est absolument monotone sur I si

f est de classe C™® sur I et ¥n € N, Vo € I, f™ (z) > 0.

1. Soit la fonction f de classe C* sur {0, g[ définie par f (z) = tan (z) .
(a) et n € N. En utilisant la relation f’ = 1 + f2, exprimer f("*1 en fonction f, f/,..., f(™.
(b) En déduire que f est absolument monotone sur [0, g {

On revient maintenant au cas général. Soit @ > 0 et f une fonction de I = [0, a[ dans R absolument monotone
sur [0, a[. Soit n € N.

On pose, pour = € I, R, () = / uf("“) (t) dt.
0 n:
O

2. Montrer que pour tout « € I, f (z Z
k=0

a: 4R, (2).

R, 1—u)"
3. Montrer que, pour tout x > 0, ng) = / i) £ (zu) du.
0

n!
R, (:U) )
4. En déduire que la fonction = +— w31 est croissante sur 10, al.
x n+1
5. Déduire des deux questions précédentes que si 0 < x < y < a, alors 0 < R, (z) < () f(v).
Y
S~ S(0)
En déduire que pour tout z € [0,a[, f(z) = Z z"
n!
n=0
Les questions suivantes concernent la fonction f : x — tanx définie sur [0, 5 [
f f W ok
6. Montrer que pour tout = € [ g la série Z ac est convergente et que f (z Z
n fM0) T 1
7. On pose Sy, (z) = > o On suppose que 0 < z < 5 Montrer que [tan (x) — Sy, (x)] < PTESE
k=0 :
Quelle valeur de n peut-on prendre pour obtenir une valeur approchée de tan(1/4) a 10=2 prés?
F®(0) .
8. On pose, pour k € N, ap = I Montrer que pour tout n € N*, a1 = o Z:akan_k

9. En utilisant le résultat de la question précédente, écrire un script Python qui n’utilise que les opérations

1
+,—,* et /, et qui permet d’obtenir une valeur approchée de tan (4) a 1079 preés.



18 ESCP 2024 — Oral

SUJET 1.4 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

Soit I un intervalle. On dit qu'une fonction f : I — R est absolument monotone sur I si

f est de classe C™® sur I et ¥n € N, Vo € I, f™ (z) > 0.

1. Soit f la fonction classe C*° sur I = [O — [ définie par f (z) = tan (z)

(a) En remarquant que f' = 1+ f2, exprimer f("*1) en fonction f, f/,..., f(™.
(b) En déduire que f est absolument monotone sur 1.

On revient maintenant au cas général. Soit a > 0 et f une fonction de I = [0,a] dans R absolument

monotone sur [0,a. Soit n € N.

On pose, pour z € I, R, (z) = / Mf("ﬂ) (t) dt.
0

n!

R, P1-w)"
2. (a) Montrer que, pour tout = > 0, n-(;-g'i) = / ( 'u) FOHY (zu) du.
0 n:

R, (Jc)

n+1

(b) En déduire que la fonction x est croissante sur |0, al.

n+1
(c¢) Déduire des deux questions précédentes que si 0 < x < y < a, alors 0 < R, (z) < <z) f (y).

) (0
(d) En déduire que pour tout z € [0, al, Z f

(n
3. Montrer que pour tout | — 7/2, 7/2[, tan(z Z f
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SOLUTION DU SUJET 1.4
1. (a) Ona f'=1+ f? Pour n € N*, la formule de LEIBNIZ donne

f(,H_l) _ (f/>(n) f % f (n) i < ) (k)f(n—k)

k=0
(b) D’apres la question (a), par récurrence forte évidente sur n > 1 puisque pour n =0 et n =1, on a
T
f >0 sur [0, 5 {
2. C’est la formule de TAYLOR reste intégral. On la montre par récurrence sur n en intégrant par parties

T T — n xr — ntl T — "
/0 %f(""'l) (t) dt en posant u (t) = _((an)l)!’ u' (t) = ( n!t) et v (t) = FD (1).

& 1— AN 1 1— )™
3. Onpose u ==L : R, (z) = / m"#f("ﬂ) (t)dt = / x"%f("ﬂ) (xu) X zdu.
0 n: 0 n.
4. Si10 <z <yetuel0l], 01< zu < yu et donc fHD (zu) < fFOHD (yu) car f*+2) > 0 don
1—u)" 1—u)"
/0 %f(”“) (zu) du </0 (T)f(”'H) (yu) du.

. n fk) 0) 4
5. Siyel0,a], f(y)= kXZIO g Yt Ba (y) = R, (y) donc R, (y) < f(y).

Rul@) _Rul) _SO) g oo p ) < (w)"“f(y).

pntl =~ yn+l ~ yn+1 y

Si0<z<y,

ntl +oo f(k)
Soit x € [Oa a[ et y e ]JI, CL[, 0 < Rn (Jj) < g f (y) donc lim Rn (ﬂf) =0et f (Jj) = Z 7']0 (O) xk.
Yy n—-+oo =0 k!

6. D’aprés Q1 et Q6.

DN | =

n+1
1
7. Enprenant0<x<gety:%Onaoan(x)g <z) fy) < TES cargg
1

donc |R, (z)| = |tan (z) — S, (z)| < ont1

1 1
On a 2'0 = 1024 > 103 donc 23° > 10° donc Sag <4> est une valeur approché de tan <4) a 1079 prés.

|
8. La démonstration de la question 1 donne si n > 1, f*+D (0) = 3 ﬁf(k) (0) f(»=*) (0) donc
k=0 F: (N — .
Fr ) 3 F*(0) 74 (0)
n! = K=k

9. Avec la question précédente :

import numpy as np
T=np.zeros (30)
s T[0]=0
. T[1]=1
s for i in range(1,29):
6 a=0
7 for k in range(i):
8 a—atT[k|*T[i-k]
9 T[i+1l]=a/(i+1)
10 X,S:1,0
. for i in range(30):
. S=S+T[i]*x
13 x=x/4
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SUJET 1.5

1.

1
Moutrer que l'intégrale / (1 —t%)* dt est définie si et seulement si z > —1.
0

1

Pour z > —1 on notera B(z) = / (1—t3)* dt.

0
On admet que la fonction 5 ainsi définie est continue sur | — 1, +o0].

2.

A

Montrer que 3 est monotone et préciser son sens de variation.

20 + 2
= 5 3P @)
Calculer la limite de 8(z) lorsque = tend vers —1 par valeurs supérieures.

Moutrer que, pour tout z > —1, on a : S(x + 1)

Pour tout n € N*, donner une expression de 3(n) a l’aide de factorielles.

En admettant et en utilisant la formule de STIRLING : n! ~ 2mn (%)n,
n—-+oo

en déduire que la suite (8(n)),en converge vers 0.

Etudier la convergence de 3(x) lorsque le nombre réel = tend vers +oo.
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SUJET 1.5 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

1
1. Montrer que 'intégrale / (1 —t%)* dt est définie si et seulement si z > —1.
0

1
Pour z > —1 on notera B(z) = / (1—t3)* dt.

0
On admet que la fonction 5 ainsi définie est continue sur | — 1, +o0].

2. (a) Déterminer une relation entre (x + 1) et 8(z) pour tout z > —1.

(b) Calculer la limite de 5(z) lorsque z tend vers —1 par valeurs supérieures.

3. (a) En admettant et en utilisant la formule de STIRLING : n! ~

n—-+oo
déterminer la limite de la suite (8(n))nen-

Vamn ()",

(b) Etudier la convergence de (3(z) lorsque le nombre réel x tend vers +oc.



22 ESCP 2024 — Oral

SOLUTION DU SUJET 1.5

1. Pour tout z € R la fonction ¢ — (1 — t?)® est continue sur [0, 1[ (voire en 1 si z > 0).
Ainsi 'intégrale n’est (éventuellement) impropre qu’en 1. Or :

(1—t)" =1 +)*(1—-t)" ~ 2°(1—1)* > 0.
t—1—
De plus, par ch. de variable u = 1 — ¢ (de classe C!, strictement décroissant, bijectif de ]0, 1] sur [0, 1])

1 1
du
dans l'intégrale classique / —— on obtient que : / (1 —1t)® dt converge si et seulement si z > —1.
0 U~ 0

Donc, par ‘ th. de comparaison pour les intégrales impropres ‘ B(x) converge si et seulement si —x < 1.
2. Pour tout (z,y) €]—1 +00[? t.q. x < y et tout t €] —1,1[, comme 1 —¢2 € [0, 1], on : (1—¢2)® > (1—¢2)Y.

Donc, par ’ croissance de l'intégration, ‘on obtient 5(y) > B(z). Ainsi ‘ B est décroissante sur | — 1 4 oof. ‘

ult) = (1= 2 w(t) = (2 + 1)(—20)(1 — £)F
V() =1wv(t) =t (u,v C* sur [0, 1]).

3. Par ‘ intégration par parties ‘ avec : {

/1(1 — ) = [ (1)t ] - /10: +1)(=2t)(1 — *)*tdt
0 0

1
=0+2(z+ 1)/ t2(1 —t*)*dt  le crochet converge car x +1 >0
0

=2(z+1)(— Bz + 1)+ B(z)), car (1 —*)" = (1 — t*)**! — (1 — t*)”et tout converge.

2 2
Soit : (22 4+ 3) Bz + 1) = (22 + 2)B(x), i.e. |Vx €] — 1,400, Bz +1) = v B(x).
~—— 2x 4+ 3
#0

4. Comme ‘ B est continue en 0, ‘ ona: f(zr)= 2o +3 Blx+1) —

20 + 2 e — -1t

— o0 T:#B(O):l
z——1+1 ’
T2k (ITr, 2k)° (27n!)>2

5. Ona: f(n)= 2211ﬂ(n —1). Donc : B(n) = B(O)kl;[l Tl T 26) (11—, 2k 1) = CIES

6. On peut remplacer n par 2n dans la formule de STIRLING. Alors :

a1y ()7 famgy  Cn Db 20 [

Remarque : sil’on ne pense pas & écrire astucieusement (2n + 1)! = (2n + 1) x (2n)!, on arrive aussi a ce
résultat en remplacant n par 2n + 1 dans la formule de STIRLING, puis en montrant que :

2n 2n+1 1 2n+1 1
(or1) —(mgg) o™
2n+1 2n +1 n—+o0

7. Puisque 3 est décroissante, on a, pour tout z > 0 : ﬂ(LxJ + 1) < B(z) < B(ij)

Par ailleurs, comme |x] est un entier et que |x] —+> +o00, d’aprés Q6, on a :
Tr—r+00

B(ij+1)x_>—+>m0 et ﬂ([a:j) — 0,

r—r+00

d’ou, | par théoréme d’encadrement : 5(z) — 0.
T—r+00

Autre idée : la limite existe par th.de la limite monotone; elle vaut 0 d’aprés la question précédente.
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SUJET 2.1 Soit n € N*.

Soit R[z] Pespace vectoriel des fonctions polynomiales & coefficients réels et R,,[x] le sous-espace vectoriel de
R[z] constitué des éléments de R[z] de degré inférieur ou égal a n.

Soient (n + 1) nombres réels deux a deux distincts : xg, z1, ..., Tn.

Pour tout k € [0,n], on considére la fonction polynomiale P, définie par

n

Py(z) = H h

=0 Tk — Ty
i#k

1. Calculer Py (z;) pour tout couple (k,4) € [0,n]?.

2. Montrer que (Py, Py, ..., P,) est une base de R, [z].

3. (a) Soit Q € R,[z]. Démontrer que Q = Z Q(zy) Py
k=0

(b) Pour tout m € [1,n], calculer s,, = Z a3 P (0).
k=0
4. Dans cette question, Q est un élément de R|x].

n
On pose Q1 = Q — > _ Q(zx)Px.
k=0
(a) Démontrer que @; admet au moins n + 1 racines réelles distinctes.

(b) On pose sp4+1 = ZxZ'HPk.(O) et Spi0 = ZxZ“Pk(O).
k=0 k=0

n
Déduire de la question précédente que s,41 = (—1)" H T, puis calculer s,4o.
k=0

n n
On exprimera le résultat en fonction de n, de Z xy et de H Ty.
k=0 k=0
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SUJET 2.1 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

Soit n € N*. Soit R[z] 'espace vectoriel des fonctions polynomiales & coefficients réels et Ry, [z] le sous-espace
vectoriel de R[z] constitué des éléments de R[x] de degré inférieur ou égal a n.
Soient (n + 1) nombres réels deux a deux distincts : xg, z1, ..., Tn.
Pour tout k € [0,n], on considére la fonction polynomiale P, définie par

n

Py(z) = H 2h

T — X5
j=0 "k T
ik

1. (a) Montrer que (FPo, P, ..., P,) est une base £ de R, [x].
(b) Soit @ € R,,[z]. Ecrire Q dans la base L.

n
2. Pour tout m € [1,n], calculer s,, = Zw’k"Pk(O)
k=0
3. Dans cette question, @ est un élément de R]z].
n
On pose Q1 = Q — > _ Q(xx)Pr.
k=0
(a) Démontrer que )1 admet au moins n + 1 racines réelles distinctes.

n n
(b) Calculer s,41 = ZxZHPk(O) puis Sp42 = ZxZHPk(O).
k=0 k=0
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SOLUTION DU SUJET 2.1

1. On a pour tout i et tout k, Py(z;) = {

1 sii=k
0 sinon

2. Observons tout d’abord que pour tout k € [0,n], deg(Px) = n donc Py, € R, [x].
n

3.

Soit (Mg, ..., An) € R™ tel que Z)\kPk = 0. Soit i € [0,n]. En évaluant cette égalité en x;, on trouve

k=0
i = 0. Donc pour tout ¢ € [0,n], \; =0, ce qui implique que la famille (Py,..., P,) est libre dans R,,[z].
Puisqu’elle comporte n + 1 éléments et que dim(R,[z]) = n + 1, on en déduit que la famille (Py,..., P,)
est une base de R, [z].

(a)

Soit Q € Ry, [z]. Puisque la famille (Pp, ..., P,) est une base de R, [z], il existe une famille (unique)

de scalaires (g, ..., A,) telle que Q = Z A P
k=0

Soit k € [0,n]. En évaluant en zj, on trouve Q(zx) = g soit Q = ZQ(xk)Pk

k=0
n

Soit m € [1,n]. Soit @ = X™. D’aprés la question précédente, on a @ = Zx}?Pk.
k=0
Ainsi, on a s, = Q(0) = 0.

Soit i € [0,n]. On a Q1(z;) = Q(z;) — ZQ(mk)Pk(xi) = Q(x;) — Q(z;) =0, (cf. Q1)
k=0
donc @ admet au moins n + 1 racines réelles distinctes que sont les x;, pour i € [0, n].

Soit Q = X"+, Alors @, = X" t! — Z:c"HPk, donc Q1(0 Zx”“ = —5p41.
k=0
Les polynémes Py, pour 0 < k < n étant tous de degré n, alors Q1 est de degré n+1 et de coefficient

dominant égal & 1. Or, d’aprés la question précédente, il admet au moins n 4+ 1 racines que sont les
n

2, pour 0 < k < n. Donc Q; = H(X — ), dott Q1(0) "“Hmk
k=0

En comparant les deux expressions de Q1(0), on en déduit $p,4+1 = (—1)”Hmk.

Pour le calcul de sn+2, posons cette fois Q) = X”Jr2

Alors Q = X2 — Zx"+2pk, donc @1 (0 Zx”” = —Sp4o.

k=0
Comme précédemment, ()1 est un polyndéme umtalre de degré n + 2 dont on connait n + 1 racines,
n

donc il existe a € R tel que Q1 = (X — a) H(X — Tg).
k=0
En utilisant les relations coefficients-racines, on sait que la somme des racines de )1 est le coefficient
n

de @, devant X™*! donc a + Zxk =0,ie.a=— Z:ck

k=0 k=0
Ainsi, Q, = (X + Zxk) [Tx =),
k=0 k=0

d’ott Q1(0) = (—1)"*+! <Z$k> H Tk
k=0

En comparant les deux expressions de Q1(0), on en déduit | s,,42 = (—1)" (Zxk> H T
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SUJET 2.2

Soit un entier n > 2. On note M,,(R) ’ensemble des matrices carrées de taille n & coeflicients réels et I,
la matrice identité de M,,(R). On désigne par Ker(M) et Im(M) respectivement le noyau et 'image d’une
matrice M € M,,(R) et par Sp(M) 'ensemble de ses valeurs propres. On munit I’espace euclidien des matrices
colonnes de taille n, M,, ;(R), de son produit scalaire usuel (U, V) = UV pour U, V € M, 1(R).

Soit A € M,,(R).

1. Soit X un vecteur propre de A associé a la valeur propre A € R et Y un vecteur propre de ‘A associé a
la valeur propre p € R. Montrer que si g # A alors les vecteurs X et Y sont orthogonaux.

2. Soit A € R. Montrer que Ker(‘4A — AL,)* = Im(A — \L,).
3. On suppose qu’il existe A € R et X € M,, 1(R) \ {0} tels que Ker(A — Al,,) = Vect(X).
(a) Montrer qu'il existe Y € M, ;(R) \ {0} tel que Ker(*A — AIL,,) = Vect(Y).
(b) Montrer que si X et Y sont orthogonaux alors Ker(A — \I,,) # Ker((A4 — \,,)?).
(¢) En déduire que si X et Y sont orthogonaux, alors A n’est pas diagonalisable.(On pourra raisonner
par l'absurde).
(d) Montrer que si X et Y ne sont pas orthogonaux alors Ker(A4 — \I,,) = Ker((4 — A,,)?).

4. Dans cette question, on suppose que A est diagonalisable et qu’il existe A € R, X € M,, 1(R) \ {0} tels
que Ker(A — AlL,) = Vect(X). Soient Sp(A) = {\, A2, A3, ..., A, } Pensemble des valeurs propres de A et
Y € M, 1(R)\ {0} une matrice colonne donnée par la question 3) (a) telle que Ker(*A — AI,,) = Vect(Y).

Montrer que la matrice A 4+ X 'Y est diagonalisable et déterminer Sp(A + X Y").
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SUJET 2.2 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

Soit un entier n > 2. On note M, (R) 'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients réels.
On munit 'espace euclidien des matrices colonnes de taille n, M,, 1(R), de son produit scalaire canonique

(U,V) = "UV pour U, V € M, 1(R).

Soit A € M, (R).

1. (a) Soit X un vecteur propre de A associé & la valeur propre A € R et Y un vecteur propre de A
associé a la valeur propre p € R. Montrer que si p # A alors les vecteurs X et Y sont orthogonaux.

(b) On suppose qu’il existe A € R et X € M, 1(R) \ {0} tels que Ker(A — AI,,) = Vect(X).
2. (a) Montrer qu’il existe Y € M, 1(R) \ {0} tel que Ker(’A — AI,) = Vect(Y).
(b) Montrer que si X et Y sont orthogonaux alors Ker(A — \I,,) # Ker((A4 — \,,)?).
)

(¢) En déduire que si X et Y sont orthogonaux, alors A n’est pas diagonalisable.
3. Montrer que si X et Y ne sont pas orthogonaux alors Ker(A — AlL,,) = Ker((A — AL, )?).
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SOLUTION DU SUJET 2.2

1.Ona (AX,Y)=XNX,Y) = (X, 'AY) = u(X,Y).
Ainsi, il vient (A — p) (X,Y) = 0 avec A # u par hypothése. On conclut donc que (X,Y) = 0.
2. Soit Z € Im(A — AL,). Il existe donc U € M,, 1(R) tel que Z = (A — AL,)U. Soit V € Ker('A — \L,). 1l
vient alors (Z,V) = ((A — \[,)U,V) = (U, (A — A,) V) = 0 donc Z € Ker('A — \I,,)*.
Ainsi : Im(A — AI,,) C Ker(*A — AL,)*.
Cette inclusion est une égalité d’apres I’égalité des dimensions (via le théoréme du rang).
3. (a) De I'hypothése, on déduit que dim(Ker(A — Al,)) = 1. Or comme rang(A — \,,) = rang(’A — AI,,),
il vient par théoréme du rang que dim(Ker(‘A — AI,) = dim(Ker(A — \I,,) = 1.
1l existe donc Y € M, 1(R) \ {0} tel que Ker(’A — \I,,) = Vect(Y).
(On aurait pu aussi utiliser la question 2)).
(b) En utilisant 2), on a Vect(Y)+ = Ker(‘4 — A\L,,)* = Im(A — \I,).
Or X et Y sont orthogonaux, on a donc X € Im(A — Al,,).
Ainsi, il existe U € M, 1(R) tel que X = (4 — AI,)U.
D’une part, comme X # 0, on a U ¢ Ker(A — Al,).
D’autre part, comme X € Ker(A — AL,), on a (A — AL,)2U = (A — AL,)X = 0.
Ainsi U € Ker((A — AL,)?). On conclut alors que Ker(A — Al,,) # Ker ((A — Al,)?).

(¢) Supposons par I’absurde que A soit diagonalisable et semblable & une matrice diagonale A. Alors

rg(A — Al,) = rg(A = AL,) = 1g((A = AlL,)?) = rg((A — AlL,)?),

(nb. val. propres non nulles)

en contradiction avec 3.b).

(d) On montre aisément que Ker(A — AI,,) C Ker((A4 — \,,)?).
Montrons 'autre inclusion. Soit U € Ker ((4 — A,,)?).
On a alors (A — AL,)U € Im(A — AI,) N Ker(A — AL,).
Ainsi, d’une part, il existe a € R tel que (A — A\,)U = aX.
D’autre part, comme Vect(Y): = Im(A—\L,,),ona ((A—AL,)U,Y) =0 = a(X,Y) avec (X,Y) # 0.
On déduit que o = 0. Ainsi, U € Ker(A — Al,).

4. Comme A est diagonalisable et Ker(A — Al,;) = Vect(X) avec X # 0, il existe une base de vecteurs
propres (X, Us,...U,) de M, 1(R) telle que AX = XX et AU; = A\, U; avec \; # A pour i € {2,...n}.
Comme X # \; et que Y est un vecteur propre de ‘A pour la valeur propre .

On déduit de la question 1. que (Y,U;) = 0 pour i € [2,n].

Ainsi, il vient (A + X YV)U; = AU; + (Y,U;)X = \U; pour i € {2,...,n}.

De plus, (A+ XYV)X =AX + (Y, X)X = (A + (Y, X)) X.

Donc (X, Us,...U,) est une base de vecteurs propres de A + X %y avec pour valeurs propres associées
A (Y, X), A2, A3, .., Adn. A+ X 'Y est donc diagonalisable et Sp(A+ X V) = {A+ (X,Y), X2,..., A}
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SUJET 2.3
Soit n € N*. On munit R**! de son produit scalaire canonique et de la nome associée.
On note B = (ey,...,e,11) la base canonique de R™*1.

n+1
On note u le vecteur de R**! défini par u = Z €;.
i=1
On désigne par H 'orthogonal de la droite engendrée par u.

Pour tout j de [1,n], on pose :
. J
J 1
Vj = 4| —— —=er t+e;

n+1
Enfin, on note aussi v = E a;e; un vecteur fixé de R"*1 (avec ay,...,a, € R fixés).
i=1
1. Montrer que (v1,vs,...,v,) est une base orthonormée de H.

2. Déterminer ing |lv — w]||. Ce réel est noté d(v, H).
we

3. On définit application R" SR par :

n+1
flzy,...,2,) = ||Jv —w||? avec w = inei € H.
i=1

(a)
(b)
(c)

)

(d) Comparer avec le résultat de la question 3.

Déterminer les points critiques de f sur R"™.

Montrer que f admet un minimum global sur R™ et le calculer.

a) Montrer qu’on définit bien ainsi une application f, et donner une expression simplifiée de f(z1, ...

s Tn).
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SUJET 2.3 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

Soit n € N*. On munit R**! de son produit scalaire canonique et de la nome associée.
n+1
On note B = (eq,...,e,11) la base canonique de R"*!, u le vecteur de R"™! défini par u = Z e; et H

i=1
lorthogonal de la droite engendrée par w.

Pour tout j de [1,n], on pose :
. J
J 1
Vj = 4| —— —=er t+e;
(B e)

1. Montrer que (vy,vs,...,v,) est une base orthonormée de H.
n+1

2. Soit v = Z a;e; un vecteur fixé de R™"*1. Déterminer d(v, H) = inf |lv — w)|.
P weH

3. On définit application R" SR par :

n+1
flzy,...,2n) = |Jv — w||? avec w = Zmiei € H.
i=1
(a) Montrer que f admet un minimum global sur R™ et le calculer.

(b) Comparer avec le résultat de la question 2.
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SOLUTION DU SUJET 2.3

1. Il est clair que les v; appartiennent H car {u,v;} = j_T.l +1=0.
De plus

o Soit 1 < j <k < n. Alors (vj,v0) = /547 ’/k+1( % -3+

o Puis, Vj, loj? = 55 (i(=3)?+1) = 55 (L +1) =1
C’est une famille orthonormée, donc libre.

Or H est un hyperplan de R”*!, il est de dimension n égale au cardinal de la famille.
Donc c’est une base orthonormeée.

(L-1)=0
g+1 k+1k k

?r\»—*

2. D’aprés le cours, cet inf est un min égal a ||v — vy ||?, oit vy est le projeté orthogonal de v sur H.
Calculons vy = (b1, ...,bn,byy1); 0n a:

v—vg LH <= 3keR, vg —v=hu < Viel, n+1],b; =a; + k.
H=u

n
En ajoutant toutes ces équations, et tenant compte de b,11 = — Z b; on obtient :
i=1
n+1 n+1 n+1

O—Zaz k:k——n}rlZai:—nil,avecazgai.

=1

n+1 2

o
Finalement, | inf ||v —w| = |[v —vg|?* = i — b))% = :
inalement, JrelHHv w|| = |lv — vl ;(al i) nil

n
3. (a) Comme w € H,on a &p4+1 = _in’ donc ||v — wl|? ne dépend que de 1, ..., T,.
i=1

n n 2
Ainsi f est bien définie et | f(xq,...z,) = Z(xl —a;)? + (an_H - Zx1>
i=1

i=1

(b) Ona:Vie{l,...,n},0if(z1,...,2n) = 2(x; —a;) — 2 <Gn+1 _i%)
i=1

Les points critiques de f sont donc caractérisés par : Vi € [1,n], x; — a; = apy1 — Z T;
i= 1

n n n n
En sommant de 1 & n, on a : E -Ti_E ai:nanﬂ—ng xi,d’oﬁg T; =

En réinjectant dans (x) il y a un unique point critique (y;7 ey Yn) donné par :

i + anJrl .

n n+1

. 1
Vie[l,...,n], yi —a;i = any1 — m;(ai+an+l) =
i

n+1 n+1 2
(C) Doncf(y17"'7yn):Z(yi_ai :n+1<zaz> .

i=1
Pour montrer que c’est un minimum global, on remarque que lim  f(x) = 4o0.
[|z||—+o0

+1’ il existe R tel que si ||z|| > R, on a ||f(z)|| > A

Sur le fermé borné B(0, R), la fonction continue f est bornée et atteint son minimum.
Comme R"™ est ouvert il est atteint en un point critique de f qui qui ne peut étre que (y1,...,Yn)-

—_— a;.
n+1 p

Ainsi pour A >

(d) en Conclusion : on constate ’égalité entre min(f) et la distance au carré de v & H.
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SUJET 2.4

Soit un entier n > 2. Soit £ = M,,(R) ’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n.
Pour toute matrice B € E on note @5 I’endomorphisme de F défini par :

VM € E,&5(M) = BM

Soit A € E une matrice fixée.

1. (a) Montrer que si A est nilpotente (c’est-a-dire qu'il existe p > 2 tel que AP = 0), alors ® 4 est nilpotent
(C’est-a-dire qu’il existe ¢ > 2 tel que ®% = 0).

(b) Soit P un polynome. Trouver une matrice B telle que P(®4) = ®p.

(¢) Montrer que A admet un polynéme annulateur (non nul).
Montrer que A et ®4 ont les mémes polyndémes annulateurs.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A pour que ® 4 soit un isomorphisme de E.

Dans la question 3, on admet le résultat suivant (qui sera a démontrer dans la question 4) :

Une matrice B est diagonalisable si et seulement s’il existe Aq,..., A, € R distincts tels que le polynéme m
P
défini par m(z) = H(x — A) soit annulateur de B.
k=1

3. Montrer que A € F est diagonalisable si et seulement si ® 4 est diagonalisable.
4. Démonstration du résultat admis.

(a) Soient u,v deux endomorphisme d’un espace vectoriel de dimansion finie. Montrer que :
dim(Ker(u o v)) < dim(Ker u) + dim(Ker v)

(b) En déduire le résultat admis.
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SUJET 2.4 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

Soit un entier n > 2. Soit £ = M,,(R) ’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n.
Pour toute matrice A € E donnée, on note ®4 'endomorphisme de E défini par :

VM € E, ®4(M) =AM

1. Montrer que A et ® 4 ont les mémes valeurs propres.
2. On suppose que A est diagonalisable.

(a) Montrer que ‘A est diagonalisable.

(b) Montrer que ® 4 est diagonalisable.

3. (a) Soient u,v deux endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que :
dim(Ker(u o v)) < dim(Ker u) + dim(Ker v)

(b) Mountrer que A est diagonalisable si et seulement si A admet un polyndéme annulateur qui n’a que
des racines simples.

(¢) On suppose que P4 est diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET 2.4

1.

2.

4.

(a) Par récurrence évidente sur k > 0, on a (®4)*(M) = ® 4« (M) pour tout M,
i.e. (®4)% = ®4x. Donc ¢ = p convient.

(b) On vient de voir que pour tout k € N, on a (®4)* = ® 4«.
P
Si P(x) = Zajxj, pour tout M € E, on a alors P(®4)(M) = ®p(4)(M).

§=0
Ainsi \ P(®4) = Dpa). \

(¢c) La famille (I, A, ..., A"") est de cardinal n2 4+ 1 dans E de dimension n?; elle est donc lice.
Ainsi A posséde un polynéme annulateur P.
D’apreés la question précédente tout polynome P annulateur A est un polyndéme annulateur de ® 4.
Réciproquement si P(®4) = 0, alors, pour tout M € E, on a P(A)M = 0.
En prenant M = I,,, on obtient P(A) = 0.

Si A est inversible, alors ® 4 0 ®4-1 = P 4-1 0 P4 = Id g, donc P 4 bijective.

Réciproquement (par contraposée), si A n’est pas inversible, alors pour tout X € Ker A\ {0}, la matrice
M dont les colonnes sont (X, X, ..., X) appartient a Ker @ 4,.

Donc Ker @ 4 # {0} donc ® 4 n’est pas injective, et donc n’est pas bijective.

Une condition nécessaire et suffisante de bijectivité de ®4 est donc

. En passant par sa matrice dans une base, le résultat admis s’étend & un endomorphisme.

Ainsi &4 est diagonalisable si et seulement s’il posséde un polynéme annulateur scindé a racines simples.
D’ou I'équivalence puisque A et ® 4 ont les mémes polynomes annulateurs (cf. Qlc).

(a) Soit w la restriction de u a 'image de v i.e. W = uim(y)-
Alors w est une application linéaire de Im(v) dans Im(u o v). On a :

Kerw = {y € Im(v) /u(y) = 0} = Ker(u) N Im(v), Im(w) = {u(v(x)),z € E} = Im(uov)
Le théoréme du rang appliqué a w, puis & chaque endomorphisme u et v, permet d’écrire
dim(Im(v)) = dim(Ker(u) NIm(v)) + dim(Im(uov)) < dim(Ker(uov)) < dim(Ker u) 4+ dim(Ker v)
(b) Si A est diagonalisable, en prenant m = H (X —)\), on obtient classiquement que m(A) = 0.
AESP (M)

Réciproquement si m(A) = 0.
On généralise la question précédente & plusieurs endomorphismes par récurrence. Il vient donc
P P
n = dim (Ker(H(A - A;J)) < Zdim(Ker(A — A1) < n,

k=1 =

m(A)=0 1

car les sous espaces propres sont en somme directe.

P
Donc Z dim(Ker(A — M\ I)) = n, ce qui montre que A est diagonalisable.
k=1



36 ESCP 2024 — Oral

SUJET 2.5

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Soit F un espace vectoriel de dimension n, B une base de F, u et v
deux endomorphismes de E tels que wov = v o u et vérifiant Ker(u) N Ker(v) = {0g}.

On dit que A est une valeur propre du couple (u, v) si Ker(u — Av) n’est pas réduit & {Og}. On note Sp (u, v)
l’ensemble des valeurs propres du couple (u, v).

1. Dans cette question seulement, on suppose que n = 2 et que :

Mg(u):<_11 _11> ot MB(U)Z((I) ‘21>.

Montrer que le couple (u,v) vérifie les hypothéses de ’énoncé et déterminer Sp (u, v).

2. On suppose dans cette question que v est un isomorphisme de F sur E.
Montrer que Sp (u,v) = Sp (v=! o u),
ot Sp (v~ o u) désigne I'ensemble des valeurs propres de v~! o u.

3. Soit A et p deux réels distincts. Montrer que Ker(u — Av) N Ker(u — pv) = {0g}.

4. Soit p un entier supérieur ou égal a 2. On considére dans cette question, Aq,..., A, des réels deux & deux
distincts et on suppose que les noyaux Ker(u — Agv), pour k € [1,p] sont en somme directe.

Soient A,y différent des autres Ag.

1
(a) Pour tout k € [[1,p + 1], on se donne z, € Ker(u — Apv) vérifiant Zixk =0.
k=1
Montrer que :
e lona: i()\k — Apt1)v(zg) =0;
k=1
e pour tout k € [1,p], on a: v(xy) € Ker(u — Agv).
(b) En déduire que les sous-espaces (Ker(u — )‘kv))1<kgp+1 sont en somme directe.

5. Montrer que le couple (u,v) posséde au plus n valeurs propres distinctes.

6. Déduire de ce qui précéde que Im(u) 4+ Im(v) = E.
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SUJET 2.5 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Soit F un espace vectoriel de dimension n, B une base de F, u et v
deux endomorphismes de E tels que wov = v o u et vérifiant Ker(u) N Ker(v) = {0g}.

1. Dans cette question seulement, on suppose que n = 2 et que :

MB(u)_<_11 _11) ot MB(U)_G) _21>.

Montrer que le couple (u,v) vérifie les hypothéses de I’énoncé et déterminer Ker(u — Av) suivant les
valeurs de A.

2. (a) Onsuppose dans cette question que v est un isomorphisme de E sur E. Montrer que Ker(u—Av) # {0}

si et seulement si A est valeur propre de v~ ! o u.

(b) Soit A et p deux réels distincts. Montrer que Ker(u — Av) NKer(u — pv) = {0g}.

3. Soit p un entier supérieur ou égal & 2. On considére dans cette question, A,..., A, des réels deux a deux
distincts et on suppose que les noyaux Ker(u — A\gv), pour k € [[1, p] sont en somme directe.

Soient Ap11 différent des autres Aj.

1
(a) Pour tout k € [1,p + 1], on se donne zj, € Ker(u — Apv) vérifiant Zixk =0.
Montrer que : =
e lona: i()\k — Apt1)v(zg) =0;
k=1
e pour tout k € [1,p], on a: v(xy) € Ker(u — Agv).
(b) En déduire que les sous-espaces (Ker(u — )‘kv))1gkgp+1 sont en somme directe.



38 ESCP 2024 — Oral

SOLUTION DU SUJET 2.5

1 1

-1 -1
D’autre part, on remarque que Ker(v) = {0g}, donc on a Ker(u) N Ker(v) = {0g}.
On calcule, pour A € R, det(Mg(u — Av)) = A2, d’ott : Sp(u,v) = {0}.

2. On a u — Av non bijectif si et seulement si v"'u — AId non bijectif.

3. Soit z € Ker(u — Av) NKer(u — pv). Alors : u(z) = Mv(z) et u(z) = po(z).
D’ou v(z) =0, d’ott u(x) = 0, donc = € Ker(u) NKer(v) = {0g}.

1. On vérifie bien que Mg(u) x Mg(v) = = Mpg(v) x Mp(u).

pt1
4. (a) e En appliquant v on obtient une premiére égalité Z v(zg) = 0.
k=1
Par ailleurs, appliquant u et en utilisant le fait que u(zg) = A\gv(xg),

p+1
on obtient une deuxiéme égalité Z Apv(zg) = 0.

k=1
On obtient premier résultat en soustrayant la deuxiéme égalité & A,4q fois la premiére.
e Pour tout k € [1, p], u(v(zk)) = v(u(zr)) = v(dpv(zg)) = Agv(v(zk)), ot (u — Agv)(v(zk)) = 0.
Ainsi VE € [1,p], Ak — Ap+1)v(zk) € Ker(u — Agv).
D’ott le résultat car A,4q est distinct des autres Aj.
(b) Or les noyaux sont en somme directe, donc (a) et (b) donnent : Vk € [1,p], v(zx) = 0.
p+1
De plus, comme Zv(xk) =0, on a aussi v(xp41) = 0.
k=1
Pour tout VE[1, p], zr € Ker(u — A\gv), d’ou u(xy) = Agv(zg) =0,
donc zy, € Ker(u) N Ker(v) d’ou z = 0.
Ainsi les espaces sont en somme directe.

5. Par I’absurde, s’il y a n + 1 valeurs propres distinctes Ay, ..., A\p11, alors
n+1 n+1
Z dim(Ker(u — \pv)) =2 n+1 et Z dim(Ker(u — Apv)) < n
k=1 k=1
Absurde.

6. Comme (u,v) admet un nombre fini de valeurs propres, il existe A € R tel que Ker(u — Av) = {0g}. Donc
Im(u — Av) = E. Ainsi
E =Im(u — M) C Im(u) + Im(v) C E
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SUJET 3.1

Soit (€2, A,P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire définie sur cet espace telle que, pour
tout ¢ > 0, on a P(X >t) # 0.
On note F' la fonction de répartition de X.
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires sur le méme espace probabilisé, indépendantes et qui suivent
toutes la méme loi que X.
Soit 6 € R%.. Pour tout w € €2, on note Ny(w) le plus petit entier & > 1 tel que Xy (w) > 6.

On admet que Ny est une variable aléatoire a valeurs dans N.
On définit enfin la variables aléatoire Ry par, pour tout w € Q et k € N* :

si Ng(w) = k alors Ryp(w) = Xp(w)

On admet que Ry est bien une variable aléatoire a valeurs dans N.
1. Reconnaitre la loi de Ny et en déduire E(Np).
2. Soit = > 6.
(a) Justifier que pour tout k € N*,

(b) En déduire que P(Ry < z) = w —1_ 1_?2;;

3. Que vaut P(Ry < z)siz <07
Prouver que si X est a densité alors Ry est une variable aléatoire & densité.

1
4. Dans cette question, on suppose qu'une densité de X est la fonction définie sur R par z — m
m(x
(a) Déterminer la fonction de répartition F' de X.
1
(b) Montrer que 1 — F(x) oo T

(¢) Pour tout n € N*, soit .S,, une variable aléatoire de méme loi que Ry lorsque 6 = n.

0 siz<1

1

Soit Y une variable aléatoire qui admet une densité donnée par fy (z) = j
—  sinon .

Sh, .
Montrer que ( converge en loi vers Y.
LSS
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SUJET 3.1 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

Soit (€2, A,P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire définie sur cet espace telle que, pour
tout ¢ > 0, on a P(X >t) # 0.
On note F' la fonction de répartition de X.
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires sur le méme espace probabilisé, indépendantes et qui suivent
toutes la méme loi que X.
Soit 6 € R%.. Pour tout w € €2, on note Ny(w) le plus petit entier & > 1 tel que Xy (w) > 6.

On admet que Ny est une variable aléatoire a valeurs dans N.

1. Reconnaitre la loi de Ny.

2. Soit > 6. On définit la variables aléatoire Ry par, pour tout w € Q et k € N* :
si Nyg(w) = k alors Ryp(w) = Xp(w)

On admet que Ry est bien une variable aléatoire & valeurs dans N.

(a) Justifier que pour tout k € N*,

(b) Exprimer P(Ry
(¢) Que vaut P(Ry

x) en fonction de F.

x)siz <07

NN

o
m(z2+1)

Montrer que | — converge en loi vers une variable & densité dont on précisera une densité.
n
n=1

3. Dans cette question, on suppose qu'une densité de X est la fonction définie sur R par x —
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SOLUTION DU SUJET 3.1

1. Comme Njy est le rang d’apparition k du premier succés (Xj > 6), que les succés sont indépendants car
les X}, le sont, et de méme probabilité 1 — F(6), on reconnait que Ny — G(1 — F(0)).

1
Donc E(Ny) = T-F@) (NB : on a bien 0 < 1 — F(#) par hypotheése).

2. (a) [Rg < z] et [Np = k] sont réalisés si et seulement si pour tout 7 € [1,k — 1], [X; < 6] est réalisé,
ainsi que [Xj > 0] et [Xj < z] puisqu’alors Ry = X}. Donc

k—1
[Reg.%‘]ﬂ[]\/b:k]: <ﬂ[X1<9]>ﬂ[9<Xk<$]

i=1
d’ot1 ’égalité des probabilités.
(b) Appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet ([Ng = k])g>1 :

+oo
P(Ry <) =Y P([Rg <] N[Ny =kl
k=1

+oco /[k—1 B

= Z < P(X; < 9)) PO < X, < x) par indépendance
i:i - +oo

= (FO)" " (F(x) = F(9) = (F() = F(6)) Y (F(6))"
k=1 k=1

_ Fz)-F(@) F(z)-14+1-F(@) i 1— F(x)

- 1-F() 1— F(9) N 1—-F(0)

3. La variable Ry est a valeurs dans |6, +oo[, dousi z < 6, P(Ry < z) = 0.
La question précédente montre donc que si F est continue sur R de classe C'' sauf en un nombre fini de
points, alors x — P(Ry < z) (continue y compris en 6).

1
4. (a) Un calcul rapide montre que pour tout z réel, F(z) = — (arctan(m) + g)
™
(b) Classiquement pour x > 0, arctan x + arctan(1/x) = 7.

1 1
Doul-— F(z) = — (g - arctan(a:)) = —arctan(1/x), et arctan(u) ~ u en 0 d’ou le résultat.
™ T

0 iz<1
(¢) La fonction de répartition de Y est donnée par Fy (z) = { 1 S? v .
— - sinon
. Sn
Siz<l,onaP|— <z | =P(S, <nz)=0=Fy(x).
n
1 — F(nz) L

Sia:>1,ona]P’<Sn<x>:IP(Sn<na?):1—

- mE — 1—-1/r = Fy(x).

— n—+o00
n
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SUJET 3.2 On considére une urne qui contient trois boules : une blanche, une noire et une rouge.

On effectue des tirages au hasard successifs d’'une boule avec remise dans cette urne.
Cette expérience aléatoire est modélisée par un espace probabilisé (€2, A, P) sur lequel sont définies toutes les
variables aléatoires de 1’exercice.

On note X la variable aléatoire égale au numéro du tirage ot pour la premiére fois on a obtenu une boule
blanche et on note Y le numéro du tirage out pour la premiére fois on a obtenu une boule noire.
On note également U = | X — Y| et W = min(X,Y).

1.
2
3.
4

. Compléter la fonction Python suivante pour qu’elle simule le couple (X,Y) :

Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
Que représente W 7 En déduire la loi W.

import numpy.random as rd
def simul():
n,X,Y=1,0,0
while X==0 or Y==0:
b=rd.randint (1,4) #1:blanc ; 2:noir ; 3:rouge
if b==1 and X==0:

n=n-+1
return (X,Y)

. Que représente la variable aléatoire U + W par rapport & X et Y 7
En déduire une relation simple entre U, W, X et Y, puis ’espérance de U.

. Dans cette question, on admet que quel que soit k € N*| la loi conditionnelle de U sachant (W = k) est
la loi géométrique de paramétre 3
Que peut-on en déduire sur les deux variables U et W ? En déduire la loi de U.

. Justifier Iaffirmation de la question 6, a sauvoilr1 que, pour tout k£ € N*, la loi conditionnelle de U sachant

(W = k) est la loi géométrique de paramétre 3
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SUJET 3.2 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

On considére une urne qui contient trois boules : une blanche, une noire et une rouge.
On effectue des tirages au hasard successifs d’une boule avec remise dans cette urne.

On note X la variable aléatoire égale au numéro du tirage ot pour la premiére fois on a obtenu une boule
blanche et on note Y le numéro du tirage out pour la premiére fois on a obtenu une boule noire.

1. (a) Déterminer la loi de X et celle de Y.
(b) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
(c¢) On pose W = min(X,Y"). Que représente W ? Déterminer la loi de W.

2. Compléter la fonction Python suivante pour qu’elle simule le couple (X,Y) :

import numpy.random as rd
> def simul():
3 n,X,Y=1,0,0
| while X==0 or Y==0:
b=rd.randint (1,4) #1:blanc ; 2:noir ; 3:rouge
6 if b==1 and X==0:

- X=____
8 if ______

9 Y=— __
10 n=n+1

11 return (X,Y)
3. Onpose U = |X - Y.
(a) Justifier que, pour tout k& € N*, la loi conditionnelle de U sachant (W = k) est la loi géométrique
de paramétre 3"

(b) Que peut-on en déduire sur les deux variables U et W ? En déduire la loi de U.
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SOLUTION DU SUJET 3.2

1. La variable ‘ X est le rang du premier succés « tirer un boule blanche », ‘ de probabilité % lors de tirages

1
indépendants (avec remise). Donc | X — g(g), et d’aprés le cours : ’ E(X)=3et V(X)=6. ‘

1
2. De méme Y suit aussi la loi g(g) Alors ’ X et Y ne sont pas indépendantes ‘ car :

VEeN*, P(X =k)N(Y =k)) =0# (% (%)’H)2 =P(X=k)x P(Y =k).

2
3. La variable | W est le rang du premier succés « tirer une boule blanche ou noire », ‘ donc | W — G <§>

4. Remarque : rd.randint (1,4) est & valeur dans [1, 3] (alors que random.randint (1,4) est dans [1,4]).

3 if b==2 and Y==0:
i if b==1 and X==0: 1 Y—n

2 X=n

5. La variable U + W représente le maximum de X et de Y ‘ U+ W =max(X,Y) ‘; en effet :
o si X(w) <Y(w), Ulw)+W(w)=Xw)+Y(w) —X(w)=Y(w)
e si X(w) 2Y(w), Ulw)+ Ww) =Y (w) + X(w) - Y(w) = X (w).
Par conséquent, X + Y = max(X,Y) + min(X,Y) = (U + W) + W, soit | X +Y = U + 2W.| D'ou :

E(U):E(X+Y72W):E(X)+E(Y)72E(W):3+372xg:

6. | Les variables U et W sont indépendantes et U — g(%) car par la f. des probabilités totales avec le
SCE (W = k)ren+, pour tout ko, ¢ € N*, puisque P(U =4|W =k) = P(U =¢|W = k), on a :

P(U=10) = +ZOOP(U =W =k)P(W =k) = P(U = (|W = ko) +ZOOP(W =k)=P(U = (W = k),
k=1 k=1

7. Notons Ry, (resp. By, Ni) Pévénement « le k-iéme tirage donne une boule rouge (resp. blanche, noire) ».
La loi du couple (X,Y) est donnée par X (2) = Y (Q2) = N* et, pour tout 4,j € N*, par :
. Sii:j:P((X:i)ﬁ(Y:j)) =0.

e Sii < j, par indépendance des tirages :

P((Xzi)ﬁ(Y:j))=P<(HRk>mBiﬂ( Jﬁ Nk)mNj>

k=i+1
i—1 j—1 o i
— 1 1 2\Jj—i=1 1 27

=TT P < P(B) x T P (Ni) x PON;) = g % 5 % (g) x5 ="

k=1 k=i+1
9i—j—1
eSii>j:P((X=0i)N( =j)) = 3 (de méme que dans le cas précédent)
Donc, pour tout ¢ € N* et k € N*, on a :
21’71

Pw=n(U =1) = P(W =k) B RO

P(X=kNnY =k+i)+P(Y =knX=k+i) 2X37% _1X<2)i_1<2>“
2 T 3\3
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SUJET 3.3 On considére une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (€2, .4,P) qui suit la loi de
PorssoN de paramétre A > 0. Soit n € N*. Soit (X7,...,X,,) un n-échantillon indépendant et de méme loi
que celle de X.
n B Y,
On pose Y,, = ;Xi et X,, = et
1. (a) Quelle est la loi, espérance et la variance de la variable aléatoire Y,, 7
(b) Soit n € N*. Déterminer I'espérance et la variance de la variable aléatoire X,,.
(c) Démontrer que X,, est un estimateur sans biais convergent de .
2. Soit n € N* et kK € N.
(a) Soit (ki,...,k,) € N® tel que kq + -+ k,, # k.
Déterminer la probabilité conditionnelle : Py, —x)([X1 = k1] N -+ N [Xy, = ky]).
(b) Déterminer la loi conditionnelle du vecteur aléatoire (X1, ..., X,,) sachant I’événement [Y,, = k].
X, —A
o

(a) Justifier que la suite de variables aléatoires (T;,) converge en loi vers une variable aléatoire T' dont
on précisera la loi.

3. On pose : T, =+/n

(b) On admet que n est suffisamment grand pour approcher la loi de T;, par celle de T. Soit « €]0, 1].
On désigne par ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et par t, un réel

o
vérifiant ®(t,) =1 — 3 Déterminer en fonction de t, un intervalle de confiance de A au risque a.
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SUJET 3.3 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

On considére une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (€2, 4,P) qui suit la loi de POIsSSON de

parameétre A > 0. Soit n € N* et (X1, ..., X,,) un n-échantillon indépendant et de méme loi que celle de X.
n
— Y,
Onpose Y, =Y X;et X, = —".
p ; et X =—

1. Démontrer que X,, est un estimateur sans biais convergent de \.
2. Soit n € N* et k € N.

(a) Soit (k1,...,k,) € N" tel que k1 + -+ + k,, # k.
Déterminer la probabilité conditionnelle : Py, —p([X1 = k1] N --- N [X,, = ky]).

(b) Déterminer la loi conditionnelle du vecteur aléatoire (Xi,...,X,,) sachant Pévénement [Y;, = k].
Xn—A
VA

3. On pose : T,, = /n

risque a.

. Soit a €]0, 1[. En utilisant T;,, déterminer un intervalle de confiance de A au
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SOLUTION DU SUJET 3.3

1. (a) Comme Xj,..., X, sont indépendantes, par stabilité des lois de POISSON, Y,, — P(n).
D'ou E(Y,,) =V (Y,) = nA.

1 A

_ 1 _
(b) D’aprés la question précédente on a : E(X,,) = —E(Y,,) = A et V(X,,) = —V(Y,) = —.
n n n

(c) @ D’abord X,, est un estimateur de A comme fonction indépendante de A d’un n-échantillon i.i.d.
de loi P(A).

— 1 —
e On a E(X,) = —E(Y,) = A donc X, est un estimateur sans biais de A.
n

I 1 A _
e V(X,)=—=V(Y,) == — 0donc X, est un estimateur sans biais convergent de A.
n2 n n—+oo

P([Y, =k N[X1=Fk]N---N[X, =ky])

2. (a) Ona: Py, (X1 =Fk]N--N[X, =k,]) = BV, — k)
Mais P([Y,, = k] N [X1 = k1] N---N[X,, = k,]) = 0 donc la probabilité conditionnelle cherchée est
nulle.
(b) Fixons (k1,...,k,) € N™. Laloi conditionnelle du vecteur aléatoire (X1,. .., X, ) sachant ’événement

[Y,, = k] est donnée par

e Siki+---+k,#k alors ]P)[Yn:k]([Xl = kl] n---N [Xn = kn]) =0.
o Sikite =k, alors : [V = KA[Xy = ka] <A [Xo = kul] = [X1 = k1] --O[X = k]l.

Par indépendance des variables aléatoires X1, ..., X, il vient :
1 - k! T NFie—A
Py _p(Xi=k]Nn---N[X,=k,)) = ——F—||PX;=k)=
[Yn*k]([ 1 1] [ ]) P(Yn — k) 1:H1 ( ) (n)\)ke’"A bl kll
k! Nt thn g=nA k!
T NEe ) T Rl bkl hd

3. (a) La variable centrée réduite associée & X, est T),.

Les conditions d’utilisation du théoréme de la limite centrée sont vérifiées (suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi qui admet un moment d’ordre 2) : T,, converge en loi vers T
ou T est une variable aléatoire de loi (0, 1).

(b) On a P(—ty < T < to) = P(ta) — (—ty) = 2P(tn) — 1 =1 — a. Et par ailleurs :

P(—tq <Tp <ta) = P(tag anAgta>IP’ |Yn7/\|<ﬁt’l
VA vn

2 2
= IP’((X”—)\)Qg/\ta):P()\Q—2(Xn+t )A+Xi<0)

n n
N . , — 2\ o a2 2
Le discriminant du trinéme en Aest : Al =4 X, + =] —4X, =—(2X,+—=] >0.
n n n
Ainsi P(—to < T, < to) =Play, < A< S,) ou:

— t2 . t2
oy = (Xn+“> — VAL et B = <Xn+a> + VAL
n n

Un intervalle de confiance au risque 1 — « est donc [au,, 8.
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SUJET 3.4 Soient m,p € N*.
1. (a) Soit la fonction suivante, écrite en Python :

from numpy.random importx*
> def va(m,p):
; N=randint (1,m+1) #randint(l,m+1) renvoie un entier pris au hasard
" #entre 1 et m inclus.
X=0
6 for i in range(N):
7 X=X+randint (0,p+1)
8 return N,X

On exécute va(10,1), cette fonction renvoie deux valeurs N, X.
Sachant que N vaut 8, quelles sont les valeurs possibles de X ?

(b) Expliquer ce que fait le script suivant :
c=1
2 while va(10,1)!=va(10,1):

3 ct=1
s print(c)

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé.
Soit (N, X) un couple aléatoire sur cet espace dont la valeur est simulée par la fonction va.
(

2. (a) Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire N 7

Préciser, si elles existent, les valeurs de son espérance et de sa variance.
(b) Dans les cas particulier ot m = p = 1, quelle est la loi de la variable aléatoire X ?
On se place désormais dans le cas particulier ou p = 1.

3. (a) Pour tout k € [1,m] , justifier que la loi de X conditionnellement & 'événement [N = k] est la loi
binomiale B(k, 3).

(b) Déterminer la loi de X.
(c) Calculer 'espérance de X.

4. En considérant la fonction f définie par f(z) = (e® + 1)k,
établir que, pour tout entier kK > 1, on a :

> (’Z) = k(k + 1)252

=1

5. Construire a partir de N (vu comme un 1-échantillon) un estimateur sans biais de m.
Faire de méme & partir de X.

Comparer les variances de ces deux estimateurs.
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SUJET 3.4 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025
Soient m,p € N*.

1. (a) Soit la fonction suivante, écrite en Python :

from numpy.random importx*
> def va(m,p):
3 N=randint (1,m+1) #randint(l,m+1) renvoie un entier pris au hasard
" #entre 1 et m inclus.
X=0
6 for i in range(N):
7 X=X+randint (0,p+1)
8 return N, ,X

On exécute va(10,1), cette fonction renvoie deux valeurs N, X.
Sachant que N vaut 8, quelles sont les valeurs possibles de X7

(b) Expliquer ce que fait le script suivant :
1 c=1
2 while va(10,1)!=va(10,1):
3 CJr:l
print(c)

Soit (2,4, P) un espace probabilisé. Soit (N, X) un couple aléatoire sur cet espace dont la valeur est simulée
par la fonction va.

2. (a) Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire N ?
(b) Dans les cas particulier ot m = p = 1, quelle est la loi de la variable aléatoire X ?
On se place désormais dans le cas particulier ou p = 1.
3. (a) Déterminer la loi de X.

(b) Construire a partir de N un estimateur sans biais de m.
Faire de méme a partir de X.

Lequel de ces deux estimateurs est-il le meilleur 7
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SOLUTION DU SUJET 3.4
1. (a) Comme randint(0,2) renvoie 0 ou 1, X prend ses valeurs dans | [0, 8].

(b) Il simule deux valeurs du couple (IV, X) jusqu’a obtention de deux couples identiques.
Les valeurs possibles affichées sont les entiers ¢ € N*.

a) La variable N suit la loi ¢([1,m]). Donc E(N) = 2L V(N) = miz_l.
b

Cas particulier m = p =1 : X suit une loi B(3).

(a)
(b)
3. (a) Sachant (N = k), X est la somme de j variables indépendantes de loi B(1/2), donc | X < B(j, 1).
(b) On utilise le systéme complet d’événements [N = k]i<r<m et la formule des probabilités totales :

Pour i € [0,m], P(X ZP —i\N—k)p(N_k)_;ZC?)(l)k

‘\1/) 2
k=1

(c) On utilise la formule de l’esperance totale avec le systéme complet d’événements [N = k|i<p<m :

- Ly 1 m+1
E(X)=> E(X|N=k)P(N = :25 — ==
k=1 k=1

k

k
4. Comme f(z) = (e* + 1)~ = Z <k> ¢’®, on a d’une part : f ( Z ( ) et d’autre part :

J j=1

2k

7=0
1"

() = k(k —1)(e® +1)k2 2m+k(em+1k Ler don f7(0) = (k—1) +2k] = 2"=2k(k + 1).

k
Autre idée (sans utiliser f) : Qk E J ( ) E(T V(T) 4 E(T)?, avec T qui suit la loi B(k, %)
J

5. Comme E(N) = ™+ on choisit : | N = 2N — 1| estimateurs sans biais de m.

Alors V(N) = DD ooy | V(N') = 4V/(N) = (2lm=D),

Comme E(X) = "H on choisit : X' =4X — 1| estimateurs sans biais de m. Calculons V(X").

Par la formule de I'espérance totale avec le systéme complet d’événements [N = kli<kgm :

m

E(X?) =) E(X’IN=kP(N =k)=>_ (V(X|IN =k)+ E(X|N = k)?) x %
k

k=1

G = 2 6 =1
k=1

Autre méthode calcul de E(X?) :

m

E(X?) = > 12% Y (lj (%)k — ;iiﬁ(iﬂ)(;)k

:ﬁZk(k—kl) 112(m+1)(m+2)

1
Dot V(X) = E(X?) — E2(X) = tmtlmt2) _ (mb)® _ (m1)(m+5)

et V(X') =16V(X) =

On a pour tout m > 1, | V(X') > V(IV).




52 ESCP 2024 — Oral

SUJET 3.5 Soit un r entier strictement positif. on considére r urnes numérotées de 1 & r qui contiennent

chacune r boules. Pour tout j € [1,7], 'urne numéro j contient exactement j boules rouges et r — j boules
d’une autre couleur.

Soit n € N*. On choisit une urne au hasard et on effectue dans cette urne n tirages au hasard d’une boule
avec remise. On note X, la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules rouges tirées lors de ces n
tirages.

Pour j € [1,r], on note U; événement « le numéro de 'urne choisie au hasard est j ».

1. Soit j € [1,7]. Quelle est la loi conditionnelle de X, sachant U, ?
2. Déterminer la loi de probabilité de X, (on exprimera les diverses probabilités sous forme de sommes).
3. Calculer E(X,).

1
4. Pour k € [0,n], on note f;, la fonction définie par : fi(z) = 2F(1 — 2)"~*. On pose I} = / fr(z)dz.
0

1
(a) Pour tout k € [0,n], montrer la convergence de I'intégrale / fr(z)dz. On la note Ij.
0

(b) Déterminer l'expression de Ij en fonction de k.
(c¢) Montrer que la suite (X,),»¢ converge en loi vers une variable X a déterminer.

5. Montrer lim E(X,)=E(X).
r—+00
A t-on, pour toute fonction f: R — R, lim+ E(f(X,) =E(f(X))?
T—1+00
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SUJET 3.5 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

Soit un r entier strictement positif. on considére r urnes numérotées de 1 a r qui contiennent chacune r
boules. Pour tout j € [1,7], 'urne numéro j contient exactement j boules rouges et r — j boules d’une autre
couleur.

Soit n € N*. On choisit une urne au hasard et on effectue dans cette urne n tirages au hasard d’une boule
avec remise. On note X, la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules rouges tirées lors de ces n
tirages.

Pour j € [1,r], on note U; 'événement « le numéro de 'urne choisie au hasard est j ».

1. (a) Déterminer la loi de probabilité de X..
1
2. Pour k € [0,n], on note f, la fonction définie par : fi(z) = 2%(1 — 2)"~*. On pose I} = / fr(z)dz.
0

(a) Déterminer l'expression de I}, en fonction de k.
(b) Montrer que la suite (X, ),>¢ converge en loi vers une variable X & déterminer.

3. Calculer E(X,).
A-t-on, pour toute fonction f: R — R, lir+n E(f(X,) =E(f(X))?
T—1+00
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SOLUTION DU SUJET 3.5

1. On reconnait que la loi conditionnelle demandée est binomiale de paramétres n et % i.e

X,(Q) = [0,n] et P(X, = k|U;) = <k>(j)k(l_j)nk

n)\r r
2. Par la formule des probabilités totales avec le SCE (U;)1<j<r, On & :

= k) = YR = KUy PW) =+ > (Z) OFa-r,

j=1

3. On peut écrire

r

S IR Xl AT

—
j=1
n . . nr+1
Tl T
Jj=1
T j 1
O t égal t utiliser la f le de I'espé totale : E(X,) = X, |U;) —- -
n peut également utiliser la formule de ’espérance totale : E(X.) ; (X, ] z:: pale
4. (a) La fonction fj est une fonction polynomiale donc continue sur [0, 1] d’ou lexistence de I.

(b) Par intégration par parties, on obtient (k + 1)1 = (n — k)Ix41.
Dou: I, = = L
ou : Iy Iy D)

(c) D’apres le théoréme sur les sommes de RIEMANN, on a :

]P(XT:’“):@)Xi;;f’“(i)Hm()/f’“ tydt = ()()(nJrl):n—lkl'

La suite (X, ),>0 converge donc en loi vers une variable X de loi uniforme sur [0, n].

5. On a déja caleule E(X,) = 37 et on a bien lim E(X,) = % = E(X)

r

k!
(n—k+1)--n

Plus généralement, pour toute fonction f : R — R, 'univers des X, étant fini, on a, par le théoréme de
transfert, lorsque r — 400

n n

=D fBPXe=k) = > fRP(X =k) =E(f(X))
k=0

k=0
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SUJET 4.1
Soit E un R-espace vectoriel. On note idg I'application identité de E.
1. Soit p un projecteur de F, c’est-a-dire un endomorphisme de E tel que pop = p.
(a) Dans quel(s) cas 'endomorphisme p est-il bijectif ?
(b) Montrer que Im(p) = Ker(p — idg).
(¢) Déterminer les valeurs propres de p.
2. Soit p et g deux projecteurs de E tels que po g = qop.
On pose f=p+qet g=pog.
Le réel —1 est-il une valeur propre de f 7 Justifier.
Montrer que g est un projecteur de E.
Déterminer f3 — 32 + 2f.
Déterminer les valeurs propres possibles de f.
Montrer que 0 est valeur propre de f si et seulement si Ker(p) N Ker(q) # {0g}.
Montrer que 2 est valeur propre de f si et seulement si Im(p) N Im(q) # {0g}.
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SUJET 4.1 AU FORMAT DE L'ANNEE 2025
Soit E un R-espace vectoriel. On note idg I'application identité de E.
1. Soit p un projecteur de F, c’est-a-dire un endomorphisme de E tel que pop = p.
(a) Montrer que Im(p) = Ker(p — idg).
(b) Déterminer les valeurs propres de p.
2. Soit p et ¢ deux projecteurs de E tels que po ¢ = gop. On pose f =p+ q.
(a) Déterminer f3 — 3f2 + 2f.
(b) En déduire les valeurs propres possibles de f.
(a)
(b)
)

(¢) Le réel —1 est-il une valeur propre de f 7

3. Montrer que 0 est valeur propre de f si et seulement si Ker(p) N Ker(q) # {0g}.

Montrer que 2 est valeur propre de f si et seulement si Im(p) NIm(q) # {O0g}.
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SOLUTION DU SUJET 4.1

1. (a)
(b)

(d)
()

(f)

Le seul projecteur bijectif est I'identité. On demandera au candidat de le redémontrer.

Cette question est classique. Le candidat doit cependant la redémontrer car elle ne figure pas au
programme officiel.

Si p est l'identité, sa seule valeur propre est 1. Si p est 'endomorphisme nul, sa seule valeur propre
est 0. Dans tous les autres cas, les valeurs propres de p sont 0 et 1 car E = Ker(p) ® Ker(p — id).
Une autre possibilité est d’introduire le polynome annulateur X2 — X.

Raisonnons par ’absurde et supposons que —1 est valeur propre de f. Alors, il existe un vecteur
x € FE tel que z # 0p et f(x) = —x. Comme f = p+ ¢, on obtient

p(@) +q(z) = -z (%)
En composant par p, obtient (p o q)(z) = —2p(x).
De méme, en composant (x) par ¢, on obtient (q o p)(z) = —2q(x).

Comme pog = gop, on en déduit que p(z) = ¢(z). D’ou, p(z) = %x Comme z # O, cette égalité

-1
signifie que - est valeur propre du projecteur p. On aboutit a une contradiction.

g est un endomorphisme de F et gog = g.

Comme p et ¢ commutent, on peut utiliser la formule du binéme.
Le calcul donne f? —3f2+2f = (p+ 6pg +q) —3(p+ 2pq + q) +2(p + q) = Oz(p)-
Le polynome P(X) = X3 — X2 +2X = X(X — 1)(X — 2) est annulateur de f.
On montre alors (résultat hors programme) que les valeurs propres possibles pour f sont 0,1, 2.
Supposons que 0 est valeur propre de f. Alors il existe x # O tel que f(z) = 0p.
Comme f = p+ ¢, on obtient

p(a) +q(x) =0 (%)
En appliquant p & (%), on obtient (po ¢q)(x) = —p(z). En appliquant g a (x), on obtient (g o p)(z) =
—q(x). Comme pog = gop, on en déduit que p(z) = ¢(x). En reportant dans (x), p(z) = O et
g(x) =0g. D’ou x € Ker(p) et x € Ker(q).

Supposons Ker(p) NKer(q) # {0g}. Il existe alors x € Ker(p)NKer(q) —{0g}. Alors p(z) = 0g
et g(x) = 0. Par somme, on a f(z) = 0g et 0 est valeur propre de f.

Supposons que 2 est valeur propre de f. Alors il existe z € E — {0g} tel que f(x) = 2z. Ainsi,

p(x) +q(x) = f(z) =2z (%).

En composant par p, on obtient

p(z) + (poq)(z) = 2p(z).
D’ou
(pogq)(z)=p(x).

De méme, en appliquant ¢ & (%), on obtient (g o p)(x) = ¢(z). Comme pog=gqop,

p(x) = (poq)(z) = (gop)(z) = q(z).

On en déduit p(x) = z et g(z) = z. Ainsi 2 € Im(p)NIm(q). Or  # 0g. Donc Im(p) NIm(q) # {0g}.
Supposons Im(p) N Im(q) # {Og}. Alors il existe un vecteur x € E tel que z # Og
et x € Im(p) NIm(g). Comme p et ¢ sont des projecteurs, Im(p) = {u € E | p(u) = u} et
Im(q) ={u € E | q(u) = u}. Donc, x = p(x) et x = ¢q(z). Donc, f(z) = p(z) + q(z) =2 + x = 2.
Comme z # Og, on en déduit que 2 est valeur propre de f.
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SUJET 4.2

Toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme espace probabilisé (2, 4, P).
Soit X, Y et Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes les trois la loi uniforme
discréte sur [1,n], avec n > 2.
1. (a) Calculer la probabilité P(X + Y = 2) et la probabilité P(X +Y = 2n).
(b) Soit k € [2,2n]. Calculer la probabilité P(X +Y = k).
On distinguera les cas k € [2,n+ 1] et k € [n + 2,2n]
2n
(c) Vérifier par le calcul que l'on a bien ZIP’(X +Y =k =1
k=2
2. Déterminer la probabilité P(X +Y = Z).
3.OnposeT=n+1- 7.
(a
(b

(c
(d

Déterminer la loi de la variable aléatoire T

Les variables X, Y et T sont-elles mutuellement indépendantes ? Justifier.
Calculer la probabilit¢ P(X +Y +Z =n+1).

Calculer la probabilité P(X +Y + Z = 2n + 2).

NN N
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SUJET 4.2 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

Toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme espace probabilisé (2, 4, P).
Soit X, Y et Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes les trois la loi uniforme
discréte sur [1,n], avec n > 2.

1. Onpose T=n+1-Z.

(a) Déterminer la loi de la variable aléatoire T
(b) Les variables X, Y et T sont-elles mutuellement indépendantes ? Justifier.
2. (a) Calculer la probabilité P(X +Y = 2) et la probabilité P(X + Y = 2n).
(b) Soit k € [2,2n]. Calculer la probabilité P(X +Y = k).
3. (a) Déterminer la probabilité P(X +Y = Z).
(b)

b) Calculer les probabilitées P(X +Y +Z =n+1) et P(X +Y + Z =2n+2).
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SOLUTION DU SUJET 4.2

1. (a) Parindépendancede X et Y, P(X +Y =2)=P(X =1)N (Y =1)) =P(X =1)P(Y =1) = 5.
De méme, P(X +Y =2n) =P(X =n)P(Y =n) = %

n?"
(b) On a (X +Y)(Q) C [2,2n] et d’aprés formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements (X = i);eq1,n], et par indépendance de X et Y, pour tout k € [2,2n], on a :

n

P(X+Y = k) ZP ([X4+Y =kN[X =i]) = znjlp([y = k—i]N[X =i]) =Y P(Y = k—i)P(X = ).

i=1 i=1

Or:1<k—i<n < k—n<i< k-1, donc en enlevant les termes nuls :

k—1
1 k—1
, 27: - si2<k<n+1
n n
P(X+Y =k) = > Ty 1 e ke
ie[1,n]N[k—n,k—1] — = n—2—|— sin+2<k<2n
z:k—nn "
2n n+1 2n n—1
k—1 —k+1 .
D O R S QZ Eyi=t
k=2 k=2 k=n+2 =1

2. La formule des probabilités totales associée au systéme complet d événements (Z = k)pe[1,n) donne :

]P’([XJrY:Z]m[Z:k]):Zn:IP([X+Y:k]O[Z:k])
1 k=1

P(X+Y =2)=

Ms

k

P(X+Y =k)P(Z=k) (indép.de Z et X +Y par lemme des coalitions)

k —

M: -

= ngZ

2 i=1

b
[|

3. (a) T(R2) = [1,n]. De plus, pour tout k de [1,n], on an+1—k € Z() si bien que :
1
BT =k =Pn+1-Z=k=PZ=n+1-k=—.

Ainsi, T suit la loi uniforme sur [[1, n].
(b) Oui, d’apres le lemme des coalitions.

(¢) On applique le résultat de la question 2 aux trois variables X, Y et T qui sont mutuellement
indépendantes et suivent chacune la méme loi uniforme sur [1,n]. Ainsi,

n—1

n

(d) On applique le résultat de la question 2 aux trois variables X' =n+1—-X,Y' =n+1-Y et Z
qui sont mutuellement indépendantes (lemme des coalitions) et suivent la méme loi uniforme sur
[1,n] (cf. question 3a). Ainsi,

n—1

]I”(X+Y+Z:2n+2):P(Z:n+1—X+n+1—Y):]I”(X'—FY’:Z):ﬁ.
n
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SUJET 4.3
On note F l'ensemble des fonctions f définies sur R vérifiant les deux hypothéses :
(i) pour tout =z € R, |f(x)| < 1.
. f@)+ 1)
(ii) pour tout (x,y) € R?, f(z +y) = —L——"".
’ 1+ f(2)f(y)
1. Déterminer toutes les fonctions constantes qui sont dans FE.
2. Soit u la fonction définie sur R par
2z
et —1
Vo eR, = ——.
x u(x) T
La fonction u est-elle dans E 7
L’ensemble E étant non vide, on considére, dans toute la suite, une fonction f appartenant a F.
3. Déterminer f(0). Montrer que f est impaire.

4. On suppose que f est continue en 0. Soit (z,)nen une suite réelle qui converge vers un réel .
Etudier la convergence de la suite (f(z,))nen-

5. On suppose que f est dérivable en 0.
(a) Montrer que f est dérivable sur R et, pour tout = € R, exprimer f’(z) en fonction de f/(0) et de
().
(b) Montrer que la fonction f est monotone sur R.

(¢) Soit g la fonction définie sur R par

1+ f(x) % o—2F'(0)z

Ve eR, gx)= = f(o)

Montrer que g est dérivable sur R et calculer la fonction dérivée ¢’

(d) En déduire, pour tout réel z, une expression de f(x) en fonction de f/(0) et de x.
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Soit E l'ensemble des fonctions f définies sur R vérifiant les deux hypothéses :

(i) pour tout = € R, |f(z)| < 1.
(i) pour tout (z,y) € R?, f(x +vy) = f(x)+ fy)
(

1+ f@)f(y)

iii) f est dérivable en 0.
’ensemble E étant supposé non vide, on considére une fonction f appartenant a F.

1. (a) Déterminer f(0).
(b) Etudier la parité de f.

2. (a) Montrer que f est dérivable sur R.
Pour tout = € R, exprimer f’(z) en fonction de f'(0) et de f(z).

(b) Montrer que la fonction f est monotone sur R.

3. Soit g la fonction définie sur R par

1+ f(z) —2/'(0
VzeR, gz)=-"—"""""xe 2Oz
D=5
(a) Montrer que g est dérivable sur R et calculer la fonction dérivée ¢'.

(b) Pour tout réel z, donner une expression de f(x) en fonction de f'(0) et de x.
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SOLUTION DU SUJET 4.3
1. Soit f € E. On suppose qu’il existe k € R tel que pour tout x € R, f(x) = k. L’hypotheése (ii)
o Sik#0,1+k?=2,donc k € {—1,1}. Ceci est impossible avec (i). Donc k = 0.

Réciproquement, on vérifie que la fonction nulle est bien dans F. .

donne k£ =

2. Le calcul montre que u est bien dans F.

2700 Comme dans la question 1, on montre que f(0) = 0.

14+£(0)*"
Soit z € R. En appliquant ’hypothése (ii) au couple (z, —z), on trouve 0 = f(0) = %

3. Lorsque z =y =0, on a f(0) =

Ainsi, pour tout z € R, f(—z) = —f(x). La fonction f est impaire.

4. Soit z € R. Soit (x,,)nen € RY une suite qui converge vers z. Par 'hypothése (ii),

Comme ngrfoo(scn —1x) =0 et comme f est continue en 0, ”EIEOO f(z, —2x)=f(0)=0.

On en déduit que lial'_l f(zyn) = f(z). Ceci prouve que f est continue en z, mais la caractérisation
n——+0o0o

séquentielle de la continuité ne figure pas explicitement au programme BL.
5. (a) Soit x € R. Soit y € R\{x}. Alors, par ’hypothése (ii),

fy) —fl@) _fly—zta)—fl@) 1 (f(y—x)+f(w)

y—x y—x Y- 1+f(y—x)f(x)_f(m)>'

Donc,

f(y)—f(:v)_f(y—w)x< 1 f*(x) )

y—a  y-—u L+ fly — ) f(2)
Puisque [ est dérivable en 0, lim (f(y—m) = f'(0).
y—x y—x
Puisque [ est dérivable en 0, f est continue en 0 et li_r)n fly—x)= f(0)=0.
y—x
On en conclut que
_(fly) - f@) / 2
1 — ) = f(0 1-—- .
ti (POZSE) o) i gy
La fonction f est donc dérivable en tout réel z avec Vz € R, f'(z) = f/(0)(1 — f%(z)).
(b) Par (i), pour tout x € R, 1 — f(x)? > 0. Ainsi, la dérivée de f est du signe de f/(0). Il suit que la
fonction f est monotone sur R.

(c¢) La fonction g est définie et dérivable sur R. Pour tout réel z,

f@) = f(2) + F@) A+ f(2)  —2p0)e 1+ /(@) 2

g = 01 @)? ~H O
Soit
") — 2f/(.%') _oql 1+ f(x) e—2f’(0):p _
gz <<1 e MO f(a:))) . 0

(d) La dérivée de g est nulle sur R donc g est constante sur R : pour tout « € R, g(z) = ¢g(0) = 1.
On en déduit que

L+ f(z)  _ap0)e _ L+ f(®) _ sp(oe
Vo eR, 71—f(m)><62 0z =1 o 71_]0(36)7e2 Oz,

Aprés calculs, on obtient
e2f' (0 _ 1



CHAPITRE 4. OPTION B/L 65

SUJET 4.4

1
dt
1. Montrer que, pour tout n € N*, 'intégrale / ——— est bien définie.
o (L+23)"

. _/1 dt
" Jo (T3

2. (a) Montrer que la suite (uy)nen+ converge. On note £ sa limite que 1'on ne cherchera pas a calculer.
(b) Montrer que ¢ € [0, 1].

3. (a) Déterminer trois constantes réelles (o, 3,7) € R? telles que

On pose ainsi, pour tout n € N*,

1 @ Bt +
vtelo,1], = .
[ ] 1413 1+t 1—t+1t2

1
dt
(b) Calculer / T ——
o 1—t+12
(c¢) En déduire la valeur de u;.

4. Déterminer deux suites (an)nen+ €t (bp)nen- telles

Vn € N*, Up = Gy, + by (U, — Upg1)-

1
5. (a) Mountrer que la série E —on converge. On admet que sa somme est égale & In 2.
n
n>1

U
(b) Montrer que la série Z — converge et exprimer sa somme en fonction de £ et de u;.
nz1 "
En déduire la valeur de /.
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SUJET 4.4 AU FORMAT DE L’ANNEE 2025

Pour tout n € N*, on pose
1
/ dt
Uu = T o
e L+tR)n

1. (a) Montrer que la suite (uy,)nen+ converge. On note £ sa limite que I'on ne cherchera pas a calculer.
(b) Montrer que ¢ € [0, 1].

2. Déterminer deux suites (a,)nen+ et (bn)nen+ telles

Vn € N*, Up = Gy + by (U, — Upg1)-

1
3. (a) Montrer que la série E o converge. On admet que sa somme est égale & In 2.
n
n>1

(b) Montrer que la série E — converge et exprimer sa somme en fonction de £ et de u;.
n
nz1
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SOLUTION DU SUJET 4.4

1
1. Pour tout n € N*, la fonction ¢ — m est continue sur le segment [0, 1].
2. (a) Pour tout n € N*, pour tout t € [0,1], 1 < (1 + )" < (1 +¢3)"FL.
D’otu, 0 < < <L
CEES sy S ey
Par croissance de 'intégrale, on déduit que pour tout n € N*, 0 < up41 < u, < 1. Ainsi, la suite
(un)nen+ est décroissante et minorée par 0. Donc, elle converge vers une limite /.
(b) On vient de montrer que pour tout n € N*, 0 < u,, < 1. Par passage a la limite, £ € [0, 1].
3. (a) Le calcul mont tout ¢ € [0, 1] ! LIV L, _t=2
. (a) Le calcul montre que pour tou —_— = - = .
auep T B T3 1+t 31—t 482
1\ 3
(b) Pour tout t e R, ¢ —t +1 = <t—2> +1'
1 1 1
1 1 4 1 4+/3 2t—1
D’ofl,/ w5t =/ ————dt = f/ ———dt = ,i [arctan ()}
o tP—t+1 o (, 1 +3 3Jo [2t—1 +1 32 V3
2 4 V3
1 LS| 2V/3
Comme arctan | — | = z, il vient / dt = \[71
V3 6 o t2—t+1 9

4. On effectue une intégration par parties en posant u : ¢ +—

5.

()

1
Comme t — 2 = 5(215 —-1) - g, il vient

1 1 1
-2 1 2% —1 1
/;Eaz/tw—g/mZO—&@T
o t2—t+1 2)o 2—t+1 2 )y t2—t+1 9

Ainsi,
1 1 1
dt 1 dt 1 t—2 1
ul—/—x/—x/dt—ln2+\/§ﬂ.
o 1+t 3 o 1+t 3 o L—t+1¢2 3 9

1
———— et v:tt, quisont de classe C! sur
(1+23)m

—n3t?

[0,1]. Comme v’ : t — —————— on obtient

(1 + t3)n+1’

/1 dt t 1 + 3 /1 a dt
Uy = = n ———dt.
0 (143" 1+ ], o (143t

1
En écrivant t2 = 3 + 1 — 1 dans la seconde intégrale, il vient u,, = — + 3n(uy — Upi1)-

27L

1
Ainsi, pour tout n € N*, a, = — et b, = 3n.

(a)

(b)

on
1

1 "
Pour tout n € N*, 0 < o < on La série » <2> est convergente comme série géométrique de
n

raison 3 Par critére de comparaison des séries & termes positifs, la série est convergente.
1

U
Pour tout & € N*, ?k = 1ok + 3(ug — Ugy1)-

n n
. R . Uk 1
En sommant cette relation de 1 a n, il vient ,;,1 T ,;,1 = + 3(ur — Upg1)-

+o00
U
En faisant tendre n tend vers 400, on trouve Z % =In2+ 3(u; —¥).
k=1 .
U
Remarque : on pourrait en déduire la valeur de £. En effet, si £ # 0, alors — ~ — qui est le terme
n n

général d’une série divergente. Donc ¢ = 0.
On rappelle cependant que les équivalents sont hors programme en BL.

1

0
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SUJET 4.5
1 1
ize|0,=
21-a7 7 [ ’2[
On considére la fonction f définie par f:z+— { 1 . 1
— si ze|=,1
222 2
0 sinon.

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

Dans toute la suite, on considére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé¢ (Q2, 4,P) et
admettant la fonction f pour densité.

2. Déterminer la fonction de répartition F' de X.
3. La variable aléatoire X admet-elle une espérance 7 Si oui, calculer sa valeur.
4. (a) Aprés avoir prouvé son existence, calculer I'espérance de (X — 1)2.

(b) Montrer que X admet une variance et calculer sa valeur.

5. On appelle variable indicatrice d’un événement A, la variable de BERNOULLI qui vaut 1 si A est réalisé
et 0 sinon.

1
On considére la variable aléatoire Y, indicatrice de I’événement {X < 2] et la variable aléatoire Z,

2
(a) Trouver deux réels a et b tels que Y = aZ + b.

1
indicatrice de ’événement [X > } .

(b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de Y et Z.

(c) Calculer la covariance de Y et Z. Les variables Y et Z sont-elles indépendantes ?
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On considére la fonction f définie sur R par

1 . 1
2(1_x)2 S1 T € |:0,2|:
V.ZGR, f(Z): i si £C€|:1].|:
222 2’
0 sinon.

1. Montrer que f est une densité de probabilité.
Dans toute la suite, on considére une variable aléatoire X admettant la fonction f pour densité.
2. (a) La variable aléatoire X admet-elle une espérance ? Si oui, calculer sa valeur.
(b) La variable aléatoire X admet-elle une variance ? Si oui, calculer sa valeur.

3. On appelle variable indicatrice d’un événement A, la variable de BERNOULLI qui vaut 1 si A est réalisé
1
et 0 sinon. Soient Y la variable indicatrice de I’événement {X < 2} et Z la variable indicatrice de

1
I’événement [X > 2}

(a) Trouver deux réels a et b tels que Y = aZ + b.

(b) Calculer la covariance de Y et Z. Les variables Y et Z sont-elles indépendantes ?
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SOLUTION DU SUJET 4.5

+oo
1. La fonction f est positive sur R, continue sur R— {O, 5 1} et on vérifie que / f)dt = 1.
<
1

2. 6812<0, F(z)=P(X<2)=0.Siz>1, F(z)=P(X <z)=1.
1

1 0 S| N VA 1z
Sio<z<= F(z)= [ o0dt . dt=|i| == 1) ==
*Si0<z<g, Fa) /_Oo +/0 2(1—1)2 [2175]0 2(11; ) 21—

X

1 0 E | | 1 [1-11° 3 1

Si - < 1, F(z) = 0dt . — —dt=- |22 =S =
eSigsw<lF /,oo +/0 2(1—t)? +/1/22152 2+[2tL/2 2 2

— 00

3. Aprés avoir expliqué pourquoi cette intégrale converge absolument, on calcule

oo 1 1 1 1
tf(t)dt=—-—-1n(2 —In(2) = —-.
|- 5-gme)+gme -
1
On conclut que X a une espérance et £ (X) = 5
+oo
4. (a) La variable T'= (X — 1)? admet une espérance si et seulement si l'intégrale / (t—1) f (t)dt

est (absolument) convergente. Le calcul donne

/01/2 (t— 1) f (1) dt = /01/2 2((t1_1t))22dt - Ft] e

Y Y et 20 SRR LS U B SR
/1(t 1)f(t)dt—/ dt—/ +—dt =" —1n(2)

/2 12 2t2

et

D'ow, E ((X - 1)2) —1-1n(2)

(b) Comme les variables (X — 1)% et X admettent chacune une espérance, on en déduit que X? a une
espérance et £ (X?) = E (X 1)) +2B(X)~1=1-In(2) +1-1=1-In(2).

3
On en déduit que X a une variance qui, par la formule de HUYGENS, vaut V (X) = 1= In 2.

5. (a) Ecrivons Y = aZ +b.
1
o(Y:l):(Xgi):(Z:O).
Ainsi, quand Y vaut 1, Z vaut 0. Ceci nous donne une premiére relation : 1 = b.

1
Q(Y=O>=(X>§)=(Z=1).
Ainsi, quand Y vaut 0, Z vaut 1. Ceci nous donne une seconde relation : 0 = a+b, d’otta = —b = —1.

OnadoncY =1- 2.
(b) Comme Y =1— Z, le cours donne p (Y, Z) = —1.
cov (Y, 2)
o(Y)o(Z)
Or,V(Y)=V(1-2)=V(Z). Do, o (Y)=0(Z2)=+/V(Y)etcov(Y,Z)=-V(Y).

(¢) x D’apres le cours, —1 = p(Y, Z) = . Donc cov (Y, Z) = —0 (Y) 0 (2).

1 1 1
* Y suit une loi de BERNOULLI de paramétre p=P (Y =1) =P <X < 2) =F () ==

1 1 1 1 1
Donc, Y — B <2> et V(Y)= 3 (1 - 2) = cov Y, 2) = T 11 suit que Y et Z ne sont pas

indépendantes (sinon, leur covariance devrait étre nulle).



CHAPITRE

5
EXEMPLES DE QUESTIONS COURTES

QUESTION SANS PREPARATION 1

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit u un endomorphisme de E qui commute avec tous les projecteurs de E.

1. Montrer que si x € F avec x # 0, alors x est vecteur propre de u.

2. En déduire que u est une homothétie, c’est & dire qu’il existe A € R tel que u = Aidg.

SOLUTION DE LA QSP.

1. Si w commute avec un projecteur p, alors u stabilise Kerp et Im p.
Soit « # 0. On compléte x en une base de E, (z,ea,...,e,) et on définit la projection p, par

p(z) =2, pa(e;) =0 Vi€ [2,n]

Ainsi u(z) € Im(p,) = u(z) = Az
Autre rédaction : soit p le projecteur sur Vect(x) par rapport a,un supplémentaire quelconque.
Alors p(xz) = x. Donc u(z) = u(p(z)) = p(u(z)) € Imp.
Or Im p = Vect(z), ot u(x) = A, z.
2. Ainsi tout vecteur non nul de E est vecteur propre de u.
Par I'absurde supposons que A # u sont deux valeurs propres différentes de u.
Alors existe z,y non nuls et indépendants tels que u(x) = Az et u(y) = py. Donc

uazty)=Art+py=al@+y)=A=a=pn

Il existe donc A tel que pour tout z € E, u(z) = Az.

71
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QUESTION SANS PREPARATION 2

Soit un entier avec n > 2. Soit n variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, a valeurs dans [0,n] et vérifiant pour
tout (i, ) € [0,n]? avec i et j distincts :

0 sim==k
V(k,m) € [0,n]*, P([X;=knN[X; =m]) = 1 Gm £k
nin+1)
On pose Z,, = min(X1, Xo,...,Xp).
1. Déterminer les valeurs prises par Z,.

2. Déterminer la loi de Z,,.

SOLUTION DE LA QSP.

1. On a Z,(2) = {0,1} (presque sGrement). En effet, si I’événement [Z,, > 2] est réalisé, alors on a
nécessairement au moins deux variables parmi X, ..., X, qui sont égales, ce qui est de probabilité nulle.
n
2. Ona:[Z,=0]= U [X; = 0]. Ces événements sont presque stirement incompatibles puisque P([X; =
i=1

k]N[X; =m]) =0sim=k.On adonc :

Or, elles ont toutes la méme loi car, en utilisant le systéme complet d’événements ([X; = p]) ; p € [0,n] :

P(X;=0)=)» P([X;=0nNn[X,;=p]) = =
(=0 =3 PIX =00, =p) = > —rmes =15
p=0 p=0,p#
On a donc : .,
1 n
(2. =0 ; n+1 n+1
Donc P[Z, =1] = %H donc Z,, suit la loi de BERNOULLI de paramétre n%rl
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QUESTION SANS PREPARATION 3

1. Si X suit la loi exponentielle de paramétre 1, déterminer E(X*) pour k € N.

1 n
2. SiY suit la loi exponentielle de paramétre A, trouver un équivalent quand n — +oo de E ((Y — )\) )

SOLUTION DE LA QSP.

—+o0
1. Par théoréme de transfert, E(X") existe si et seulement si / tFe~tdt converge absolument.
0

En utilisant les propriétés de la fonction Gamma, on obtient que E(X*) existe et vaut I'(k + 1) = k!

2. Soit n € N*. Alors (Y - /1\> = ()\Y/\; D) = (X;nl)

,ou X — &(1).

Et (X -1)"= Z (n) (—=1)""*X* d’aprés la formule du bindme.

k
k=0
Dou: E(X —1)") = Z (Z) (—1)""*k! par linéarité de I’espérance.
k=0
- SIS N G L o G O
Ainsi : E((X — 1) )—nlzm —nlz 0
k=0 k=0 N’
1

.. 1\" n!
A1n51.E(<Y—)\> )n—;\—li-oo o

1 n
Autre rédaction : faire le changement de variable u = At dans l'intégrale qui exprime E ((Y — A) )
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QUESTION SANS PREPARATION 4

Soit E un espace euclidien de dimension n € N*,
On dit quune application ¢ de E dans E est une isométrie si ||p(x) — o(y)|| = ||z — y|| pour tout (z,y) € E2.
On note Z(E) 'ensemble des isométries de F dans E.

1. Soit f € Z(E), montrer qu’il existe (u,g) € E x Z(F) tel que :

g(0)=0 et Vr € E, f(z) =u+ g(x).

Montrer ensuite que (g(z), g(y)) = (z,y) pour tout (z,y) € E=.
En déduire que g est linéaire et que c’est un isomorphisme de E.

2. Donner un exemple d’application h de F dans E qui vérifie ||h(x)|| = ||z|| pour tout € E mais qui n’est
pas une isométrie.
SOLUTION DE LA QSP.

1. On voit qu’il faudrait que u = f(0), on définit donc g par g(z) = f(x) — f(0) pour tout z € E.
Il est clair que le couple (f(0),g) convient.
Comme ¢ est une isométrie, pour tout couple (x,3) € E? on obtient par développement

lg@@)II* + lg@)I” = 2(g(2), 9(v)) = lll” + llyl* — 2(z, y).

Or g(0) = 0, ce qui entraine ||g(v)|| = |lg(v) — g(0)|| = |[v — O|| = ||v|| pour tout v € E.
En tenant compte de cette propriété dans le développement précédent, on aboutit aprés simplification & I'égalité

demandée.
Soit B = (e1, - ,en) une base orthonormée de E, alors on doit avoir (g(e;), g(e;)) = (e, e;) pour tout couple
(i,7) € [1,n]? ce qui implique que B’ = (g(e1),--- ,g(en)) est aussi une base orthonormée.

On en déduit que pour tout x € E on a

n n

g(@) = S lg(@), gle)gle) = S a, e gles),

1=1 =1

il est alors clair que g est linéaire.
De plus, on a vu que 'image de la base B est une base, le cours nous dit alors que g est un isomorphisme.

2. Si B=(e1, - ,en) une base orthonormée de F, il suffit de considérer 'application h définie par
h(z) = Z |{z,e)|ei.
i=1

En effet, on a bien h(0) = 0 et ||h(z)| = ||z|| pour tout z € E mais h(z) + h(—z) = 2h(z) # 0 si z # 0, ce qui
interdit & h d’étre une isométrie d’apreés la question 1).
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QUESTION SANS PREPARATION 5
On considére une fonction f qui est de classe C? sur le segment I = [0, 1].

1. Soit n € N*. Justifier 'existence d’une constante M € R? telle que

o (8- (= 1) (=5 (-3)

pour tout couple (k,t) € [0,n] x I.

im_n Volf(t)dt_{if@)] — M.

2. En déduire que

SOLUTION DE LA QSP.

1. Comme la fonction |f”| est continue sur le segment I elle posséde un maximum M € R.
L’inégalité de TAYLOR LAGRANGE s’applique et donne ce que ’on souhaite.

et avec la version intégrale de

k
2. Soit k € [0,n — 1]. On intégre I'inégalité précédente entre — et
n
I’inégalité triangulaire il vient

k+1

g/‘
k

k41

|7 a1 (fj) o (fj)

D’ou, par somme, et produit par n :

[0 (5)-ae 2 ()

n
k=0 k=0 k=0""n
—1
“— M M
<nY) —=— — 0
= on 61 n—+4oo

I
~
—

=
S~—"
\
~
—
=
=

1
Et on conclut car la somme de RIEMANN associée & f/ qui apparait converge vers / f/(t)dt
0
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QUESTION SANS PREPARATION 6

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme univers probabilisé (€2, A, P) indépen-
dantes et de méme loi. On pose p = P(X; = 1).
Pour tout n € N on définit une variable aléatoire Y, par :

Yw € Q, Y, (w) = card{k € [1,n]| Xk (w) = 1},

ot 'on a noté « cardE » le cardinal de ’ensemble (fini) E.
1. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y;,.

2. Soit A > 0. Soit N une variable aléatoire définie sur (€2, A, P) qui suit la loi de POISSON de paramétre A
et qui est indépendante des variables X,,. On définit une variable aléatoire Z par :

Yw € , Z(w) = YN(M)(UJ).
Déterminer le loi de Z

SOLUTION DE LA QSP.

1. On reconnait que Y;, compte le nombre d’événements réalisés parmi (X; =1),..., (X, =1).
Ils sont indépendants de méme probabilité p donc Y;, suit la loi B(n,p) (avec le cas particulier de la loi
certaine nulle si n = 0).

2. On a Z(2) = N, et pout tout £k € N, la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements (N = k)ien donne :

“+o00
P(Z=k)=Y P(Z=k)N(N=n))= Z P((Yo=k)N (N =n)) =Y _ P(Y, =k)P(N =n) (indépendance)
n=0
too k +°° )y k
_ > <k>pkqn k 7,\2! o) /\P Z )\q _ (21!7) oA — o= P (22'9).

Donc Z suit la loi de POISSON de paramétre Ap.
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QUESTION SANS PREPARATION 7

Soit (uy,) la suite déterminée par la donnée du réel ug > 0 et par la relation de récurrence suivante :

2u
VneN =
ne ) Un41 1 + 2u”
Soit (vy,) la suite définie par
1
VneN, Uy = —.
Uy,

1. Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont bien définies et montrer que la suite (u,) converge vers une
limite réelle que I'on notera £.

2. Déterminer la nature de la série Z(un —0).

SOLUTION DE LA QSP.

1. Par récurrence sur n > 0, on montre que u,, est définie et u,, > 0.
Donc (vy,) est bien définie aussi.

On a

1 1
= — + 1, soit = = 1.
— 9, + 1, soit vy, 41 211” +

La suite (vy,) est arithmético-géométrique. Son point fixe est © = 2 donc, pour tout n > 0, on a :

1\" 1
un:< > (vo—2)+2dou| lim Un = 3

5 n—-+o0o

2. On en déduit que :

1 1 1 1
e [ )~ —— (0 —2).
T T <1+2nl+1(00—2) ) oz (0= 2)

Donc la série converge (absolument) par comparaison a une série géométrique.
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QUESTION SANS PREPARATION 8

Soit X une variable aléatoire positive qui posséde une densité continue sur R4 et qui admet une espérance
strictement positive.
On considére une fonction h définie sur R, qui est positive, croissante, de classe C' et qui s’annule en 0.

1. On suppose que I'espérance de h(X) existe. A I'aide d’une intégration par parties, montrer que
—+oo
E(h(X)) :/ R (t)P(X > t)dt.
0

2. Soit p € [2, +oo[.

—+oo
On suppose de plus que X admet un moment d’ordre p et que l'intégrale / B (t)t~Pdt converge.

1

Prouver que :

dt.

—+oo /
BOX) < n(E)) + B0 [

BE(X)
SOLUTION DE LA QSP.

1. Soit a € R* . Notons Fx (resp fx) la fonction de répartition (resp. la densité) de X.
On se souvient que P(X > t) = 1 — Fx(t), une intégration par partie (justifiée par les hypothéses) nous
donne

/ "B fx ()dt = [h(E)(Fx (8) — 1)]2 — / "W (Fx (t) = 1)dt = —h(a)P(X > a) + / “WPX > bt
0 0 0

Ensuite on tendre a vers +oo ou :

e comme E(h(X)) existe, le membre de gauche converge (théoréme de transfert) ;
+o0 o0
< = < .
e onal<h(a)P(X >a)=nh(a) [ fx(t)dt < [[77 h(t)fx(t)dt el 0

Dot la formule souhaitée (y compris la convergence).

2. On utilise la question 1). Compte tenu des hypothéses , il vient

E(h(X)) < /O o W (¢)dt + / - K (t)P(XP > tP)dt < h((B(X)) + BE(X?) / RO,

E(X) Bx)
d’apres U'inégalité de MARKOV P(XP > tP) < E(t)p(p). La derniére intégrale est convergente grace a la
deuxiéme hypothése de cette question car E(X) > 0.
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QUESTION SANS PREPARATION 9
Soit (E,(, )) un espace euclidien et (uy, ..., um), (v1, ..., Um) deux m-uplets d’éléments de E tels que :
o ) 1 sii=j
V(Z,]) S {1,,m} s <u1',1}j> = .
0  sinon.
1. Montrer que les familles (u1, ..., Uy, ) et (v1, ..., vy, ) sont libres.

2. Soit p le projecteur orthogonal sur le sous espace vectoriel F' engendré par (uq, ..., Uy, ).
m

Montrer que pour tout z dans E, ||p(z)||* = Z(m, ui){x, p(v;))-
i=1

SOLUTION DE LA QSP.

m m
1. Soit aq, ..., a, des réels tels que Zaiui = 0. On a alors pour tout j , <Z a;us;, vj> =0,
i=1 i=1

d’ou par linéarité du produit scalaire, a;(u;,v;) = 0ie. a; = 0 ce qui prouve que (u1, ..., un,) est libre.

Raisonnement analogue pour (v1, ..., Up,).

2. Soit # un vecteur qui s’écrit x =y + z ot y € F et z € F+. Alors p(x) = y d’ou |[p(z)|? = ||y|*.

m
Or y € F, d’ou il existe aq, ..., a,, des réels tels que y = Zaiui. On voit que a; = (y,v;). Dot :
i=1
m m
lyll* = <yvz<yavi>ui> = Z<y,ui><y,vi>
i=1 i=1

Or (z,u;) = (y + z,u;) = (y,u;) car z est orthogonal & F donc a u;.
B {y, vs) = (p(), vi) = (z, p(vr)) par symétrie de p.

m

Finalement ||p(z)||* = Z(x,uz><x,p(vl)>

i=1
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QUESTION SANS PREPARATION 10
Soit 0 < a < b réels et f: R* — R définie pour tout x # 0 par

br _:
fo = [ Star

1. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée f’
2. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.

3. La fonction ainsi prolongée est-elle de classe C*(R)?

SOLUTION DE LA QSP.

sint
1. Par le th. fondamental du calcul intégral, la fonction t — ST étant continue sur RY et R* il vient

sin(bx) sin(ax)

() =bx aa 0%

a?x?

2. On remarque que la fonction f est impaire.
2

t
Or, on sait que pour t > 0, t — 5 < sint < ¢ (inégalité de TAYLOR-LAGRANGE). Donc :

1 t sint 1
A i g
t 2 t2 t
En intégrant, il vient
b b
In () - - (a2m2 b2$2) < f(z) <1n ()
a a
Donc lim f(z) =In é
z—0t o a)’
3,.3

a’r
3. Un DL en 0, sin(az) = ax — + o(z3) donne 111% f(z)=0.
r—
Remarque : T'utilisation de ce calcul pour résoudre la question 2 avec le théoréme de prolongement des
fonctions C! (au programme) n’est pas valable car il faut aussi prouver que f converge en 0.
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