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AVANT-PROPOS

Ces annales corrigées de mathématiques des épreuves orales du concours ESCP regroupent
les exercices posés en 2023 ainsi que leurs corrigés dans les options scientifique et littéraire B/L.

Cet ouvrage devrait permettre aux futurs candidats une meilleure préparation a ’épreuve orale de
mathématiques de ESCP et fournir une aide efficace aux enseignants des classes préparatoires ¢conomiques et
commerciales.

De plus, ces annales constituent également un outil pouvant faciliter la préparation aux épreuves éerites
de mathématiques du concours quelle que soit leur option (mathématiques approfondics, mathématiques
appliquées, littéraire B/L ou technologique) ; la plupart des thémes abordés dans les sujets d’oral se retrouvent
cn effet, peu ou prou, dans les sujets de Péerit.

L’attention des candidats et des professcurs qui les préparent est néanmoins attirée sur le fait que les
corrigés proposés sont destinés aux interrogateurs qui savent bien que certaines formulations abrégées des
réponses ne sont pas exactement celles qui sont attendues des candidats (qui doivent étre plus complétes ou
plus conformes aux formulations précises du programme officiel de leur filicre). De plus, certains exercices
publiés dans ces annales sont assez longs : ce sont des sujets d’étude et le jury n’en attend pas nécessairement
unc résolution compléte.

Les ¢énoneés et corrigés des exercices ont ¢t¢ regroupés en quatre rubriques : analyse, algébre, probabilités
ct sujets de Poption littéraire B/L.

Chaque candidat doit exposer en une vingtaine de minutes son sujet principal préparé en salle et résoudre
directement au tableau, pendant le temps restant, une courte question dont on trouvera, dans cet ouvrage, un
¢chantillon.

On trouvera le contenu des annales sur le site internet de ESCP (esep.cu) ; aller dans Programmes and
Training, puis Premaster year, puis ADMISSIONS ¢t LE CONCOURS PREPA ESCP BUSINESS
SCHOOL, puis, dans 'é¢tape 2, les Annales des épreuves orales de Mathématiques.

Enfin ces annales n’auraient pu voir le jour sans la fidele collaboration et investissement dans la conception
des exercices, de tous les examinateurs de Poral de mathématiques de ESCP . Nous les en remercions.

Léon LAULUSA, Directeur Général ESCP.
Muricl GRANJEAN, Responsable des Admissions ESCP.

Frédéric CADET et Henri LEMBERG, Responsables des épreuves orales
de mathématiques du concours ESCP.
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SUJET 1.1
Soit n € N*, on note M,,(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
Si M € M,,(R), on désigne respectivement par Ker(M) = {X € M, 1(R) | MX =0} et Im(M) = {MX | X € M, 1(R)}
le noyau et I'image de M.
On dit qu'une matrice M € M,,(R) est involutive si M2 = I o I est la matrice identité d’ordre n.

1. On considére une matrice involutive A de M,,(R).
(a) Montrer que Ker(f — A) et Ker(I + A) sont supplémentaires. En déduire que A est diagonalisable.
(b) Montrer que Tr(A) € [—n,n]. Etudier la parité de Tr(A) en fonction de celle de n.
(¢) Que peut-on dire de plus sur les sous espaces Ker(1 — A) et Ker(I+ A) lorsque A est aussi symétrique
(M, 1(R) est muni du produit scalaire canonique).
2. Dans cette question, on considére deux matrices involutives A et B de M,,(R).
(a) Développer et simplifier les produits (A + B) (A — B) ¢t (A — B) (A + B).
(b) Montrer que Im(AB — BA) C Im(A + B) NIm(A — B).
(¢) Prouver que Im(AB — BA) = Im(A + B) NIm(A — B).

3. On se place dans le cas ot n = 2 ¢t on considére les matrices

0 1 10 =l =l
NI~(10>,N1~(00)LtN2—~4<1 l)

(a) Existe-t-il Z € Ma(R) qui soit solution de 'équation MZ — ZM = Ny ?

(b) On cherche maintenant a savoir s’il existe une matrice involutive A qui vérific MA — AM = No.
Montrer que on a nécessairement Tr(A) = 0. En utilisant la question 2.(¢) déterminer Uensemble
des possibilités pour une telle matrice involutive A.

(¢) Si A et Z sont deux solutions de 'équation MU — UM = Ny d’inconnue U € M3 (R), que peut on
dire de la matrice Z — A? En déduire Uensemble des solutions de 'équation MU — UM = N,.
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SOLUTION DU SUJET 1.1

1

(a)

(b

S

(c)
(a)
(b)

(c)

(c)

Avee le cours ou par vérification immédiate, on voit déja que Ker( — A) N Ker(I + A) = {0}.
1 1

De plus, si X € M, 1(R), on peut ¢écrire X = 3 (I+AX+({I-A)X) = 3 (X1 + X3) avee

(I-A)X; =+ A)Xy = (I — A?)X = 0, et par suitc M, 1(R) = Ker(I — A) + Ker( + A).

Finalement, on a bien M,, 1 (R) = Ker(/ — A) @ Ker(I + A) ct le cours nous dit alors que A est

diagonalisable.

Comme A = R™'DR avee R inversible et D diagonale, il vient Tr(A) = Tr(R™!DR) = Tr(DRR™!) =

Tr(D) = dim(Ker({ — A)) — dim(Ker( + A)) = 2dim(Ker(I — A)) — n. Si n est pair, on voit que

I’ensemble des valeurs possibles pour Tr(A) est Pensemble des entiers relatifs pairs de [—n, n].

Lorsque n est impair, cet ensemble est celui des entiers relatifs impairs de [—n,n].

Dans ce cas les sous espaces Ker(I — A) et Ker(I + A) sont des supplémentaires orthogonaux.

Comme A% = B?(=I), on trouve (A+ B) (A — B) = BA— AB ¢t (A— B) (A + B) = AB — BA.

SiY = (AB — BA)X, on exploite la question précédente on observe que
Y=(A-B)(A+B)X=—(A+B)(A—B)X € Im(A+ B)NIm(A — B),

ce qui implique bien inclusion voulue.

On écrit Y = (A+ B)X; = (A — B)Xs, avec 2 (a) il vient (A — B)Y = (AB — BA)X; ct
(A+ B)Y = —(AB — BA) Xy, d'oi1 2AY = (AB — BA)(X1 — X3).

Comme A? = I, on obticent

2Y = A(AB — BA)(X; — X,) = (B— ABA)(X, — X,) = (BA— AB)A(X; — X,) € Im(AB — BA).

L’inclusion réciproque est done prouvée et par suite Im(AB — BA) = Im(A + B) N Im(A — B).

Supposons qu’il existe Z € My(R) vérifiant cette équation, en appliquant la trace a cette ¢galité on
obtient 0 = Tr(MZ) — Tr(ZM) = Tr(N;) = 1 ce qui est absurde. Il n’y a donc pas de solution.
D’apres la question 1. (b), Tr(A) € {—2,0,2}.

Supposons que Tr(A) = —2 (resp. Tr(A) = 2), comme A est diagonalisable (cf. 1. (a)) ct que
Sp(A) C {—1,1}, la scule possibilité est A = —I (resp. A = I) ce qui est impossible d’aprés
Péquation. On a done nécessairement Tr(A) = 0. Avece la question 2. (¢), on voit que 'on doit avoir
Im(A+ M)NIm(A— M) =Im(MA — AM) = Im(N3) = Vect(1, —1), ce qui implique que 'une des
deux matrices A+ M ou A — M est non inversible et non nulle.

Par suite, on a nécessairement Im(A + M) = Veet(1, —1) ou Im(A + M) = Veet(1, —1).

Si Im(A + M) = Veet(1, —1) (resp.lm(A — M) = Veet(1, —1) ), la somme des coefficients de chaque
colonne de A+ M (resp. A — M) est nulle et comme Tr(A) = 0 il en résulte que 'on peut éerire
A avee un scul paramétre que 'on détermine facilement en calculant par exemple le coefficient
(MA— AM); 1.

La vérification que les deux matrices trouvées sont bien involutives est triviale.

L’ens. des A involutives vérifiant M A — AM = N est donce {< _23 _12 ) , ( “21 32 )} .

Si A et Z sont deux solutions se P'équation MU —~UM = Ny, on observe que M(Z—A)—(Z—A)M =0
¢t par suite que Z — A appartient a 'ensemble C des matrices qui commutent avee M que 'on
détermine facilement. En prenant pour A P'une des deux matrices trouvées précédemment, il en
résulte que Pensemble § des solutions de U'équation MU — UM = Ny est donné par § = A + C.

Finalement, on trouve
s 2 + S 1 + t 2
S_{(—3+t _2+s>|(s,t)€R}.
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SUJET 1.2

1. Soit P un polynome de degré k > 0 ct de coefficient dominant 1 tel que : Vz € R, zP'(z) = kP(z) .
(a) Montrer que 0 est une racine de P.

(b) En déduire qu’il existe r € N*, 7 < k ¢t @ un polyndéme ne s’annulant pas en 0 tels que :
Vz € R, P(z) = z"Q(x).
(¢) En conclure que : Vz € R, P(z) = z*.

Soit n € N* et A une matrice carrée d’ordre n non nulle.

2. (a) On note Z(A) l'ensemble des polyndmes non nuls annulateurs de A. Justifier Uexistence de
min deg(2). On note 7 ce minimum.
PeZ(A)

(b) Montrer qu’il existe un unique polynome annulateur de A de degré r et de coefficient dominant 1.
On note 114 ce polynéme et on 'appelle le polynéme minimal de A.

3. On suppose dans cette question qu’il existe une matrice carrée B d’ordre n € N* telle que AB — BA = A.
(a
(b

(¢
(d

Montrer par absurde que A n’est pas inversible.
Etablir que pour tout k € N, kA* = A*B — BAF.
En déduire que AIT, (A) = 0.

En conclure que A" = 0.

~— N~ e

4. On suppose maintenant qu’il existe B et C' carrées d’ordre n telles que AB — BA=A+C ¢t BC =CB.
Montrer qu'il existe m € N* tel que (A + C)™ = 0.
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SOLUTION DU SUJET 1.2

1.

(a) On évalue la relation donnée en z = 0, ce qui donne 0P'(0) = kP(0) avee k non nul, d’ou P(0) = 0.

(b) Soit r ordre de multiplicité de 0 pour le polyndome P. Alors r € [1, k] et il existe Q € R[z] tel que
P(z) = z"Q(x), avee Q(0) # 0.

(c) On a en dérivant : zP'(z) = z(rz"'Q(z) + " Q' (z)) = rz"Q(z) + z" ' Q' (x).

D’oi, d’aprés Uhypothése, rz"Q(x) + 211 Q' (z) = kx"Q(x).
On simplific par z". En 0, cela donne rQ(0) = kQ(0), d’ott £ = r ¢t puisque P est unitaire :
P(z) =2,

(a) {deg(P),P € Z(A)} est non vide et inclus dans N*, done cet ensemble admet un minimum.

(b) Unicité : par 'absurde, si P ¢t @Q sont deux polynémes disctints de degré r et unitaires, alors P — Q
est non mul de degré inféricur ou égal a » — 1 et annulateur de A, ce qui contredit la minimalité de 7.
Existence : si P est un polynéme non nul de degré r annulateur de A et de coefficient dominant «,
alors %1 ? convient.

(a) Si A est inversible, alors ABA™! — B = I,,, d’ott tr(ABA™! — B) = n, c’est a dire
tr(ABA™1) — tr(B) = 0 = n, ce qui est absurde.

(b) Par récurrence sur k. Initialisation pour k = 0 triviale. Hérédité @ on a

A*+1p — BA*1 = A(A*B — BA*) + ABA* — BA¥t! = AkA* + (AB — BA)A* = kAF+1 4 AR+

= (k+1)A*L.
(¢) Posons IT4(x Z arz®. Alors Iy ( Z kagpz* ! , d’ou zlly (z) = Z kagz®.
k=0

Ainsi :
Ally(A) = Z kaxA* =" ax(A¥B — BA*) = (Zak/lk) B- B(Zak/lk)
k=1 k=1 k=1
= HA(A)B — BII4(A) =0.

(d) Par unicité de mq, on a: I 4(z) = %J:H’A('f,), soit 7114 (z) = zITy (x),
d’ou IT4(z) = 2", en utilisant la question 1.

4. Posons A’ = A+C, alors A’B—BA' = (A+C)B—B(A+C)=AB+CB—-BA—-BC =AB—-BA=A".

D’otu si m est le degré du polyndome minimal, alors A" = 0, ¢’est a dire (A + C)™ = 0.
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SUJET 1.3
Soit (E, (, )) un espace cuclidien, p et ¢ deux projecteurs orthogonaux non nuls de E.
1. Montrer que pour tout = de E, on a ||p(z)|| < ||z||-
2. En déduire que si A est une valeur propre de po g, on a |A| < 1.

3. Montrer que pour tout = de E, on a (p(z),z) = ||p(x)||>.
En déduire que si A est une valeur propre de pog, on a A = 0.

4. Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.

(a) Soit f =poqop.
Montrer que U'endomorphisme f de E est symétrique et que Im(p) est stable par f.

(b) Montrer qu’il existe une base de Im(p) formée de vecteurs propres de p o g.

(¢) Soit G, H deux sous-cspaces vectoriels de E. Montrer que (G + H)* =G+ N HL.
(d) Soit I = (Ker(q) + Im(p))*. Soit z € Ker(q) + F. Déterminer p o g(z).
)

(¢) Conclure.
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SOLUTION DU SUJET 1.3

1. Comme il s’agit d’unc projection orthogonale, p(z) ¢t 2 — p(z) sont orthogonaux d’ou en appliquant le
théoréme de PYTHAGORE

lp@)I* < llp@)I* + [l = p(@)I* = |=]]*.

2. Soit A une valeur propre de p o g, et z un vecteur propre associé. On a p(q(z)) = Az. Donc

llp o a(@)II* = lIpa@)II* < lla(@)II* < |l=]]*.

Dot |A] ||z]|? < ||z||? et comme = est non nul, |A| < 1.

3. Pour tout = de E,| p(z) et x — p(z) sont orthogonaux.
Donc (p(z),z — p(z)) = 0 soit (p(z),z) = ||p(z)||*.

Soit A une valeur propre de po g, et z un vecteur propre associé. On a (p(q(z)),q(z)) = ||p(q(z))

Az, q(z)) = [Ip(a(=))

[|> done

[2 done Al|q(z)||2 = A?||z||2.

Si A # 0 alors comme z est non nul, on a ||g(z)||> = A||z||> d’ott A > 0. On en conclut que A = 0.

4. Le but de cette question est de montrer que p o ¢ est diagonalisable.

(a)

(b)

(d)

Soit z et y deux vecteurs, on a puisque p et g sont des endomorphismes symétriques

(f(z),y) = (pogop(x),y) = (gop(z),p(y)) = (p(x),q0p(y)) = (=, f(y))-

Ainsi f est un endomorphisme symétrique sur E.
De plus soit z de Im(p), f(z) = p(q o p(z)) € Im(p), donc Im(p) est stable par f.

On applique le théoréme spectral a Pendomorphisme f restreint a Im(p). 1l existe une base de Im(p)
formée de vecteurs propres de f. Par ailleurs tout vecteur propre de f dans Im(p) est aussi un
vecteur propre de p o ¢ puisque pour tout vecteur = de Im(p), p(z) = z. Il existe donce une base de
Im(p) formée de vecteurs propres de p o g.

Soit G, H deux sous-espaces vectoriels de E. Soit z € G+ N HL et soit y € G + H. Ainsi
Jue G,dv e Hyy=u+wv.

Donc < z,y >=< z,u >+ < z,v >= 0. D’ou z € (G + H)*. Ce qui donne une premiére inclusion.
Réciproquement, on a G C G+ H et H C G+ H done (G+ H)* C Gt et (G+ H)* C H- d'ou la
deuxiéme inclusion.

D’apreés la question précédente, on a
F = (Ker(q) + Im(p))* = Ker(¢)* N Im(p)* = Im(q) N Ker(p).
Soit z € Ker(q) + F, x = u+ v avec u € Ker(g) et v € F = Im(q) N Ker(p). On a
pog(z) = plg(w)) +p(q(v)) = 0+ p(g(v)) = p(v) = 0.

On a

F @ (Ker(q) + Im(p)) = E.
d’on

(F + Ker(q)) + Im(p) = E.

Ce qui permet de conclure que p o g est diagonalisable.
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SUJET 1.4

Dans tout 'exercice, on considére un entier n = 2 ¢t on note £ = M, (R) ct F = C(E' - R) Iespace vectoriel

des formes linéaires sur F.

On note également S, (R), respectivement R), le sous-espace vectoriel de F des matrices symétriques
n ) L b ?

respectivement antisymdétriques.

1. Montrer que dim(E) = dim(F).

2. Soit ¢ : E — E Dlapplication définic par : A+ 'A.
Calculer ¢ o ¢ et en déduire les sous-espaces propres de . L’endomorphisme @ est-il diagonalisable ?

3. On définit G : E — I comme application qui, a toute matrice M € E, associc Papplication G(M) de
E dans R définic par G(M) : A Tr(MA).
Justifier que G est un isomorphisme de E sur F.
On considére dans la suite un élément non nul u de F', et on note ¢ Papplication de E dans E définie par :
Pv: A u(A)IL,.
4. (a) Justifier qu’il existe une unique matrice M € E telle que VA € E | ¢(A) = Tr(MA) I, .
(b) Déterminer le rang de .
(¢) Calculer ¥ o1 en fonction de M.
(d) Montrer que Ker(¢)) NIm(v) # {0} <= Tr(M) =0.
(¢) En déduire que 1 est diagonalisable si et sculement si Tr(M) # 0.
5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la matrice M pour que po) =1 op.
6. Dans cette question, on suppose que M € S§,(R) et que Tr(M) #0.
On rappelle que cela implique 1, & Ker(v) .

(a) Que vaut S, (R) + Ker(v)) ? En déduire la dimension de S, (R) N Ker(¢)), puis que
S, (R) = Veet(1,) @ [Sa(R) N Ker(y)] -

(b) Déterminer A, (R) N Ker(v)) .
(¢) En déduire que endomorphisme f = ¢ + 10 est diagonalisable. On précisera ses valeurs propres et

SCS S0US-CSpaces propres.



CHAPITRE 1. ALGEBRE 17

SOLUTION DU SUJET 1.4
1. Etant donné une base B de E, Papplication f +» Mp(f) est un isomorphisme de F sur M2 1(R).
Donc dim F = dim M,z ; (R) = n? = dim E.
2. Ona ¢?=1Idg donc Sp(p) C {-1,1};
puis Ker(p —Idg) = Sp(R) et Ker(p + Idg) = Au(R) de somme (directe) E (a justifier), done ¢
diagonalisable.
3. L’application G est lincaire; Vi, j, [G(M)|(E; ;) = mj;,donc G(M) =0 = M =0 d’ou KerG = {0},
ct par ¢galité des dimensions démontrée en question 1, GG est un isomorphisme.
4. (a) Daprés 2. M =G~ (u).
(b) u # 0 entraine Im(¢)) = Vect(Z,,) donc rg(v) = 1.
(¢) L’application ¢ est linéaire et ?(A) = u(A) ¥ (1,) = u(A) Tr(M)1, donc ¢? = (TrM).
(d) On a Ker(¢) NIm(¢)) # {0} <= I, € Ker(v) <= 0 =¢(1,) = Te(M) I, <= TrM = 0.
(¢)

e Si TrM # 0, alors I,, est vecteur propre de 9 associé a TrM # 0 ; comme Ker()) est un
sous-espace propre de dimension n? — 1 d’aprés 3.b), on a v diagonalisable.

e Si Tr(M) =0, alors ¥ =0, donc 0 est seule valeur propre de 1 # 0 (car u # 0), donc ¥ non
diagonalisable.
5. Par bijectivité de G,

pop=vop<=>VA, Tr(AM) = Tr(*AM) = Tr(*MA) = Tr(A'M) <= M ='M <= M € S,(R)

6. (a) Comme I, € Ker(y)) est un hyperplan de E, mais I, € §,(R), on a S, (R) + Ker(y) = E.
Par la formule de GRASSMANN, on a alors

_ n(n+1) B

1
2

dim[S,,(R) N Ker(y)] = dim[S,(R)] + dim [Ker(v))] — dim(E)

Comme Veet(I,,) et S, (R) N Ker(7)) sont d’intersection nulle, leur somme est directe et incluse dans
S, (R), puis égale par les dimensions.

(b) On a
A€ A, (R) = pop(A) = pop(A) = —¢p(A) = P(A) € A,(R)NIm(y) = A, (R)NVeet(I,,) = {0}

done A, (R) C Ker(y), soit A, (R) NKer(¢) = A, (R).
(¢) Alors
E = Vecet(L,) @ [S,,(IR) N K(:r(z/))] @ A, (R)
qui sont des sous-cspaces propres de f associés respectivement a 1+ Tr(M), 1 et —1; d’on f est
diagonalisable.
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A
SUJET 1.5
Dans cet exercice n est un entier supéricur a 2. Soit E un espace vectoriel cuclidien de dimension n.
On note (, ) le produit scalaire et || - || la norme cuclidienne associée.
Soit B = {ey,--- , e, } une base orthonormée de E.
On dit qu'une application f : E — E vérific la relation (P) lorsque :

Ja > 0, Vu,v € E, (f(u), f(v)) = ®(u,v) (P)
Attention : Papplication f n’est a priori pas supposée linéaire .

1. Montrer que si f vérifie (£2) alors f est un endomorphisme de E.
(on pourra s’intéresser d’abord a || f(u + Av) — f(u) — Af(v)|| pour A € R.)

2. Montrer que f: E — E vérifie (P) si et sculement s’il existe a > 0 tel que pour tout v € E, on a :
I1f (w)[] = e ful]-

3. Soit f vérifiant (). En ¢tudiant les valeurs propres de f, montrer que f est bijectif.
4. Soit f vérifiant (). On note A la matrice représentative de f dans la base B, montrer : 'AA = o?1,,

5. Montrer f € L(FE) vérifie la propricté (P) si et sculement si :
V(u,v) € E2, (u,v) =0 & (f(u), f(v)) =0

6. Soit F' un sous-cspace vectoriel de E. On désigne par p la projection orthogonale sur F.
Soit @ > 0 Soit s 'endomorphisme de E défini par @ s = a(2p — idg)
Montrer que s vérifie (P) et que s est diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET 1.5

1.

4.

On a

|1 (u+ xv) — f(u) = Af ()2

= 1f (w4 M)+ L @)I* + X[ F @) = 20f (u+ Ao, f(w)) = 2(f (u + Mo, Af (v)) + 2X(F (u), f(v))
?||u+ M||? + o?||u||? + X2a?||v||? — 202 (u + Av,u) — 202 (u + Av, Av) + 220 (u, v)

= o?||u||® + A2 ||v||? — ®||u + || + 2Aa?(u,v) = 0

Donc f est un endomorphisme de E.
2 = a2|[ull2, soit [Lf(w)]] = allull

Réciproquement, en utilisant une identité de polarisation, ¢t comme f est linéaire, on a : Vu,v € E,

En prenant v = u dans (), on a : ||f(u)

1 ; 1 ;
{f(u),F(v)) = 5 (Il f(w+ I = lf @I = lf @)I*) = (125(”" + || = ||ul? = |[0l[*) = a®(u, v)
Soit u un vecteur propre associé a la valeur propre A, v # Og. On a :
1f (@)l = ellull = [Al[|ull = allul]| = |A| = a > 0.
Donc 0 n’est pas valeur propre de f done f est bijectif.
La propriété (P) se traduit matricicllement par : {(AU)(AV) = o2 'UV, soit 'U(*AA)V = a? LUV,

(avee U,V matrices des coordonnées de u,v dans la base B).
Si on note fB;; I'élément générique de la matrice *AA et en prenant U = ¢; et V = ¢; on obtient

Vi,j € [1,n] Bi; = (12.5.,',]' soit : *AA = o’1d,,

Supposons la propriété (P). Soit (u,v) € E?. On a

(u,v) =0 & a®(f(u), f(v)) =0 (f(u), f(v)) =0, car a #0

Réciproquement supposons que cette équivalence est vraie.
Alors la famille {f(e1),--- , f(en)} est orthogonale (car les ey, ..., e, le sont).

\ e slesdes ei—es) = lle:l12=lesl2=1—1 = ' dédui \ o ; s —e0)) =
De plus, comme (e; +e;, e; —e;) = ||ei||* —||e;||* = 1—1 = 0, on en déduit que (f(e; +e¢;), f(ei—e;)) = 0.
Par bilin¢arité du produit scalaire et lin¢arité de f, on a donc :

LF (el = 1 (e)II? = (fles) + fes), £le:) — fle)) = (f(ei +e5), f(ei —e5)) = 0.

Ainsi || f(e;)|| est indépendant de 7 ; posons a = || f(e;)||-
Alors la famille {2 f(e1),--- , 2 f(e,)} est une base orthonormée de E i.e. :

Vi, j € [L,n], (f(e:), f(e;)) = a®ei, e5).

Cette inégalité s'étend alors par lincarité a tous vecteurs u, v de E i.e. f vérifie (1)

L’endomorphisme p é¢tant un projecteur orthogonal, il est symétrique, done s aussi (combinaison lin¢aire
d’endomorphismes symétriques) et done diagonalisable d’aprés le théoréme spectral.

Pour montrer que s (lin¢aire) vérifie () on utilise la caractérisation de la question précédente :

(s(u),s(v)) =0 <= (2p(u) —u,2p(v) —v) =0 <= 4(p(u),p(v)) — 4(p(u),v) + 4(u,v) =0,
o l'on a utilisé que p est symétrique i.e. (p(u),v) = (u, p(v)).

Et, comme p? = p, on a : (p(u),p(v)) = (P*(u),v) = (p(u),v).
D’ou I'équivalence : (s(u),s(v)) =0 <= (u,v) = 0.
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SUJET 1.6
On note I’ Pespace vectoriel des fonctions de R dans R, E le sous-cspace vectoriel de I7 des fonctions
olynomiales et, pour tout n € N, E,, le sous-espace vectoriel de E des fonctions polynomiales de degré inféricur
g ? ? n -
ou égal a n.
On considere Pendomorphisme D : f + D(f) de F, o la fonction D(f) est définie par

1. (a)

VzeR, [D(f)l(z)=flz+1)— f(z).

Justifier que, pour tout n € N, E,, est stable par D.

On note alors A,, 'endomorphisme de E,, induit par D.

(b)
(©)

(d)
(¢)

Pour n € N*, déterminer le noyau ct U'image de A, .
Pour n € N*, déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A, .
L’endomorphisme A,, est-il diagonalisable 7
Pour n € N*, justifier que pour tout @ € E,,_, il existe un unique P € E,, tel que A, (P) =Q ct
P(0)=0.
Expliciter P lorsque Q(z) = z2.
n
Utiliser P pour retrouver la valeur de S, = Z k? pour n € N*,
k=1
Soit ¢ : ]0,1] — R une fonction, et g € F. Montrer qu’il existe une unique fonction f € F telle que
D(f)=g ct Vz €]0,1], f(z) = ().
L’endomorphisme D est-il surjectif ?

Montrer que, pour tout A € R, il existe une fonction f € F, différente de la fonction nulle, telle que

D(f)=Af.
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SOLUTION DU SUJET 1.6

1. (a) Ona Vn, PeE, = D(P)=P(z+1)—-P(z)€E,.
(b) L’espace Im(A,,) est engendré par les polynomes (A, (27))ogj<n qui valent :

j—1 «
A (z°) =0 et Vie[l,n], A.(@)=(x+1)y -2 = (J) '€ B,
i=0 ‘¢
La famille (A, (27))1<j<n st de degrés croissants, done libre, donce ¢’est une base de Im(A,,) qui
est done de dimension n. Ainsi, par ¢galité des dimensions, on a | Im(A,) = E,—1. |
De plus on a clairement Ey C Ker(A,,). Et par le théoréme du rang dim(Ker(4,,) = 1.

D’on, par égalité des dimensions, on a : | Ker(A,) = Eyp. |

Autre idée : utiliser la matrice de A,, dans la base (27 Jo<j<n-

(¢) La matrice A de A,, dans la base canonique de E,, est triangulaire supéricure stricte non nulle,
done 0 est 'unique valeur propre et Ejy Pespace propre associé; A est non diagonalisable.

(d) Ona Q € E,,—1 =Im(A,)) = dP € E,, A,(P) = Q ; alors Py(z) = P(z) — P(0) convient,
puisque A,, est nul sur Ej.
Si P est une (autre) solution, alors P — P, € Ker(A,) = Ey, done Py et P different d’'une

? ?

constante, qui est nulle puisqu’ils ont méme valeur en 0.

(¢) Le polynéme cherché A(z) = az® + bx? + cx vérifie

3a = 1 a = 1/3
3a+20 = 0 <= b = —-1/2
at+b+e = 0 c = 1/6
d’on g 5 ( ) ( )
iy T r z(z—1)2x—1
A} =rg =gt 5= G
puis

T

S0 =Y [AG+1) — A®) = A +1) - a) = 207 1)6<2n- +1)
k=1

2. (a) Si f est solution, on a par récurrence
VneN*, Vzen,n+1], f(z)= cp(x—n)+Zg($— k)
k=1

d’ott au plus une solution, et on vérific qu’elle convient.
(b) D’aprés a), D cst surjective.

(¢) En prenant ¢ = 1, on a par récurrence comme ci-dessus,
VneN", Vzelnn+1], flz)=A+1)"
qui vérifie bien

VzeRy, flz+1)=A+1)f() don [D(HIz)=flz+1) - fz) = Af(x).
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SUJET 1.7

Pour tout A € M,,(R), on note ‘A la transposée de la matrice A.
On admet que Papplication (A, B) +— Tr(*AB) définit un produit scalaire sur M, (R).
Pour tout M € M,,(R), on note M+ = (Vect(M))*, que I'on appelle P'orthogonal de M.

Pour tout A € M,,(R), on pose ®4 : M — "AM A.

i

e

Montrer que M+ est un sous espace vectoriel de M,,(R) et donner sa dimension.
Montrer que ¢ 4 est un endomorphisme de M, (R).
Montrer que @4 0P = Ppy.

Soit A € M,,(R) inversible. Montrer que ® 4 est un isomorphisme de M, (R) sur M, (R) et que la
restriction de @ 4 a S, (R) induit un isomorphisme de S, (R) sur S, (R).

Soit A une matrice orthogonale d’ordre n. Montrer que P € M+ si et sculement si @ 4(P) € (©4(M))*:.
On suppose dans cette question que A est diagonalisable. Montrer que @ 4 est diagonalisable.

Réciproquement, on suppose que @ 4 est diagonalisable ¢t que A admet une valeur propre non nulle.
Montrer que A est diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET 1.7

T

. Question de cours et M+ est un hyperplan de M, (R).

On vérifie la lincarité de @ 4.
Pour toute matrice M, (® 40 ®p)(M) ='A(*BMB)A = (BA)YMBA = ®5,(M).

. Par la question précédente, comme @7 = Iy, (g), on a @4 bijective (et (@4)7! = @ 4-1).

Autre idée : utiliser le noyau et la dimension finic.

Si M ="M, alors {{(®4(M)) =AM A = & 4(M). Cela signific que @4 : S, (R) — S, (R).

Comme @4 est injective, sa restriction a Sy, (R)aussi, donce elle est bijective (la dimension est finice).
La relation ®4(P) € (®4(M))* est équivalente a

0=Tr(*A'PA'AMA) = Tr(*A'PMA) = Tr(‘*PM A*A) = Tr(*PM)

Soit (X1, ... X,) une base de M, 1 (R) de vecteurs propres de L A associés aux valeurs propres (A1, ..., A,).
> = i g 55 '
Pour tout (z,7) € [1,], on pose M; ; = X;'X;.

e La matrice M; ; est de rang 1 (donce non nulle) puisqu’aucun des vecteurs propres de A n’est nul.
e Comme AX; = A\ X;, on a ®a(M; ;) = "AX;' X;A = M\ X;' X;. Ainsi les matrices (M; ;) sont des
vecteurs propres de © 4.

e Il reste & montrer que la famille (M; ;)1<i j<n est libre. Soit (a; ;) une famille de réels tels que
n n

Z Z a; ;M; j = 0. Alors pour tout k € [1,n]
i=1 j=1

0= Z (Li’jA/Ii’j(Xk) = Z (Li’jX,‘(LX_.,'Xk) = Z Zai'j(LXij) X.L'
J

1<i,y€<n 1<, g€<n 7

n
La famille (X;) est une base; done pour tout (i, k) € [1,n]?, Zai,j(LXij) =0:

=1
n i

Le vecteur ligne Z a; ;' X; est orthogonal a tout I'espace : il est nul et Z a;; X; =0.
j=1 j=1
Ainsi pour tout (i, ) € [1,n]?, a; ; = 0.

Soit X # 0 tel que AX = AX, avee A # 0. Considérons Papplication ¢ : M,,(R) — M,, 1(R) définic par
p:M—>MX

Cette application est surjective ; en effet, soit Y € M,, 1 (R). Il existe une matrice M telle que MX =Y :
par excemple, on compléte X en une base de M, 1(R) et M est la matrice dans la base canonique de
Iapplication qui envoic X sur Y ct les autres vecteurs sur le vecteur nul.

3 o . 2 : b o o« 100t 1wVt o o f. 1 s 55 3
Soit (M; ;) une base de vecteurs propres de @ 4. Par la surjectivité, la famille (¢(M; j))1<ij<n est une
famille génératrice de M,, 1(R). On en extrait une base (M X, ..., M, X).
Notons \; les valeurs propres de ® 4 correspondantes aux M;, ¢’est-a-dire que ‘AM;AX = A\, M; X. Or
AX = AX. Donc (puisque A # 0) :

Ai
AMAX = MM X & N AMX) = MMiX & "A(M;X) = SM.X

Ainsi, la matrice A est diagonalisable (dans la base (M1 X, ..., M, X)). Et donc sa transposée A aussi.
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A
SUJET 1.8
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

1. Soient g, h deux endomorphismes de E.
Soit alors Papplication Ker(g o h) -?5 E définic par :

Vu € Ker(goh), p(u) = h(u).

(a) Comparer Im g ct Ker g.
(b) En déduire que dim (Ker(g o h)) < dim(Ker h) + dim(Ker g).

On considére désormais un endomorphisme f de E.
2. On suppose que f est diagonalisable. Montrer qu'il existe p nombres 74, ..., 7, € R distincts (avec p € N*)
tels que le polynome P = (X —rp)--- (X — rp) soit un polynéme P annulateur de f.
3. Réciproquement, on suppose qu'il existe p nombres 7,...,7, € R distincts tels que le polynome
P = (X —r1)--- (X —rp) soit un polynéme annulateur de f.
Y
(a) Montrer que Z dimKer(f —r;ld g) = n.
i=1
(b) Montrer que f est diagonalisable.
4. On suppose que f est diagonalisable. Montrer que si Ey est un sous-cspace vectoriel de E stable par f,
alors 'endomorphisme f|z, de Ey induit par f est, lui aussi, diagonalisable.
5. Dans cette question, E est un espace vectoriel de dimension 3 et f est un endomorphisme diagonalisable
de E dont 'ensemble des valeurs propres est formé de deux réels distinets A et p.
Déterminer tous les sous-espace vectoriels de E stables par f.
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SOLUTION DU SUJET 1.8

1. (a) Pour tout u € Im, il existe v € Ker(g o h) tel que u = h(v).

Donce g(u) = (go h)(v) =0 i.e. u € Kerg. Ainsi

(b) Le | théoréme du rang pour <p] donne : dim(Ker(g o h)) = dim(Im ¢) + dim(Ker ).

Or, par croissance de la dimension, la question précédente donne dim(Im @) < dim(Ker g).
Et, comme ¢ est une restriction de h, on a Ker ¢ C Ker h, done dim(Ker ¢) < dim(Ker h).
2. Siry,...,rp € R sont les valeurs propres distinctes de f, alors P(xz) = (z — 1) -- - (x — rp,) convient,
puisque P(diag (A1, ...,A,)) = diag (P(A1),...,P(A\,)) =0, si diag (A1,..., Ay) est la matrice de f dans
une base de vecteurs propres (car alors A; € {ry,...,7,} pour tout 7).

3. (a) | Par récurrence finie sur k € [1, p], avec question 1b, | on montre que :
k
Zdim ((Kcr(f —r;1d E))) > dim (Ker ((f —mldg)o---o(f —mld E)))
=1

Or, pour k = p, comme P est annulateur de f, on a dim (Ker ((f —rldg)o---o(f—rild E))) =

(b) Comme la somme des dimensions des sous espaces propres Ker(f —r;1d g) dépasse n et que ces sous-

espaces sont toujours en somme dircctc,l les sous-espaces propres de f sont supplementaires dans E. |
Donc f est diagonalisable.

4. D’apres la | question 2 |, il existe un polynéme annulateur de f scindé a racines simples.

Alors ce polynome est aussi annulateur de f|z,, puisque (1 >(fiz, )) (u) = (1 (f ))(u) pour tout u € Ej.

Done, d’apres la | question 3b appliquée a f|gz,,

cendomomorphisme i est diagonalisable.
, P'endomomorphisme f|g, est diagonalisable

5. Comme f est diagonalisable, on a dim Ker(f — Ald g) + dim Ker(f — pld g) = 3.

Quitte a échanger A et p, on peut supposer que dim Ker(f — Ald g) = 2 et dimKer(f — pld g) = 1.
Tout sous-cspace propre de f est stable par f, voire tout sous-espace d’un sous-espace propre est stable.
Par ailleurs, la somme de deux sous-espaces stables est stable.

Donge, en triant sclon la dimension, cela donne déja les sous-espaces propres suivants :

e dimension 0 :

e dimension 1 : l Ker(f — pld ), | I toute droite vectorielle incluse dans Ker(f — Ald ) ; |

e dimension 2 : I Ker(f — Md g);
tout | Ker(f — pld g) @ D, | ou D est une droite incluse dans Ker(f — Ald g) ;

e dimension 3 :

Montrons qu’il n’y en a pas d’autres; les dimensions 0 ¢t 3 sont évidentes.

Soit Ey un sous-cspace stable de dimension 1 ou 2, alors, d’aprés la question 4, fg, est diagonalisable.
De plus les vecteurs propres de fig, sont des vecteurs propres de f, done Ej posséde une base formée de
veceteurs propres de f.

Si Ey est de dimension 1, alors foreément Ey = Ker(f — pld g) ou Ey C Ker(f — Ald g).

Si Ej est de dimension 2, alors forcément Ey = Ker(f — Ald g) ou Ey = Ker(f — pld g) @ D, ou D est
une droite vectoricelle incluse dans Ker(f — Ald g).
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SUJET 1.9
Soit m € N*. On note E = R,,[X] 'ensemble des polyndomes de degré inféricur ou égal a m.

1. (a) Expliciter la matrice Q € M,,4+1(R) telle que pour tous U et V' deux vecteurs colonne de My, 41,1 (R)
de coordonnées respectives (u")ggngm ct (’Un)()gns,u, on ait :

Vnelo,m], u,= kz_% [(Z) 1)k] , (1.1)

Justifier que Q est inversible.

(b) Soit T" 'endomorphisme de R,,[X]| défini par, pour tout P € R,,[X], T(P)(X) = P(X + 1).
Déterminer la matrice de 7' dans la base canonique de R,,[X]. En déduire inverse de Q.

(¢) En déduire, si U, V vérifient (1), alors :

Vn e [0,m], 1)"—2[ i k( )uk] . (1.2)

k=0

Soit ¢ 'application définic sur E par :
VPeE,VzeR, [p(P)](z)=P(z+1)—P(z).

2. (a) Justifier que ¢ € L(F) ct expliciter sa matrice A = (aij)1<ij<m+1 € Mmy1(R) dans la base
canonique B = (1,X,X?,...,X™) de E.
(b) Déterminer 'image et le noyau de ¢
(¢) Etudier la diagonalisabilité de ¢
(d) Pour p € N*, on note ¢? la composée p fois : ¢ = gopo---0¢ ; on convient que ¢’ = Id ;.
Montrer que, pour tout p € N et tout polynéome P € E, on a :

[so"(z’)](X>=<—1)"Z[< vf (7) px +m) (13)

k=0

(¢) En déduire, pour p € N* ¢t j € [0,p — 1], la valeur de

Sia= LIZO [(—1)k (Z) kj] _
LZ;, [(Z) S"k(l’)(m)] .

3. Pour tous P € E ct n € [0,m], calculer
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SOLUTION DU SUJET 1.9

1. (a) La relation s’éerit matriciellement

Ug 0 L0 0
uy (1
=Q . avee @ = o
: . : .0
Um U 1 ("i") seie

ot QQ = (gij)i<ij<m+1 ost la matrice de PASCAL (triangulaire inféricure, carrée de taille m + 1),
de cocfficients ¢; ; = (;:i) cn position (7, j), avee la convention usuclle (;) =087,

La matrice Q est triangulaire a ¢léments diagonaux non nuls, donce est inversible.

(b) II est clair que T est un endomorphisme de R,,[X]; on trouve que sa matrice est 'Q.
Or la réciproque de T est P — P(X —1), dont la matrice s’obtient comme dans la question préédente ;
g oo -1 _ .1 s duit Tavale 1 it YL
cette matrice est (‘Q)~! = {Q)™"; on en déduit la valeur de @1, soit Q71 = (¢; ;) 1<i jemy1 BVEC
i e (o TYid (4]
¢ij = (=1) (j—l) ’

(¢) Comme V =Q 'U,ona

Vnelo,m], v,= Z [(—1)"-k (:) uk]

k=0

2. (a) L’application ¢ est lincaire de E dans E ct pour tout j € [0, m],

Jj—1 - j—1 o .
4 5 4 : ) < >
p@)=(z+1) -2’ = E (J) e E dou a;;= {("‘1) sty >t
i

poars 0 sinon

En particulier, A est triangulaire supéricure stricte.

(b) D’apres la matrice, Im(p) C R,,—1[X] ; d’ou | Im(p) = R,,,—1[X] | par ¢galité des dimensions (car

A est clairement de rang m).

On a clairement Ro[X| C Ker(yp), d’ou I'égalite I Ker(p) = Ro[X] I par la dimention (via le théoréme

du rang).
) La matrice A est triangulaire supéricure stricte non nulle, done Sp (A) = {0} et A non diagonalisable.
(d) Soit 7 'endomorphisme de E défini par VP € E, 7(P) = P(X + 1).
Comme 7 ¢t Id g commutent, la formule du bindme dans £(E) appliquée & ¢ = 7—1d p donne (1.3).
(¢) Comme ¢ abaisse le degré de 1, pour j <pet P(X)= X7, ona @P(X7) =0,
d’oit en évaluant en 0 : 0 = @?(X7)(0) = (—1)? S;

P
3. La matrice Q ¢tant inversible, si (uy,) et (v,) vérifient (1.2) alors ils vérifient (1.1) ; done

i [(Z) wk(l’)(z)] = P(z +n)

k=0

(qu’on peut aussi retrouver par la formule du bindéme appliquée & 7 = ¢ + 1d g ).
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SuJET 1.10

Soit n € N*. On note E I'ensemble des fonctions f : RY — R de la forme f : z +— zP(z) + zIn(z)Q(x), on
P et Q sont deux polynomes a cocfficients réels de degré inféricur ou égal a n — 1.
Pour tout k € [[1,n], soient les fonctions ¢y, : =+ 2%, et fi : 2+ 2¥ In(z).

1. (a) Montrer que E est un sous-cspace vectoriel de Pespace des fonctions continues de RY dans R.

(b) Montrer que B = (€1, f1,- .-, €n, fn) cst une base de E. En déduire la dimension de E.

&
2. Pour toute fonction f de E et tout = > 0, montrer la convergence de intégrale / f(t) dt.
0

Pour tout f € E on définit la fonction u(f) par :

Vz >0, (u(f))(z) = ;—/()Jf(f) dt.

3. Pour tout k € [1,n] déterminer u(ex) et u(fi).

~

4. Montrer que u est un endomorphisme de E et éerire sa matrice M dans la base B.
5. Déterminer les valeurs propres de u. L'endomorphisme u est-il bijectif 7
6. Soit f un vecteur propre de E associ¢é a une valeur propre A # 0.
T
Soit g définie sur RY par g(z) = =% / f(t) dt.
Montrer que g est constante sur R . Eﬂn déduire une expression explicite de la fonction f.
7. Pour chaque valeur propre A de u, déterminer la dimension de 'espace propre associé.
L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
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SOLUTION DU SUJET 1.10

1

(a) Chaque fonction e ou fi est continue sur RT ou admet un prolongement par continuité sur RT.
Ainsi E = Vecet(eq, fi1,-..,€nfn) est un sous espace vectoriel de CO(RT, R). E cst un sous espace
vectoriel de Pespace des fonctions continues CO(R1* R).

(b) Soit f = Z e + Z,Bifi =P(z)+ Q(z)Inz =0, avec P ct  éléments de R,,_[X].
k=1 k=1
P

Q(x)
_1)(7:) ~ AT

o) %, avee a € Z, ce qui contradirait les
T

théorémes de croissances comparcées que que soit a. Done P = 0, d’ou @ = 0. Ainsi dim(E) = 2n.

Si 'on avait P # 0, on pourrait ¢crire que Inz = — qui est une fraction rationnelle.

Done au voisinage de 400, on aurait Inxz =

Comme z + z Inx converge vers 0 en 0 tout ¢lément de f est prolongeable par continuité sur R,
d’ou la convergence de Uintégrale.

Pour tout k € [1,n],

k 1 1 1

er(z) et u(fr) = Er lfk BCESE Ck (%)

1
uler)(z) = ——z% =
(ex)(@) k+1 k+1
La lin¢arit¢ de u provient de la lincarité de U'intégration. On sait que u(ey) et u(fi) sont tous deux dans
E. Par lincarit¢, 'image de toute f de E cst dans E.
D’aprés (#+), la matrice de u dans la base B est triangulaire supéricure,

isciasonals ©.0 1 1 1 1
AVEC SUT 12 Q1AZONAIC —, =i =y myesey T
& 3 3 I nt 1’
1 1i 1 Lo-Lo Lo !
Sur la sur-diagonalc o § o bedpra—cr ) § STEE R T s e - [
g 22771 @RI 2 (n+1)2

ct des 0 partout ailleurs.

La matrice M étant triangulaire supéricure, ses valeurs propres sont sur la diagonale.
Comme 0 n’est pas valeur propre de u, u est bijectif.
D’aprés la question 2, intégrale définissant g(z) est bien définie pour = = 0.

&

4

Comme u(f) = Af, on a pour z = 0, / f(t) dt = zAf(x). Ainsi, pour = > 0, g(x) = Az' = f(z).
0

L) €
En dérivant I’égalité définissant g, il vient Vz > 0, ¢'(z) = _TIT A / f(t) dt + 7% f(z)=0.
0

La fonction g est donc égale a une constante ¢ sur RY . Et, comme A > 0, on obtient :

dc e R*,Vz € Ry, f(z) = cxx1

. Les valeurs propres de u sont toutes non nulles (cf. Q5), done les sous-espaces propres sont tous de

dimension 1 (cf. Q6). Précisément pour k € {1,...,n}, E Lp = Veet(ey), car d’apres (xx), e € E . (u).

Donc u n’est pas diagonalisable car la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut n tandis que
la dimension de E est 2n — et n # 2n car n # 0.
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SuJET 1.11
Soit n un entier naturel supéricur ou ¢gal a 2.

Pour tout p € N*, on note M,, ,(R) 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients réels.

e pour toute matrice M € M, ,(R), la notation M > 0 (respectivement M > 0) signific que tous les
coefficients de M sont positifs (respectivement strictement positifs).
On dit alors que M est positive (respectivement strictement positive).

e pour toutes M, N € M, ,(R), la notation M > N (respectivement M > N) signific que M — N = 0
(respectivement M — N >0 ).

1. Soit B € M, (R).
(a) Soit X € M,, 1(R). Montrer que si B = 0 et X = 0, alors on a BX > 0.

(b) Etablir, réciproquement, que si, pour tout matrice colonne X € M,, 1(R) positive on a BX = 0,
alors B est positive.

Si A e M, ,(R) est une matrice carrée, on dit qu'elle est productive si A est positive et s'il existe une
matrice colonne P € M,, 1 (R), positive, telle que P > AP.

Dans les questions 2 a 4 on considére A et P deux matrices vérifiant les conditions de cette définition.

2. Montrer que P > 0.

T
3. Soit X = | : | appartenant a M,, 1(R), telle que X > AX. On pose ¢ = min ~2Z.
: 1gjsn pj;

Ln

T
Soit k € [1,n] tel que ¢ = =k
Pk
T n
(a) Etablir que : ¢ | pp — Z ajpj | = Z ag;5 (T —ep;)-

i=1 i=1

(b) En déduire que ¢ = 0, puis que X est positive.
(¢) On suppose que : X = AX.
En utilisant 'inégalité —X > A(—X), montrer que X = 0 ¢t en déduire que 7, — A est inversible.
4. (a) Soit X = 0. Montrer que Y = (I,, — A)71X est positive. En déduire que (,, — A)~! est positive.
(b) On considére dans cette question B une matrice carrée positive telle que 1,, — B soit inversible ct
d’inverse positive.
Soit V = (I,, — B)‘lU , ou U est la matrice colonne dont toutes les composantes valent 1.
Montrer que V' > BV. Conclure.

5. Donner une caractérisation des matrices productives.
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n

1. (a) Silon note b;; les coefficients de B et z; ceux de X, alors les cocfficients de BX sont les E biiz;

(b)

j=1
qui sont tous positifs.
Notons Et, ..., E, la base canonique des matrices colonnes d’ordre n, alors BE; est égale a la j-¢me
colonne de B. Elle est positive d’ou B est positive.

2. AP =0ct P> AP d’ou P > 0 (en raisonnant cocfficient par cocfficient).

T n n

T
3. (a) el pr— Z(lk,ﬂ’j = I — Z(Lk,j(:[)j > Zak,ﬂ?j - Zak’j(:pj

(b)

(a)

(b)

i=1 j=1 j=1 i=1

n
d’ou e | pr — E agipj | = E axi(zj — cpj).
i=1 i=1
n
b) Y e (v \ ¥ . . P’ O 111 SO 713 . Pp— . v
Pour tout j compris entre 1 et n, z; = ¢p; par définition de ¢ d’ont E arj(z; —epj) = 0 ct
i=1

n
Pk — Z ay;pj > 0, duu ¢ = 0.
j=1

9z z Tk < .
¢ ¢tant positif, pour tout & compris entre 1 ct n, =k =0,douzp =201iec X =0.
Pk

Puisque AX = X alors —AX = —X donc A(—X) = —X. D’apreés la question précédente —X 2 0.
Ainsi ayant aussi X > 0, on a X = 0.

On vient de prouver que AX = X implique X = 0 ce qui prouve de I,, — A est inversible.

Y —AY = (I, — A)(I, — A)7'X = X. Dou Y > AY ce qui montre d’aprés la question 3.b) que
Y >0.

On a établi que pour tout X > 0, (I, — A)™'X > 0, donc d’aprés la question 2, (1,, — A)~ = 0.
OnaV-BV=(I,-B)YV=(,—B){,-—B)™'U=U,doionabien V- BV >0ic. V > BV.

D’ou B est productive.

. On a démontré dans les questions 1 a 4.a) que si A est une matrice productive alors (1, — A) est inversible

et (I, — A)™! est positive.

Dans la question 4.b), on a établi que si B est positive, (I,, — B) inversible et (7, — B)™! = 0 alors elle
est productive.

Ainsi A est productive si et sculement si A > 0, (I,, — A) est inversible et (I, — A)~! = 0.
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SUJET 1.12

Soit E un espace cuclidien dont le produit scalaire est noté ( -, - ).
Soit B une base orthonormée de E et u un endomorphisme de E.
On dit que 'endomorphisme u est antisymétrique si

V(z,y) € E?, (u(z),y) = — (z,u(y))-

1. Montrer que u est antisymétrique si et sculement si Vo € E, (u(z),z) = 0. (on pourra développer
(u(z+y),z+ y) pour démontrer une direction).
Dans la suite de 'exercice, on suppose que u est un endomorphisme antisymétrique de E.
2. Montrer que u est antisymétrique si et sculement si sa matrice dans la base B est antisymdétrique.
3. Soit A € R. Montrer que si A est valeur propre de u, alors A = 0.

4. Montrer que u o u est un endomorphisme symétrique dont les valeurs propres sont toutes négatives ou
nulles.

5. Montrer que si un sous-cspace vectoriel F' de E est stable par u, alors son orthogonal F+ est stable par
I’endomorphisme .

On suppose désormais que u est un isomorphisme de E sur E.

6. Soit A < 0 ct e # 0 tels que (uou)(e) = Ae. Montrer que le sous-espace vectoriel engendré par la famille
(e,u(€)) est un plan vectoriel stable par u.

7. Montrer qu’il existe des plans vectoriels Py, ..., P de E vérifiant :

Vi € [1,k], P; est stable par u.
E: )I(DI)Z(D"'(DI)k
V(i,j) € [LKP,i#j= P L P

8. Que peut-on en conclure sur la dimension de E'7
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1

(u(z+y),z+y) = (u@) tuly),z+y) = (u(z),z)+ (u@),y) +{u(y),z) + (w(),v)-

(=) :V(z,y) € E%, (u(z),z) = — (z,u(z)) donc (u(z),z) = 0.
(<):0=(uE@+y),z+y)=(u(z),z)+(u(z),y)+(u(y),z)+(u(y),y) = (u(z),y)+ (u(y),z) donc
u est antisymétrique.

. (=) : Soit M = Mg (u) = (m; ;). La basc B est orthonormée done m;;; = (u(e;),e;) = — (ej,u(e;)) =

—m,; donc M est antisymétrique.

(«=) : Soit X, Y vecteurs coordonnées de x,y dans B.
Ona (u(z),y) = (MX)TY = XTMT xY = —XT x MY = — (z,u(y)) donc u est un endomorphisme

antisymdétrique.

. Soit z un vecteur propre associé a A. On a (u(z),z) = 0 donc (Az,z) = A||z||*> = 0 donc A = 0 (car

z #0).

Ona (uou(z),y)=—(u(z),u(y)) = (z,uocu(y)) donc uowu est un endomorphisme sym étrique.
Soit z un vecteur propre de w o u associé a A. .

On a (wou(z),z) = — (u(z),u(z)) = — |lu@)|® et (wou(z),z) = Az, z) = Al|z|

donc A < 0 done Sp (wowu) C R_.

On suppose que I est stable par f. Montrons que 4 est stable par f. Soit z € F-. Montrons u (z) € F*
c’est-a-dire que Vy € F, (u(z),y) = 0. Soit y € F. On a (u(z),y) = —(z,u(y)) =0 car z € F* ¢t
y € F donc u(y) € F.

On a montré que les valeurs propres de u? (endomorphisme symétrique) sont des réels strictement négatifs
car u cst bijectif.

Si u(e) = pe alors pu? = A < 0 done (e,u(e)) est libre.

u(ae + bu(e)) = au(e) + bAe € Veet (e,u (e)) qui est done un plan stable par u.

Posons P, = vect (e,u(e)). Si P, = E, le résultat est obtenu.

Sinon, soit F' = Pj-. Recommengons le processus avee F.

Supposons qu’il existe ¢ plans Py,..., P de E stables par u et deux a deux orthogonaux.

Soit F'= Py @ P, @ ---® P (la somme est directe car les sous espaces sont orthogonaux deux a deux)
Si I' = E, le résultat est obtenu. Sinon le sous-cspace I est stable par u done F4 est stable par u.
Soit v : '+ — F* défini par v (z) = u (z). L’endomorhisme u est antisymétrique et bijectif done v est
antisymétrique et injectif done bijectif done d’aprés ce qui précede, il existe un plan Py € FL stable
par v donc par u.ct donc

les plans P, ..., Py sont stables par u et orthogonaux deux a deux.

L’espace E étant de dimension finie, cette construction s’arréte néeessairement, ce qui entraine le résultat
demandé.

De par la construction précédente, la dimension de E est paire
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Soit n. € N*. Soit l'espace vectoriel E = R™, muni du produit scalaire canonique noté ( , ).
Soit (eq,...,e,) la base canonique de E.
On note I, la matrice identité d’ordre n. On note O,, (R) U'ensemble des matrices orthogonales de M, (R).
Soit s un endomorphisme symétrique de E. On note S = (s.i,j)m" la matrice de s dans la base canonique. Les
valeurs propres de s sont rangées par ordre croissant : Ay < A < ... < A,. On note :

X1 0 == 10
A 0 d
: . 0
0o --- 0 A,

1. Montrer que si A = (a; ;) est une matrice de O, (R), alors : V(i, j) € [1,n]?, |a: ;| < 1.
2. Montrer qu’il existe une base orthonormée B = (g4, ...,&,) de E formée de vecteurs propres de s.
Dans toute la suite,pour tout vecteur z de E, on note : Ry(z) = (s(z), z).

3. Soit S(0,1) = {z € E | ||z|| = 1}. Montrer que :
Vz € S(0,1), Rs(z) € [A1,An]-

4. Inversement, tout ¢lément de [Aq, A,] est-il de la forme Ry(z), avee z € S(0,1) ?
5. Exprimer le terme général s; ; de S a l'aide d'un produit scalaire.
Démontrer que pour tout 7 € [1,n], on a: A\; < 855 < A
Dans toute la suite, si A est une matrice orthogonale, on note 7'(A) le nombre réel Tr(AS), on Tr(M) désigne
la trace de la matrice M € M,,(R).
6. Soit A € O,, (R). Montrer qu’il existe une matrice orthogonale B telle que T'(A) = Tr(BA).
(On pourra utiliser sans démonstration le fait que le produit de deur matrices orthogonales d’ordre n est
aussi une matrice orthogonale.)
7. Dans cette question, on suppose que s a toutes ses valeurs propres positives ou nulles.

Montrer que pour toute matrice orthogonale A de O, (R), on a : T(A) < Tr(S).
En déduire que 7' admet un maximum sur O, (R), maximum que l'on précisera.
Montrer de méme que 7" admet sur O, (R) un minimum a préciser.
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1

La matrice A é¢tant orthogonale, chaque colonne constitue un vecteur normé
? b

n
d’out pour tout i, 7, af’j < E af,k = 1. Donc |a; ;| < 1.
k=1

2. On applique le théoréme spectral.

. Si; =< s(ej),e; > d'on s;; = Re(e;) 1l suffit de remarquer que |

3. Silon note (z1,...,2,) les coordonnées de = dans la base B, et X la matrice colonne associée, la matrice

n
de s(z) dans la base B est ¢gale & AX. Comme B est orthonormeée, on a done Ry(z) = E M2,
k=1

n
Si ||z|| = 1 alors E x? = 1. Par croissance des ();), il vient
k=1

n

n n
2 2 2
A E T; < E Az < A x;
i=1 i=1 i=1

. Soit p € [Ar, A,]. Alors il existe a € [0,1] tel que g = aX; + (1 — a@)A,.

Posons = = y/ag; ++/1 — azg,. Alors
(s(z),z) = (Varie1 + V1 — adpen, Vaer + V1 —aen) =ahi+ (1 — o)\, =

Autre idée : on peut remplacer les indices 1 et n par @ et 2 + 1 tels que \; < pp < Ajyg.
(ii” =1

Donc par I'inégalité de Raleigh (Q3) A1 < s:: < Ay

. On applique le théoréme spectral a S : S étant symétrique (réelle), il existe une matrice orthogonale

n X n notée Q telle que S = QA'Q d’ou AS = AQA'Q ¢t T(A) = Tr(AS) = Tr(*QAQA) = Tr(BA).
Il reste a vérifier que B est orthogonale.
Or B est le produit de trois matrices orthogonales, ‘QQ, A et Q. B est bien orthogonale.

. Tout d’abord, il est clair que T'(Z,,) = Tr(S)

D’autre part, nous avons vu précédemment que pour toute matrice orthogonale A il existe une matrice
orthogonale B telle que T(A) = Tr(BA) Or, (BA); ; = Aib; i < A;, puisque B est orthogonale : car ici
Ai = 0.
Don Tr(BA) < ) A; = Tx(S).
k=1
Donc finalement, pour toute matrice orthogonale A, T(A) < Tr(S) = T(1,,), le maximum de T sur O, (R)
est Tr(S), atteint au moins en A = I,,.
De méme, on remarque que T(—1,,) = Tr(—S) = —Tr(S). Or, —I,, est aussi dans O, (R).
n n
De plus, VA € O,,(R), 3B € O,(R),T(A) = Tr(BA) = Z Aibii > — Z Ai puisque b;; = —1 et A\; = 0.
=1 =1

Ainsi, VA € O, (R), T(A) = —Tx(S) =T(—1n)
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Soit n € N avee n = 2. On note R,,[X] Uespace vectoriel des polynome réels de degré inférieur ou égal a n.
On définit les polyndomes de LAGRANGE Ly, . .., L, € R,[X] associés aux nombres z,...,z, € R distincts
par :

X =z

Vke[o,n], Li=]]——.
=0 Tk — Ti
ik

Cette notation de produit signifie que Uindice i prend toutes les valeurs entiéres de 0 a n, sauf k.
1. Montrer que la famille (Ly, ..., L,) est une base de R,,[X].

2. Donner 'écriture de tout polynome P € R, [X] dans cette base.

On rappelle le théoréme de la division cuclidienne pour les polynomes : si U € R[X] et V € R[X] sont deux
polynoémes avec V' # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) € R[X]? tel que :

U=VQ+R avec (R=0 ou deg(R) < deg(V)).

Dans la suite de cet exercice, on se donne un couple (A, B) de polynémes avee A € R, [X] et deg(B) =n + 1.
On considére également Papplication ¢ définie sur R, [X] qui & un polynome P € R,,[X] associe le reste dans
la division cuclidienne de AP par B.

3. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
n
On suppose dans la suite de Pexercice que B est le polynome B(X) = H (X —zp) ou les réels () sont distincts.
k=0

4. Pour tout entier k£ € [[0,n], on désigne respectivement par Q. € R[X] et Ry € R,[X] le quotient et le
reste dans la division cuclidienne de AL, par B.
(a) Soit (j,k) € [0,n]%. Déterminer Ry (z;).

(b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de .
L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
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1.

4.

On montre que famille (Ly, ..., L,) est libre en évaluant une combinaisaon linéaire nulle en tout zy, car
Lk () = O j-
Elle est de cardinal n + 1 = dim(R,,[X]). C’est donc une base de R, [X].

Gréace a la relation Li(z;) = x5, il vient P(X) = Z P(zy)Li(X).
k=0

. Soit P € R, [X]. Le polynéome B est non nul car de degré n + 1. D’aprés le théoréme de la division

cuclidienne, le reste dans la division cuclidienne de AP par B est nul ou de degré strictement inféricur a
deg(B) = n+ 1. Ainsi, ¢(P) est nul ou de degré inféricur ou égal a n, ¢’est-a-dire que () appartient a
R, [X].

Soit AP; = BQy + Ry ¢t AP> = BQs + Rs. Soit A € R. Alors
APy + AP) = APy + AAP, = BQ1 + Ry + AM(BQ2 + R2) = B(Q1 + AQ2) + Ry + AR

De plus, Ry et Ry apparticnnent a R,,[X] done Ry + AR» aussi.

Par unicité de la division cuclidienne de A(P; + AP,) par B, le quotient ct le reste dans cette division
cuclidienne sont respectivement Q1 + AQs2 et Ry + ARs.

L’application ¢ est donc linc¢aire.

(a) On a AL, = BQ}. + Ry donc
A(zj)Li(z;) = B(z;)Qk(z;) + Ri(z;) = Ri(z;)

car z; est racine de B.
Etant donn¢ la valeur de Lg(z;), on a donc Ry(z;) = 0si j # k ct Ri(zx) = A(zy).
(b) D’apreés la question sur les polyndomes de LAGRANGE, on a done

QO(Lk) = .Rk = Z[?L(TJ)LJ = Ifk(Tk)Lk + ZR'k(Ij)Lj = A(.’I‘k)Lk
7=0 7=0
itk

On a done (L) = A(zk) Ly ; ainsi Ly, est un vecteur propre de ¢ associé a la valeurs propre A(zy).

L’endomorphisme ¢ admet une base formée de vecteurs propres (les polynomes deLAGRANGE).
Il est donce diagonalisable et il n’y a pas d’autres ¢léments propres que ceux déja trouvés.
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Soit un entier p = 2. On note M, (R) Pespace vectoriel des matrices carrées d’ordre p a cocfficients réels.
On note I la matrice identité d’ordre p. Soient A et B deux matrices de M,,(R).

Pour tout matrice M € M, (R) on note Ker(M) (resp. Im(M)) le noyan (resp. I'image) de 'endomorphisme
de M,, 1 (R) défini par X — MX.

1. (a) Montrer que l'on a : Ker(B) C Ker(AB) et Im(AB) C Im(A).
(b) Montrer que si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B sont inversibles.

2. Soit A un nombre réel non nul.
(a) Montrer que la matrice (Al — AB) est inversible si et sculement si la matrice (A — BA) Uest.

(b) Montrer que pour tout A € R qui n’est pas valeur propre de la matrice AB, on a :
11 1 -1
(Ml —AB)™" = XI + XA(/\I — BA)™'B

3. Montrer que les matrices AB et BA ont les mémes valeurs propres.

. alls CC A. » .;‘ N c .,,L s 7 b ‘( D .
4. Dans cette question, on choisit les matrices de M, (R) suivantes :

1 0 °ie'a 0 1 l l
0 0 0

A= ct B=
10 ... 0 00 ... 0

(a) Déterminer les valeurs propres de la matrice BA.

b) Aprés avoir justifié son existence, calculer Uinverse de la matrice I — AB.
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1. (a) Si BX =0, alors ABX = 0. De méme, tout vecteur ABX s'éerit A(BX).
(b) Si la matrice AB est inversible, on a Ker B C Ker(AB) = {0}, donc B est inversible.

De plus, M, 1 (R) = Im(AB) C Im(A) entraine que A est inversible.
Autre idée : il existe une matrice C telle que 1, = (AB)C, soit 1,, = A(BC'), d’ou A inversible ct
(idem pour B).

2. (a) Supposons la matrice A\ — AB inversible. Soit X € Ker(A — BA).
Alors, BAX = AX implique ABAX = AX, ce qui donne : AX € Ker(A — AB) = {0}.
Done AX =0; d'ou AX = BAX = 0; soit X = 0 puisque A # 0.
Ainsi, Ker(AM — BA) = {0} i.e. (AI — BA) est inversible.
La réciproque s’obtient en échangeant A et B dans le sens direct.

(b) Comme A € R n’est pas valeur propre de AB, alors AI — AB est inversible, done Al — BA aussi.
1 1
Posons M = XI + XA(/\I —~BA)™'B.Ona:
1 1 .
(M = AB)M = 3 (M — AB) + (A — ABA) (\ — BA) 'B
1 1
= 5 (M = AB) + 3 (AM = BA)) (M - BA)™'B
1 1
=—(M—-AB)+ -AB=1
3 )3

3. La question 2.a) montre que AB ct BA ont les mémes valeurs propres non nulles.
La question 1.b) montre que 0 est valeur propre de AB si et sculement si 0 est valeur propre de BA.

4. (a) En cffectuant le produit BA, on trouve :

p 0 0

0 0 0
BA = .

0 0 0

On en déduit que les valeurs propres de BA sont 0 et p.
(b) Le réel 1 n’¢tant pas valeur propre de BA, il n’est pas valeur propre de AB, d’ou Uexistence de
(I — AB)~!. Pour calculer cette matrice, on utilise la question 2.b), ce qui donne :
2-p) 1 ... 1
1 i . . :
1-p

(I-AB)~! =

1 .1 @2-p)



40 ESCP 2023 — Oral

SuJET 1.16

On considére la matrice A suivante :

4 0 2 0
e 0 4 0 2

2 0 40

0 2 0 4
1. Montrer que A est diagonalisable. Soit D une matrice diagonale semblable a A.
2. Déterminer un polynome annulateur de A de degré le plus petit possible. Déterminer ses racines.
3. Montrer, sans calculs matricicls supplémentaires, que le spectre de A est égal a {2,6}.
4. En utilisant uniquement la trace de A, préciser la dimension de chacun des sous-espaces propres.

5. Soit C' 'ensemble des matrices qui commutent avee D :
C'={M' e My(R) | DM’ = M'D}.

(a) Montrer que C’ est un sous-espace vectoriel de My (R).
(b) Déterminer la dimension de C’.
(¢) Déterminer la dimension de C = {M € My(R) | AM = M A}.
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1.

5.

La matrice A est symétrique réelle, done il existe une matrice I orthogonale et d’une matrice D diagonale
telles que D = ‘PAP.

. Le calcul matriciel donne :

any _ rmai
p s : 16 =
2040 ) = | 16020 0 | =84—12I4.
0204 0 16 0 20

Le polynome X2 — 8X + 12, est annulateur de A (il n’y en a pas de degré 1, sauf pour les matrices
scalaires). Done les valeurs propres sont parmi des racines, soit 2 et 6.

Il y a des valeurs propres car A est diagonalisable.

Il ne peut y avoir une scule valeur propre A, sinon A serat semblable & Ay donc égale a Aly.

Donc le spectre de A est égal & {2,6}.

On sait que Tr(D) = Tr(A) = 16.

Et D comporte dim(Ker(A — 214)) (resp. dim(Ker(A — 614))) coefficients diagonaux ¢gaux a 2 (resp. 6).
Ces deux dimensions sont non nulles de somme 4.

Donc, sclon que la dimension de Ker(A — 21,) vaut 1,2 ou 3, on a

Tr(D)=2+4+6+6+6=200uTr(D)=2+2+6+6=160uTr(D) =2+2+2+6 = 12.

Ainsi scul le cas dim Ker(A — 21,) = 2 = dim Ker(A — 614) est possible.
Autre idée pour 3+ : résoudre le systéme 2 x 2 :

2 x dim Ey + 6 x dim Eg = Tr(D)
dim F5 + dim Fg =4,

(a) L’ensemble C' est une partic de My (R) contenant la matrice nulle. 1 reste a vérifier la stabilité par
combinaison lin¢aire, ce qui est élémentaire par bilinéarité du produit matriciel.

(b) Le candidat fera un calcul avee les 16 cocfficients de la matrice M.

: (21 0q v (B F
Le jury pourra vérifier en éerivant D = <02 6 12) ot M' = G )

Rappel : les produits par blocs ne sont pas au programme en ECG.

Les solutions sont les matrices de la forme M’ = (g 2)

¢ = {(g 2) E,H e MQ(R)}

On en déduit que €’ est de dimension 8.
Remarque : dans la solution proposée les valeurs propres sont rangées dans lordre (2,2,6,6).
Qu’obtient-on si on les range par exemple sous la forme (2,6,2,6) ou (6,6,2,2) 7

Finalement,

(¢) On vérific que M’ + PM'P~! induit un isomorphisme de C’ sur C.
L’ensemble C est isomorphe a €', done de dimension 8 également.
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SUJET 1.17
Soit n € N. Une suite finie de nombres réels ((lk)()gkgn = (ap,a,...,a,) cst dite :

e log-concave lorsque, pour tout k € [1,n — 1], on a : ap_1ar41 < a} ;
e ultra-log-concave lorsque la suite finie (U“,f" ) est log-concave.
k
0<k<n

1. Montrer que la suite finie ((;:)) ochey (formée de coefficients du bindme) est log-concave.
X

2. Montrer que si une suite finie (ax)ogr<n est ultra-log-concave, alors elle est log-concave.

3. Soit n € N. Soit P un polynéme de degré n.
(a) Montrer qu’il existe un unique polynome @, tel que : Vo € R*, Q(z) = 2" P(1/z).
Ce polynéome @Q sera noté X"P(1/X).
(b) Soit v € N la multiplicit¢ de 0 comme racine de P.
Exprimer le degré de X™P(1/X) a Paide de n et de v.
Un polynome P € R[X] sera dit scindé lorsque :
IneN, INzy,...,2n €ER, P=XAX —x1)--- (X — z,).
Ainsi tout polynéme constant est scindé (cas n = 0). On note S 'ensemble des polynomes scindés.
4. Montrer que, pour tout P € § de degré n, ona: X"P(1/X) € S.

5. Montrer que, pour tout P € S,ona: P’ € 8.
Indication : penser au théoréme de ROLLE.

n

6. Soit n € N. Soit (ax)ogk<n telle que a,, #0 et P € S, ot 'on a noté P = Zaka.
k=0

(a) Pour tout k € [1,n— 1], on pose : Q; = P*~Y, Q, = X" *+1Q,(1/X), Q3 = Qg"_k_l).
Montrer que Q3 € S et que Q3 cst de degré au plus deux.

(b) En déduire que la suite finie (ax)ogr<n est ultra-log-concave.
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SOLUTION DU SUJET 1.17
1. Posons b = (}) pour tout k € [0,n]. Alors bx > 0 ct, pour k € [I,n — 1], on a :
bz (n!)? ><(Is:—])!(lc+l)!(n—li:—1)!(n—l~:~i—l)!_lc+lxn—lc~|—1>

21,

br—1bk+1 (kD2((n — k)!)2 (n!)? k n—k

n n T n
) X G
= 2F 62 et d’aprés Q1, on a2t
G5 2. oy compnts 1 om s 52 55)
()’ ()’

k k

D’on, par produit d’iné¢galités lorsque ap_qjar.1 = 0, et de manicre évidente si ap_qa,.1 < 0, on obtient
) k—1%k+41 ) k—1%k4+1 )

2. Pour tout k € [1,n — 1], ar—1ak+1 < <1

Ap—10k+1 < ai, pour tout k, ¢’est-a-dire que | (ax) est log-concave. |

n
3. (a) Tout polynome P de degré n s’¢erit : P = E a; X7 avec ag,...,a, €Rct a, #0.
=0

Alors : Vz € R*, z"P(1/z) =z Z ajz™9 = Q(z) avee |Q = Zan"_j.
3=0 3=0

Si Q2 est une autre solution, alors tout z € R* serait racine de Q — Q2 d’ont Q = Q.
(b) Si 0 est racine d’ordre v ¢t P, alors ag = --- = a,—1 =0 ¢t a, # 0.
L’expression trouvée juste avant s’éerit done :

Q=ai+as 1 X+ F+aX® V4 X" 1 ag X =an+ana X ++ ap X,
—~—

donc | deg(X"P(1/X)) =n—wv. | o

n—v
4. Si P est scindé dans R[X], en isolant la racine 0 éventuelle, il s’éerit P = AXY I I (X — zx),
k=1
avee Ty, ..., Ty € R* (pas forcément distinets), o A € R* est le coefficient dominant, ¢t v € N est la
multiplicité (éventuellement nulle) de 0 comme racine de P.
Alors, pour tout z € R*, si 'on note QQ = X" P(1/X), on a :
? p ? ?

o = (2) =eran (2 T (o) 3T 0 em =T o T (- 2).

i =1 k=1 k=1

Et le résultat final reste vrai pour z = 0 (comme en Q3a), done

#
5. Soit 1 < --- < x, les racines de P de multiplicités respectives my, ..., m,. ; alors deg P = E my. Et :
k=1
e par ROLLE, il y a une racine de P’ sur chaque intervalle |z, zp + 1] , soit 7 — 1 racines ;

e siz; est racine d’ordre m; de P, alors il est racine d’ordre (au moins) m; — 1 de P.
h
Ainsi P’ est scindé car la somme des multiplicités des racines est au moins (r—1) + Z(mk —1) =degP'.
k=1
6. (a) Le polynome @ est scindé d’aprés la question Q5. ct il est de degré n — k + 1.
Ensuite, d’aprés Q4., le polynome Q5 est scindé et de degre au plus n — k + 1.

Enfin, par Q5., le polynome | Q)3 cst seindé, de degré au plus 2. l

T
L o i calenale o (k—1)(n—k+1)! v2 (k+1)!(n—k—1)!
(b) Si P = E a; X7, on calcule Q3 = ax_1——5—=X* + ark!(n — k)!X + ar1 5 }
§=0
D’apres la question précédente ce trindme est scindé, done son diseriminant est positif ou nul, soit :

0< A =a(k)?((n— k)" — ax_1ax41(k — 1)!(n — k+ D)k + 1){(n — k — 1)!

d’on I'ultra-log-concavité voulue en divisant par (n!)2.
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SUJET 1.18
Soit d € N*. Pour P € Ry4[X]| on posec A (P) =P (X +1) — P(X).

On définit la famille de polynomes réels (P,),., ., Par les relations suivantes :
N

n—1
1 1
P=1letVne[ld], P(X)=—X(X-1)...(X —n+1)) =~ [Ix - 5.
k=0

[a—y

(a) Montrer que A est un endomorphisme de Ry[X].
(b) Donner la matrice de A dans la base canonique (1, X.X%.... X d) de Ry [X].
2. (a) Etablir que la famille (Py, Py, ..., Py) est une base de Ry[X].
(b) Exprimer la matrice de A dans la base (P, P, ..., ;) de Ry [X].
3. Soit n € [0,d] ct k € Z. Montrer que P,(k) € Z.

4. Soit P € Rq[X].
Exprimer, Vk € [0,d], A (P) (0) en fonction des coordonnées de P dans la base (P, ..., Py).

5. Montrer que : [Vk € Z, P(k) € Z] si et sculement si [Vk € [0,d], P(k) € Z].
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SOLUTION DU SUJET 1.18
On pose E = R, [X].

1.

2.

(a) Pour Pe E,P(X+1)€ Edonc A(P) € E .
Pour (P,Q)€EE?ct A\ER, AQDP+Q)=MNP+Q)(X+1)— (AP+Q)(X)=)A(P)+A(Q).
k=i
(b) Si0<k<d A(XF)=(X+1)*-X*=3 (¥)1*X* donc
i=0
0: 1 1 1
1 d
0 0 (3 (1)
d
0 0 (y
0 0 0
(a) La famille (P, Py, ..., Py) est échelonnée en degrés, done est une base de Ry [X].
(b) A(P))=1—-1=0ctsine[0,d—1],
A (Pas1) = (X + DX - (X = (n = 1)) = X(X —1)... (X —n)]
done A (Ppyr) EEZERX(X —1)...(X — (n—1)) =P,
d’on la matrice de A dans la base (P, P, ..., Py), matrice formée de 0 avee sculement une sur-
diagonale formée de 1.
Pour k € [0,n — 1], P.(k) =0,
1 v [k
ct pour k = n, on a P,(k) = mk(lz —1...(k—n+1)=gpmy = ( " ) € N.
Sik>1, Pu(-k) = SE®R)(k+1)... (k+n—1) = ELE (-1)11( ’”Z‘l ) € Z.

. L’application A est lin¢aire done AF est lincaire done A¥ (P) = poAF (Py) +p1 A% (P1) + ...+ paAF (Py).
Or A(Py)=0ctsine [0,d—1], A(Pny1) = P, donc A*(P) =0sii <k et A* (P;) = P,y sinon.
On en déduit que AF (P) = pp Py + pra1PL + ... + paPa_i done | AF (P) (0) = pi.

. Le sens direcet est immédiat.

Réciproquement, supposons Vj € [[0,d], P (5) € Z.
Alors pour tout i € [0,d], on a a p; = A* (P)(0) = > < 27 ) (—1)9P(5) € Z.
=0\ :

Soit p; € Z. Donc P (k) = poPy (k) + p1 Py (k) + ... + paPuy (k) € Z.
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SUJET 2.1

o U

1. Soit la fonction d'une variable réelle ¢ @ u .
\/"
u

+o00
Justifier la convergence de Uintégrale / w(u) du, notée K.
0
+o00

uw

e

——— du converge.
o  Vu(utz) ?

2. Déterminer ensemble D des réels z 2 0 pour lesquels Uintégrale

+00 —u

¢

On note alors F(z) = ———— du.
o Vu(utz)

3. Déterminer le sens de variation de F' sur D.

On admet que la fonction F est dérivable sur D et qu’elle vérifie
5 1
VzeD, xF(z)—(m—i)F(z):—K.

Pour tout = € D, on pose G(z) = /ze™* F(z).

4. Justifier qu’il existe une constante C' € R telle que
VzeD, G(.?:):C~K/ o(u)du.
0

5. Déterminer la limite de G en +o0o, et en déduire une relation entre C' et K.
6. (a) Prouver la convergence ct calculer intégrale
+o0 1

J= —_—dt
o VEi(E+1)

(on pourra utiliser le changement de variable u : t — Vit apres Uavoir justifié )
(b) Soit z € D. Prouver la convergence de 'intégrale

+o0 c—l:c

—d

o Vi(t+1)

(¢) Montrer que

+o00 (\—L‘L' +oo
liIn Y R dt == ——— dt =:{);
| e [ v

(d) En déduire la limite de G en 0, puis la valeur de C.

7. En déduire la valeur de K.
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SOLUTION DU SUJET 2.1

o

. L S * —-1/2 _ .5 (. . . . ——
l. p:u— — continue sur R%, o(u) ~u /2 et p(u)=o (u?) en +oo; done K converge.

. R 5 . P ¥ et .
2. o f.:iury gy e continue sur RY ssix 2> 0;
e pour z =0, fo(u) v u™3/? d’intégrale divergente:;
0

#(u)

&

e pour = >0, f(u) i d’intégrale convergente, f.(u) = o (uZ) en +oo, done F(z) converge.
0
Ainsi et D =R3.

3. Pour tout v € RY , =+ f,(u) décroissante, donc F' aussi.

~

4. La fonction G est dérivable sur D et pour tout x € D, d’aprés la relation admise,

€T T

e e

2V Vv

- &r . 7 . . ”,
Les fonctions G et H : x+ —K [ ¢(u) du (bien définic car ¢ a unc intégrale convergente en 07) ont
la méme dérivée sur Pintervalle RY, done y différent d'une constante.

G'(z) = —— F(z) — Vzc® F(z) + VT F'(z) = ‘—\;_; [z F'(z) — (z - %) F(z)] =K

5. La fonction I est décroissante, positive et a une limite finie en +o00, done G(z) = \/xe¢™* F(x) e 0
—+o0
par croissances comparcées.
T . . .
D’autre part, par convergence de K, G(z) =C — K [ p(u)du —— C — K 2: Qo €= K>
r—+oo

6. (a) Le changement de variables ¢+ v/t = u est de classe C'? bijectif de |0, +-o00| sur |0, +o00|. L’intégrale
+o00
demandcée et / 21 du = 7 sont de méme nature ct égales. Done J = 7.
0 u
(b) Par changement de variables u v+ u/z =t (pour z > 0) on obticnt

1 +oo Lz

e

donce 'intégrale converge.
e dt

A ViEt+1) Sa-

m

(¢) Soit € > 0. Par convergence de ./, il existe A > 0 tel que

Par continuité de exp en 0,

p>0,VueR, 0<u<sy =

C—'u. o 1! g -1
Alors, pour tout = € [0,7/4],

£
—_——di — P dt 4 ——— K —J ==
o Vi(Et+1) VE(Et+1) A ViE+1) 2" 2

d’o la différence des intégrales tend vers 0 quand z tend vers 07,
(d) D’apres c)

Poo g Al B a0 dt €
Jl:&
0

+oo L

e

dt s J
0o VE({E+1)  z—ot

D’autre part, lim G = C' car U'intégrale de ¢ converge en 0; d’'ou C = 7.
0+

7. D’aprés 5, K =/C = /7.
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SUJET 2.2

o U

1. Soit la fonction d’une variable réelle ¢ @ u +— i
U

En utilisant le changement de variable u = t2/2, que 'on justifiera, montrer la convergence de Uintégrale

+oo P
Jo  e(u) du, notée K, et calculer sa valeur.

. . L. . . ‘7".12
2. (a) Déterminer ensemble D des réels z pour lesquels la série de terme général ‘W , n € N* converge.
+oo o e
Pour z € D, on note alors f(z) = T
n
1

n=

(b) Montrer que pour tout = € D,

+o0 o Uz +o0 o ux
- lu < f(z) < . lu.
/1 ﬁ(u\f(f)\/o \/ﬂ(“

(¢) En déduire un équivalent de f(z) quand z tend vers 0F.

3. Pour tout n € N* on pose

mn 1
Sp= — ¢t U,=85,—2vn.
2 I v

(a) Prouver que la suite (Uy,)nen+ converge (on pourra ¢tudier Uy, q — U,,).
(b) Justifier que pour tout z € D la série de terme général S, ¢™™* converge.

On note alors h(z) sa somme.

On admet que si (an k) x)enz st une famille de réels positifs tels que

+oo
® pour tout n € N, la série E Ay ) CONVETZe (()Il pose A" = E (l-u,k),
k k=0

e la séric E A,, converge

n

+o00 /400 +o0 /40 +o0 [/+o0
alors E E an 1 | existe ct E E Ang | = E E Qp g
k=0 \n=0 n=0 \k=0 k=0 \n=0

(¢) Exprimer h(z) en fonction de f(z) pour z € D.

(d) En déduire un équivalent de h(z) quand = — 0.
+o0
4. Montrer Pexistence de E Ve ™ et en trouver un équivalent quand z — 07 .

n=1
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SOLUTION DU SUJET 2.2

1. Par changement de variable £+ #2/2 = u et densité de la loi normale,

+o0
K = \/5/ 12 dt = /x
0

NB : le théoréme de changement de variable donne la convergence de Uintégrale.

—nr
2. (a) Siz <0, & —— +o00o donce la série diverge; si z = 0, la série L diverge: si z > 0
(()k » Vn n—+o00 g 8¢5 258 Z% ge; )
—Nne

= 0( _) donc la série converge (absolument) ; et D = R .
NG n

e

(b) Par décroissance de u +—» ‘W (pour tout z > 0) comme produit de fonctions décroissantes positives

(ou étude de fonction), et convergence de la série, done des intégrales, on obtient

+o0 o +o0 U
du < f(z) < lu .
/1 o u< f(z) \/0 T du

(¢) Le changement de variables w+ uxz =t (pour z > 0) donne

1 o0 ot +oo ot

\/_ \/_dt < f(z) < \/_ \/_

d’on par encadrement /z f(z) —— K = , soit f(z) ~ —=.
ol par encadrement /7 f(z) T VT, soit f(z) SE

3. (a) On a par quantités conjuguées

1 2 Vn—n+1 i 1
Ups1—Upn = - = o G

Vil Vat+vetl Vatl(Vat+vatl) atl(Ja+vatl) te 4n?

de signe constant et terme général de série convergente ; done (Up, )nen+ converge (vers L).
(b) Ainsi, S, —2+y/n — L =o0(y/n), donne S, ~2y/n puis S, e~ =0 (1/n?) ct la séric converge.

(¢) Pour z > 0, par la permutation admise, aprés en avoir vérifié les conditions,

-3 (S5) | - |g S| - X =] - 2L

=i n=k k=1
b) 2 - _'ﬁ
(d) D’aprés 2.¢) et 3.c), h(x) S 7

4. Pour z > 0,on a /ne ™ =o (1 / n2) , donc la série converge.

+o0
On pose g(z) = Z Jre e

n=1
La suite convergente (Up, ),en+ est bornée (par M), done

—n Mc™™ M h’(‘T) \/7_1'
|h(:l' 2q .I')| = ZIIJ" (6] m (']': 7 =0 (}L(T)) donc (](.’I‘) (f)\; T (')\; m
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SUJET 2.3
1. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o0o[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales
+0o0 +oo
/ f(#)dt ct / g(t)dt convergent et valent 1. Soit A un réel de [0, 1].
0 0

(a) Montrer que, Vt > 0, (f(£))(g())*=> < Af(t) + (1 — N)g(?).

+o0 +o0
(b) En déduire que Pintégrale / (f()*(g(t))*~*dt converge et que / (FE)Mg(t)dt < 1.
0

0
2. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o0o| & valeurs strictement positives telles que les intégrales

+o00 +00
/ f(t)dt et / g(t)dt convergent et A € [0, 1].
0 0

En utilisant la question précédente, montrer que :

A+WUUDNﬂﬂY‘Ht<<A+wf@MQ

A 1-A

([ o)

“+o00
3. (a) Onrappelle que : Vz > 0, I'(z) = / t*~le~tdt. Montrer que pour tout = > 0, I'(z) > 0.

0
On définit alors la fonction G sur |0, +oo| par G : z + In(I(z)).
(b) Etablir que pour tout A € [0,1] et V(z,y) €]0,+0c[? on a :

Tz + (1 - N)y) < (D(2) (D) >

Que peut-on en déduire pour la fonction G 7

4. Soient x et y deux réels strictement positifs. On suppose que y = 1.
1 1
(a) Montrer que G(z + 1) < (1 — —) G(z)+ -G(z +y).
Yy Yy

(b) En déduire que I'(z +y) = 29T (z).

5. Soient z et y deux réels strictement positifs. On suppose que y < 1. Montrer que :

I(z +y) < 29I(2)
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SOLUTION DU SUJET 2.3

1. (a) Pour tout A € [0,1], V(z,y) € |0;+oo[,In(Az + (1 — N)y) = Aln(z) + (1 — A) In(y) par concavité du
In. En posant = = f(t) ct y = g(#), les fonctions étant a valeurs strictement positives sur |0; +oo[, et
cn passant a U'exponenticlle, on a 'inégalité souhaitée.

400
(b) D’apres 'inégalité précédente, et Pintégrale / (Af(#)) + (1 — A)(g(t))dt ctant convergente par
+oo 0
lin¢arité, on a par comparaison que / (f(#)*(g(t))*~*dt converge. Par croissance de Uintégrale,
0

+oo +o0
ona: / (F() (g(t)Adt < / (Af(®) + (1 — A)(g(2))dt =1 d’apres les hypothéses.
0 0

f(#)

rFeo

/ f(t)de
0

9(t)

/0+°° g(t)dt

400
D’ou : / (@(#)*((t))~Adt converge et est inféricure ou égale a 1, d’ott la conclusion par linéarité.
0

2. Posons, pour tout t > 0, p(t) = (le dénominateur ¢tant non nul car lintégrale est

strictement positive) et ¥ (t) = . et ¥ vérifient les hypothése de la question précédente.

3. (a) Vz > 0,T(z) > 0 par stricte positivité (a justifier avee le programme).

+o0 A pay
(b) V(z,y) €]0, +oo[2, T(Az+(1-A)y) = / tAz+H(1-Ny—le—tgs — / (t*lemHMtv e )1 AdL, ce
0 0

400 A +o0 1—-A
qui est inféricur d’aprés la question 2 a ( / t”_lc_Ldt) ( / ty_lc_‘dt) =T(z)*I(y)* .
0 0
On en déduit que G est convexe.

4. (a) Y(z,y) €0,+oo%,(z+1) = (1 — %):r + i(:r + 1), d’ou le résultat par convexité.

(b) Vz €0, 400, G(z+1) = G(z) + In(z), d’o1, par la question précédente, iG(z +y) = In(z) + iG(m),

c’est a dire G(z + y) = yIn(z) + G(z). En prenant U'exponenticlle, on a 'inégalité souhaitée.
5. Y(z,y) €]0, 4002, (z+y) =Az+ (1 —A)(z+1) (z+y € [z,z+1]) avec A=1—y € [0,1].
D'ou: G(z +y) < (1 -y)G(z) +yG(z + 1) < (1 — y)G(z) + yG(z) + yIn(z) < G(z) + yIn(z), d'ou le
résultat.
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SUJET 2.4

/2 sin(nx)

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, U'intégrale / dz est convergente.

o  sin(z)
On pose :
/2 .:
sin(nx
Vn € N,u,, = / #da‘
0 sin(x)
2. Déterminer wug, uq et us.

3. (a) Montrer que

2
Vn € Nyupio —u, = 1 sin ((n + 1)%)

(b) Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie u,, a Pappel de u(n) .

1 def u(n):

2 S (1) xen—1:

3 u—~0

1 for k in range(2,n+}1,2):
5 M=

6 else:

7 =

8 for k in range(---):

9 M=

10 return u

ot la boucle for k in range(2,n+1,2): fait prendre a k des valeurs de 2 (inclus) a n+1 (exclu)
avee un pas de 2, soit : 2,4,6,8,...

p—1 k
T —1
(c) Montrer que, pour tout p de N, on a uy,; = 3 ct pour tout p de N*, on a uy, =2 Z 2(k ) A
= 2k +1
p—1
4. (a) Pour tout réel z et pour tout p de N*| simplifier la somme Z(—l)ka:2k.
k=0
(b) Etablir la relation :
P2 -k = Loy
Vp € N*, =—+ (-1 ”+1/ — dz.
¥ ;)2“1 il A
—1)*

(¢) Montrer que la série de terme général converge ct donner sa somme.

2k +1
y converge et donner sa limite.

(d) En déduire que la suite (u,),, .
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SOLUTION DU SUJET 2.4

1. La fonction intégrée est continue sur |0, 7/2].

sin(nz o o 5 :
En 0, |— () ~ n; donc Uintégrale proposée est faussement impropre en 0.
sin(z) | «—0

- w/2
2. On trouve ug = 0,u; = 3 ct ug = / 2cos(z)dr = 2.
0

3. (a) On sait que sin((n + 2)z) = sin((n + 1)z) cos(z) + sin(z) cos((n + 1))
ct sin(nz) = sin((n + 1)z) cos(z) — sin(z) cos((n + 1)z).
Done sin((n + 2)z) — sin(nz) = 2cos((n + 1)z) sin(z). Done, par lin¢arit¢ de 'intégration

2.5 2)z) — sin(nz x/2 2
ey — / sin((n + 2)z) — sin(nx) s / I .
0 0 n+

sin(z)

: sin ((n + l)g)

(b) On peut proposer (attention au décalage) :

1 import numpy as np

> def u(n):

3 if (=) een——1:

1 u—0

5 for k in range(2,n+1,2):

6 u—u{2+np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)

7 else:

8 u-np.pi/2

0 for k in range(3,n+1,2):

10 u—u{2*np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
1 return u

(c) D’aprés 3.a), on a, Uspys — Uspr1 = p% sin((p + 1)m) = 0 donc Vp € Ny ugyy1 = uy = 5.

P 1 k
sin ((21) + l)g) = Ugp + ( ) =3 Uy = 22 = )

2
Ugp+2 = Ugp + 2t 1

2p+1
p—1 2\P n+1,.2p
y 1-(—2?) 1+ (—1)PT1g2F
4. (a) Pour tout réel z, on a —z2 # 1 donc —1)kg2* — = ; :
(b) En intégrant cette relation sur [0, 1] (fonctions continues), on obtient :
p—1 1 1 2p s LT
1 i3 s ; TP
= / dz + (— 1)"+1/ ~dzr = -+ (—l)""’l/ dz
2 o 1+ x2 o 1+x2 4 0o 1+x2
(¢) Par décroissance sur [0, 1] de z +> —1—4-_1—13, ona:Vre(0,1,0< 3 < -1—_‘—_1~7 § 1.
En multipliant par 22 > 0 et en intégrant sur [0, 1], on trouve 0 < o T:_;} Zp T
1 2p
ct par encadrement  lim —— dz=0.

p—=+too Jo 1+ 2

p—1 k +o0 k
—1 -1
En peut passer a la limite dans 4. b), on a :  lim (=) . E (=] .
4 L2k |

p—>too £ 2k+1 2k
p—1 %
-1
(d) Pour finir, us, = 22 2(k +)1 donc plﬂlm Unp = 2 X % — g = plgr_l Uspt1,

k=0

donc la suite (u converge et lim u, = —
( ")neN g n—+oo n P)
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SUJET 2.5

52
Soit f une fonction continue sur R telle que pour tout z € R, 0 < f(z) < 4e™.

+o0 2
. % —_—u_
1. Montrer que intégrale f(u)e™ = du converge.

—00

+oo 2 +o9 2
On suppose de plus que : flu)e™ = du = / ¢ 7 du.
oo

—00

T
¢ 2 du.

% 1(2
On pose enfin, pour tout réel z, F(z) = / flu)e™ = du et Fy(z) = /
—o0

—00

2. Montrer que F' est une bijection de R sur |0, v/27, de classe C!, strictement croissante.
Montrer que sa réciproque I 1 est ¢galement de classe C ! et strictement croissante.

On admettra que Fy vérifie aussi ces propriétés.

3. (a) Montrer qu’il existe une unique fonction ¢ définie sur R telle que :

(x) u2 x 5
Vz € R,/ flu)e™ T du = / ¢ Zdu

—00 —0

b) Montrer que @ est une bijection de R sur R, de classe C! et strictement croissante .
]

+o0 2
4. (a) Apres avoir justific Uexistence de / u® f(u)e™ " du, montrer que
—00
+w '12 +w 2'2
/ ulf(u)e™ T du = / o(z)%e” T dx
—00 —00

(b) Soit A = max(0,p=1(0)).

u2 (+1?

r+1
Montrer que Vz = A,/ o(u) e Tdu > p(x)%e™ 2
r

(¢) En déduire que : |p(z)] = o ((Ltl);)
r

—+400
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SOLUTION DU SUJET 2.5

u2 . u
1. la fonction g : u +—— f(u)e™ = est continue sur R. De plus : Vu € R, 0 < g(u) < de™ 7.
+o00 W2
Or intégrale / ¢ T du converge (par exemple en utilisant la loi N'(0,2)).
—00

+o0
2. Comme g est positive sur R et que / g(u)du converge, F(x) existe pour tout z de R.

—00
&

De plus, Vz € R, F(x) = F(0) + / g(t)dt. D’aprés le théoréme fondamental du caleul intégral, I est de
0
classe C! sur R et Vz € R, F'(z) = g(z) > 0. Ainsi F est-clle strictement croissante sur R et réalise une
bijection de R sur | lim F(z), lim F(z).
T——00 r—+00

e +ed u2
Or lim F(z)= / g(u)du = / ¢ Zdu=V2rct lim F(z)=0.
T——00

r—r+00 60 St
D’aprés le cours, ! est aussi strictement croissante de |0, v/27[ dans R.
Comme F’ ne s’annule pas sur R, FF~! est dérivable (et done continue)sur |0, /27| et pour tout = de

]07 \/%[7

1 1 1
F'[F-'(z)] g[F'(z)] fo F-1(z) x o~ E==2

(FY) () =

Donc (F~1)" > 0 ¢t est continue (théorémes généraux).
3. (a) On veut FFop = Fy. Donc ¢ est donc la fonction définie sur R par ¢ = F~1o 7.
(b) Par composée, ¢ est bijective de R sur R, strictement croissante et de classe C*.

4. (a) Convergence classique, soit par les intégrales de RIEMANN, soit en utilisant la loi (0, 2).

(&)

&

F(p(z)) = Fi(z) = F(p(x)) x ¢'(x) =c77,

soit
x) & z2

@) (p(2)e 2 ¢ (2) =~ F = p2(z)e 7.

Done, en posant le changement de variable u = (), il vient

+e2 u2 oo 22
/ u?f(u)e™ T du = / o(z)%e” T dx

—00 —00

(b) Soit z > A. On a donc z = 0 et z = ¢ 1(0).
Soit u € [z,z + 1],0 < ¢o(z) < p(u) < p(x + 1) car ¢ ecst strictement croissante.
2 z41)2 u? . =4 1)? -
Donc 0 < ¢(z)?2 < p(u)? ct ¢ F > =5 done e~ Tp(u)? > c‘%)‘qo(z)z.
On integre sur [z, 2 + 1] ce qui donne le résultat souhaité.

+o0 . o2 z+1 . o2
(¢) Or lintégrale o(u)%e™T du converge, done  lim o(u)’e™ T du = 0.
6 r—+00 -
. 2 9 _(=+1D)? 2 . (=412
Donc par d’encadrement, lim @(z)e” 2 =0 ct par suite lim |p(z)|le™ 7 =0.
r—+00 T—+00

- 2
Dot |p(z)| e ((L‘J‘«J‘L)

r—+00
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SUJET 2.6
(_1)".

T
On pose, pour n € N, u,, = —— ¢t S, = > u,.
n+1 i=0
1. La séric E u,, est-clle absolument convergente ?

2. Montrer que les suites (S2,,),, ¢t (S2,+1),, sont adjacentes et en déduire que la série E U, CONVCTEe.

3. Montrer que Vn € N,

n—

1/ 1 ¥ 1
— —t)* | dt| < :
/0 141 ;( ) Sn+1

+oo
4. En déduire la valeur de Z Ui
n=>0
0 eN : = L T, =y
n pose, pour n Vg = ———, Ugpy] = ———, Ugpag = ——— € = Zv-.
p > b ’ 7L 2” 3 17 T+ 4TL+ 2 TL4+2 47'L+ 4 T o i

5. Montrer la suite (75,+2) converge et préciser sa limite.

6. En déduire que la sérice Z v, converge ct préciser la somme de cette série.
On considére désormais une suite (a,,) de réels positifs et ¢ une bijection de N dans N.
Pour tout n € N, on pose b, = ay(n)-
7. Montrer que la séric Z a, converge si et sculement si la série Z b, converge ct que si la séric Z an

+o0 +oo
converge alors E a, = E by..

n=>0 n=0
8. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si 'on ne suppose plus que Vn € N, a,, = 07
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SOLUTION DU SUJET 2.6

1 1 . . .
1. Ona |u,| = —— ~ — >0 ct la s¢ric harmonique diverge.
n+1n-sccon
1
2. e Soui0— Sy = done (Sa,) est décroissante.

2n+3 2n+2
e (S5,+1) est croissante
e lim S5,.1— So, =usper — 0.
n—+o0 n—4oo
les suites (S2,,) et (S2,41) sont adjacentes done convergent et ont méme limite done (S,,) converge done
la séric Y u,, converge.

3. Soit ¢ € [0,1]. O ni( t)! .
3. Soit ¢ ,1]. On a )= ——,
— 1+t
Donc
1 n—1 1 n 1 1 1
1 i —t " 1
/ — =) ()| dt| = (S £ / dt < / " dt = :
1 1 n—1 ) 1 1 n—1 1 . n—1 (_1)1'
4. Enfi —_—— —t)" | dt = —dt — —t) dt =In (2) — ,
! n/“ 1+% ;( : /" 1+1¢ i—o/ﬂ( ) = ;iJrl
5. Soit - s 1 1 1 1 1 1 1 1
5. Soit a,, = v3, +v3n V3nto = — — = = == == .
: e R 2n+1 4n+2 4n+4  4dn+2 4nj~4 2\ 2n+1 2n+2
3In+2 n 1.m 1 1 1 2n+1 (_1)1' 1 1
O ;Tn‘: n — TR e w  ae —a P :_S'n —n oo_l 2).
R on s ;,”‘" ;,“ 2,.20(2”1 21+2) 220 i3 1 - a0t Dnoes 510(2)
. . 1 .
6. On a T3, = T340 — (V3n+1 + Vnt2) ct B 11)141_1&) v, = 0 donce - 2141_100 Ty = 3 In(2) ¢t de méme
. 1 L. In (2)
hI_+I_l Tany1 = 5 In (2) donc la série Y v, converge et a pour somme 5
n—+o0

n mn n
7. Supposons que Y a,, converge et posons o, = Y a;ct o], = Y by = Y ag,y Soit N = max {g (i) ,i € [0,n]}.
i=0 i=0 i=0

“+oo
Onao), <on < ) a, cara, = 0.
n=>0
+o0 +o0
La suite (0],) est donc majorée done Y b, converge et > b, < > ay,.
n=>0 n=>0

+oo +oo
On a a,, = b, —1(y,) donc si ) b, converge alors ) a,, converge et ) a, < ) by.
n=0 n=0

8. Utilisons la question 6. On a v3, = U2y, V3p+1 = Udn+1 C6 V3pi0 = Usnss.
Posons pour n € N, o (3n) =2n, ¢ (3n+1) =4dn+1 ¢t ¢ (3n + 2) = 4n + 3. ¢ est bijective car atteint
tous les pairs et tous les impairs exactement une fois.

+o0 1 to©
On a v, = ugym) ct > vy = 3 > u, donc le résultat précédent ne subsiste pas si la série n'est pas a
n=>0 n=>0

terme positifs.
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SUJET 2.7

1. Soit (un)">1 une suite réelle.

Montrer que lim  u,, existe et est finie si et sculement si la série E (tn+1 — un) converge.

n—+o0
nzl
n
2. Pour tout entier n = 1, on pose u,, = E i B In(n).
k=1
Montrer que la suite (1, )nen converge. On note 7 sa limite.

3. (a) Justifier les inégalités suivantes :

n+1 T
Vn = 3,/ h—lft—)dt < h—l(n—) ct Vn >4, M < / ln—(t)-dt.

n n n-1 it

n l .
(b) Pour tout n = 2, on pose S,, = Z(—l)kM_

k
k=2
Montrer que les suites (S2,)nz1 ¢t (S2n+1)n>1 sont adjacentes.
Montrer que la suite (S")";z est convergente ; on note S sa limite.

4. Le but de cette question est de calculer la valeur de S en fonction de 7.

n 2
In(k In(n
Pour n = 3, on posce t, = E %) cta, =t, — %
k=1
(a) Démontrer que la suite (a,,)n,>3 est convergente.
n 1
(b) Montrer que pour tout n = 3, S, = t,, — to, + E = In(2).
k=1
En déduire une expression de Ss,, ou figurent a,,, as, ct wu,.

(¢) Calculer lim Sy, en fonction de vy et de In(2). Déterminer S.
o <]

n—+
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SOLUTION DU SUJET 2.7

n

1. Pour tout n € N*, E (Uk1 — UR) = Uny1 — W1
k=1
Ainsi la suite (u,) admet une limite si et sculement si la série télescopique converge.

2. Pour tout n > 1, on a

1 1 1 1 1 1 1
n4+1—Unp = —— 1 1= - i a : - o 1 ’
e n+1+n( n+l) n+l+( n+1 2(n+1)2+0((n+1)2>)"—’+°° Arit1)°

D’ou la convergence de la série E (tp+1 — uy), par comparaison de séries signe constant (ou par

convergence absolue) avee un séric de RIEMANN. D’apreés la question 1 la suite converge done.

1—Int
3. (a) La fonction h: t — —= l"m est décroissante sur [e, +oo| car A/ (t) = 2 2" Ainsi :
In(t 1 1 In(t
Vn >3, Vt € [n,n+1], n( ) Biw) et Vn>4, Vte[n—1,n|, In(n) £ #
n n

Dot les inégalités demandées en intégrant ces inégalités respectivement sur [n,n + 1] et [n— 1, n).

) In(2 2 In(2 1
(b) Pour tout n > 1, on a So,, 10 — Sa, = i) - il 2y 1)

=h(2n+2)—h(2n+1)<0

car la fonction h est décroissante sur [3, 400, donc la suite (S2n)n>1 cst décroissante.

In(2n+3 In(2n+2)
= = - 3) =
e 51D h(2n+2) —h(2n+3) >0

De méme, pour tout n = 1, 85,13 — Sopt1 =

donc la suite (S2,41),1 est croissante.
In(2n + 2)
—_— 0.

2n+2 n—o+oo
Les suites (S2n)nz1 ¢t (S2n42)n>1 sont done adjacentes : on en déduit qu’elles sont convergentes de
méme limite S, ce qui implique que la suite (S,,),»» est elle-méme convergente de limite S.

Enfin, pour tout n > 1, Ss,,10 — Sop01 =

+ll t
4. (a) Onaansy —a, = % — 1 ((In(n +1))2 — (In(n))?) = % - / ant

d’aprés Q3b (scconde inégalité), donc la suite (a,)n>3 est décroissante.
D’apres Q3b (premicre inégalité) et en sommant pour £ allant de 3 4 n, on a

n n n 1 n( n " In
L] (2) Zl (k) . In( 2) / In(®) ., 1§2)+A In(?) 1t_ln(2)+ ((In(n))?—(In(3))?)

d’ouVn =3, a, = @ - M

p)
La suite (ay,),>3 est done décroissante et minorée, done convergente (th. de la limite monotone).

In(2k) = In(2k + 1)

(b) Pour tout n > 1 S,,, = d’on
Lok A2kt
" In(2k)  e=In(k) <~In(2k) <= In(2) + In(k)
S: " RS T = ————— —t2p.
S I AP i P I

n
1
En scindant la premicre somme, on a donc Ss, = t,, — to, + (Z E) In(2).
k=1
En remplacant par les expressions des suites (a,,) et (u,), on obtient
o (In(n))? (In(2n))? . o (In(2))?
S‘Zn - (un 7 ln(n)) 111(2) t+a, + —5 — — Q2 — 5 — puis S21L = Uy ln(2) + ((L" - a2n) T 9 -

In(2))?
(¢) En passant a la limite, liT Son =8 =vIn(2) — (—n%)l
n—-+00
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SUJET 2.8
+o0 M

Pour tout n € N*, on note : F), = _—
0 (CJ, + c—.L)'u

T Y
1. (a) Calculer la dérivée de la fonction z & To= ; en déduire que Iy = 1.
et +e=2
y 2R : & 7r
(b) A P'aide du changement de variable u = ¢*, montrer que I} = 7
n
n+1

2. (a) Pour tout n € N*, montrer 'existence de F), ¢t montrer que F, 410 = F,.

(b) Etudier la monotonic de la suite (F),).

(¢) Exprimer F5,+; en fonction de n € N.

n"\/n 1

> —e o - X = L
3. Pour tout entier n > 2, soient u,, = In ( S ) et v, =u,+ 2 —1) (n = 2).

n+1
1
(a) Pour tout n € N*| calculer I'intégrale / (z—n)(n+1—1z)x 5.2 dz ; on la notera 1,,.
1 1
En déduire que : Vn € N*, 0 < (n + 5) (In(n+1) —Inn) - 1< —;.

n

2n

(b) Montrer que les suites (uy,)n>2 ¢t (vn)nz2 sont adjacentes.
e . . T
4. Déduire des questions 1 et 2 que Fy,oy  ~  F,, puis que F,, ~ —.
n—+oo n—-+oo 2n

n"\/n

5. En déduire la formule de STIRLING : n!  ~ /27
n—400 on
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SOLUTION DU SUJET 2.8
X T T

be " , ; _
4dx o — o et —¢ ¢ )
1. (a) Ona: = —» 1l,car: ——— ~ — = 1. Soit
0 ( e 4 ¢ T X—+o00 et 4 7% z—o+oco T

" )
¢® +¢~%) 0
(b) La fonction z + ¢” est de classe C', strictement croissante et bijective de [0, +oo[ sur [1, +oo[, done

ik 2du i
B _/1 m = [ 2 arctan ]1 =|3-

2. (a) Pour tout X > 0, par intégration par partics sur le segment [0, X] avee des fonctions de classe C?,
ona:

/X 272 (¢* — %) x n .4 /X ¢f —e™* & ( n2"(c* — e_z)) :
n — = = ar
0 (cu: + c—:l,')1L+2 (Cll,' + c—:l:) ((C:L' + C—.’L’))" i 0 or + o~ (C.'L' + C—.’l,')'ll.+1

2" (e* — e X) 2 272y i X 2"dx

= N T —— i) L ]
((BX + C—X)n-}—l 0 (cu: + C—:L')‘IL+2 7 0 (C:c + C—:L’)‘".

———

— 0
X 3400

(On a utilisé la relation (¢* — ¢™%)2 = (¢ + ¢7*)2 — 4). D’ou la convergence de F,, par récurrence

n
double sur n = 1. Et | F, 4o = n—HFn.
(b) On a (¢* — 1)2 =20 < % = 1. Done, par croissance de 'intégration | (F,.) est décroissante.
n
2k—1 |7 (2n)!
¢) On a F: =F == X ——.
() SR TR 0k 2 7 (2"n!)?
nt1 1 nt1
s 1 n+3 n(n — l) T n(n + l) 1
3. (a) I.= /" —2+TZ—T dz = [_E + (n =l %) In || + T } =(n+ 3 (In(n+1)—Inn)—1.
n+1 1 1
Or, par | croissance de l’int(’:grationl 20 € / — dr = —.
n 2n? 2n2

1
—— . il est clair que| lim v, —u, = 0.
2(n—1)’ 155 neipoo e

1 n+1l_/ 1 n 1 1
Upt1 — Up = In ((n+ ) o ) —In (n ﬁ) = (n+ 5) In (n+ ) —1=T,2 0;

(n+ 1)lentl nle™ n

(b) Comme v,, — u, =

d’aprés la question précédente. Done | la suite (u,) est croissante. |
1 1 1
2n 2(n—1) <1"_277<0’
4. On a F,, > 0 (I'intégrale d’une fonction continue positive n’est nulle que si la fonction est nulle),
F, n+2 Fn+1

Et | (vn) d(:croissantcl CAT : Upyl — Up = Upy1 — Up +

donc = < < 1. Par | théoréme d’encadrement, | on en déduit que | Fl,py  ~  F,.
n+1 Q2a F‘" Q2b Fn n—-+oo
. . iy
Or, d’aprés Q2.b on a (n+ 1)F,,10F, 11 = nF, F, 11, suite constante qui vaut Fy Iy = 5 (cf. Q1).

T > . T
Dou: - =nF,nF, ~ n(F,L)Z, comme I, = 0, on en déduit que | F,, ~ —.
2 n—+oo n—+oo 271,

n
: g : n"y/n
5. D’aprés Q3b, (u,) [t (v,)] converge vers une limite £y, donc ¢ — ¢ = £ # 0, soit |n! ~ \/_

n—+oo fon
2n
7 4 7 (2n)! T 2 V2n b4 N 1
Doties 3= % Fo,ih = —% ~ = s — .Dou|l=—.
V 4n no+oo Q2c 2 227(n!)2 notoo 2 220 (24E) V2n V2r
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SUJET 2.9

+o0
1. Pour tout n € N, montrer la convergence de Pintégrale / ¢ *sin®"(z) dz. On la note J,,.
0
2. Calculer Jy.
2n(2n — 1)
> * s o = SR o)
3. Pour tout n € N*, montrer que J,, = P 11

4. Montrer que la suite (J,,)nen est strictement positive et convergente.

'ln-—l-

On aborde maintenant deux manicres différentes d’obtenir la limite £ de la suite (Jy,)nen-

5. Méthode 1 :

(a) Déterminer la nature de la série de terme général v, = In <

2n(2n — 1))
n?+1 )
(b) En déduire la valeur de £.
6. Méthode 2 :

™
(a) Montrer existence d’une constante M telle que, pour tout n € Nyona: J,p1 < M / sin?"(x) dz.
0

(b) En déduire la valeur de £.

(S E

s
Indication : on pourra exprimer / sin?*(x) dz a laide de / cos?™(z) dz, puis découper cette
0 0

. . 1
derniére intégrale en deuxr autour de la borne —.

. 1

ni
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SOLUTION DU SUJET 2.9
+oo

1. Ona: e *sin®" z| < ¢™* ct lintégrale ¢~ *dx converge,

0
Done, par théoréme de comparaison, 'intégrale .J,, converge absolument.
2. Jy =1 (intégrale de la densité de la loi exponenticlle de parameétre 1).

3. Pour tout A > 0, par intégration par parties avee des fonctions de classe C1, on a :
A A A
/ e tsin®"t dt = [—(:_L sin?" t]0 +2n / e~ tsin®* tcost dt
0 0
d’ot, lorsque A tend vers infini : J,, = 2n f0+°° e~ tsin?"!tcost dt. On intdgre de nouveau par parties :
A i A
/ e tsin?"tcost dt = [—(3“ sin?" =1t cos t]O + / e H((2n — 1) sin?" 2 tcos? t — sin? t) dt
0 0

2n(2n — 1)

puis, quand A tend vers Uinfini : J,, = 2n((2n —1DJp1—(2n—-1)J, — .]n), soit .J,, = T

Jn—-l-

2n(2n — 1)

4. Ona Jy>0ct > () pour tout n > 1.

1+ 4n2
Par récurrence sur n = 0 évidente, la question précédente donne J,, > 0 pour tout n = 0.
J 4n® —2n . . .
De plus —— = 5 < 1, donc la suite (J,,) est décroissante ; comme elle est minorée, elle converge.
Y | 4n® +1
4n? —2n 1+ 2n 1+2n 1
5. (a) Ona:v,=ln|{———|=h|l— —— ~ —— o~
(a) " ( 4n? +1 ) ( 14+4n2 ) nstoo  1+4n2 nstoo  2n

Ainsi, la séric a termes positifs E —vy, | diverge | par théoréme de comparaison ; donce E Uy, aussi.
n

(b) 1l s’ensuit que les sommes particelles E v tendent vers —oo quand n tend vers +oc.
k=0

T

2k(2k — 1
Or, d’apreés les questions 2 et 3, ona: J, =1 x H g
k=1

4k2 41 °

n—+oo n—+o0

Donc, In(.J,,) = Zln (vn) —> —o0,donc,| lim .J, =0.
k=1

(k+1)m

™
6. (a) Pourtout k € N, par changement de variable affine, on a / e tsin?" 2t dt = / e 4k in? 2y du.
0

k=
Done, par relation de CHASLES, pour tout N € N, on a :

(N+1)=w N (k+1)m ™ N
/ e tsin® 2t dt = E / hsin®t 2 ¢ dt = / E "R ) sin® 2y du
0 k=0 k 0 k=0

C
1

T 1 — o~ (N+1)m £
= / i ——— S R T TRV | / sin?™ u du avee M = e
0 Jo i@ =

l—e¢™™

car sin® 2 u >0, e < 1 et e~ NV+HDT > .
D’ou le résultat voulu par passage a la limite quand N tend vers +o0.

(b) Par relation de CHASLES puis changements de variables affines, puis CHASLES encore, on a :

1 z L z 2n
; 2 , ; z . 2 T 1 1
/ sin?" u du = 2 / cos?udu =2 [ "7 cos®™ udu+2 / cos? udu < —+2 (— —— ) [ cos — :
0 0 0 ns 2 ns na
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2n 2n
) =2nln ((:os %) ~ 2n X ——5 — —o0, donc : ((:os L) — 0.
n: n——+o00 2715 n— 1,,'.& n—+oo
lim ., =0.
n—+oo

Or In ((:()s %
mn-
Ainsi, par encadrement , on retrouve que



CHAPITRE 2. ANALYSE 67

SUJET 2.10

+oo
2
1. (a) Pour tout n € N, montrer la convergence de l'intégrale / t"¢~" dt. On la note I,,.
—00

(b) Sans faire de calcul de primitive, donner les valeurs des intégrales Iy, I; et Is.
(¢) Que dire de I3 7 Calculer Iy.

i [ . o g2
2. Montrer que pour tous réels x et y la convergence de / (t— :r)z(t = .7/)20_[ dt. On appelle G(z, y)
TJ_x

v

Exprimer G(z,y) sans signe intégral, en fonction de z et y.

cette intégrale.

3. Déterminer les extrémums locaux et globaux de la fonction G.
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SOLUTION DU SUJET 2.10

1.

2.

2 .
(a) Soit n € N. La fonction f, : ¢ +> t"¢™"" est continue sur R.
+

+o0 oo
On a tre=t . 5 o(1/t?). La convergence de / t—2dt entraine celle de fn(t)dt aussi.

1
Il en va de méme pour la borne —oo (ou bien par parité ou imparité de f,, sclon n).
“ » +o00
. 2 « 29 X », :Y Y
Donc 'intégrale f_w fu(t)dt est convergente.

b) On sait que si X suit une loi N'(0,1/+/2), alors f : t > - ¢~ st une densité de f.
W

—00

+o00 +o0
De f(#)dt = 1, on déduit Iy = /7. De / tf(t)dt = E(X) = 0, on déduit 1; = 0.

+oo y , 1

De / t2f(t)dt = E(X?2) = V(X)+0 = 3: o8 déduit I = g

s . 2
(¢) Par imparit¢ I3 = / et dt=0.

L =

ik

s . s i 3
Pour Iy, par int. par partics avec u(t) = t* et v/(t) = te="" qui sont C1, il vient I, = 512 =3

Pour tout (z,y) € R2, (t — z)%(t — y)? = t* — 2(z + )t + (2% + v* + 4zy)t? — 2zy(z + y)t + =22

par lin¢arité pour les intégrales convergentes, grace aux questions préeédentes, il vient immédiatement
que G(z,y) existe pour tout (z,y) € R? et que :

4 : : : : :
G(z,y) = T (14 — 0+ (22 + 9% +4zy) L + 0 + $2,11210) = 4z%y% + 222 4 2y% + 8zy + 3.
(s
La fonction G est de classe C? sur R?, car clle est polynomiale. Déterminons les points critiques de G.

~ (8zy? +4z + 8y
On a VG(z,y) = (Sny +4y + 8z ) :

22+ +2y =0 o 2ry> +x+2y=0 2ry> +x+2y=0
202y +y+ 22 =0 LycLo—L, |2zy(z —y) +(x—y) =0 (z—y)(2zy+1)=0"
1° cas : y = x. Alors 22° + 3z = 0. Un seul point critique de ce type O(0,0).
2¢ cas : y # x, alors 2zy = —1 puis —y + = + 2y = 0, soit y = —z ct 222 = 1.
Ainsi, | G posséde trois points critiques O = (0,0), A = (\/5/2, —\/5/2) et B= (—\/5/2, \/_2-/2)

Comme on a G(z,y) = G(y, =) pour tout z,y, on en déduit que A et B sont de méme nature.

e Etude du point O(0,0). On a donc Hg(0,0) = (4 8), dont le déterminant est —48 < 0.

8 4

G n’a pas d’extrémum local en (0,0). |

Donc O(0,0) est un point col et

e Etude du point A (v2/2,-v/2/2) (idem en B) On a Hg (V2/2,—V/2/2) = (g g)
de valeur propre double 8.
On a 8 > 0, donc | G présente un minimum local en A de valeur G (\/5/ 2, —v/2 /2) =2.

Comme il n’y a pas de maximum local, | il n’y a pas non plus de maximum global. |

Si G admet un minimum global, alors il est atteint en A et B et il vaut 2.

Or pour (z,y) €ER%, on a G(z,y) —2—2(z+y)? =422y + dzy + 1 = (2zy + 1)2 > 0.
On en déduit que G(z,y) = 2+ 2(x +y)? = 2.

Ainsi, |2 est bien le minimum global de G et il est atteint en A et B. |
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1. Soit n € N*. On sc donne n réels strictement positifs x4, -- -, z, tels que z7 + -+ -+ z,, = 1.

(a) Sit est un réel strictement positif , montrer que

Ly o
In(t) =In (l> + (nt—1) — / t 2'Sds.
n 1S

n

n 1
b) En déduire 'inégalité In(zr) < nin(=).
(b) En déduire I'inégalit ; n(zy) < nln( n)

(¢) Montrer qu'il existe un unique point = = (z1,--- ,z,) € RY" pour lequel il y a égalité dans I'inégalite
précédente.

2. Dans cette question, on suppose sculement que yq, - - - , ¥y, sont n réels strictement positifs (n = 1).

(a) A laide de la question 1.(b), montrer que

(H?}k) <%Zyk- (1)

k=1 k=1
(b) Etudicer le cas d’¢galité dans 'inégalité (1)
Soit (4, )n>1 une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général u,, converge.

T

x
. . ; 5 ¢ k+1)* 5
3. On introduit la suite (o )r>1 définic par oy = u ct on pose v, = I I Up pour n = 1.

kk—1
k=1
. ) . (O )
(a) Calculer le produit aq X - -+ X @, ¢t montrer que la suite ( — est croissante.
k=1
; ; 1 s : ;
(On pourra considérer les points y1 =1, yo = -+- = ypr1 = 1 + Z(it utiliser l'inégalité (1) ).

Déterminer la limite de cette suite.

(b) Soit N € N*, prouver que

N N 1
Z Un S "2_:1 n(n+ 1)

n=1

n N N
ZClk1Lk] < (1 + %) Zup.
1

k=1

p=
1 1 1
(Pour £ = 1, on pourra utiliser l’égalité W+ = T l).
4. On considére la suite (s,)n,>1 011 S, = u
n

(a) Montrer que la séric de terme général s, est divergente.

(b) Prouver que la série de terme général v, est convergente et que 'on a

+oo

+oo
E Un S € E Unp-

n=1 n=1
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SOLUTION DU SUJET 2.11

L s=L

t—s t s

1. (a) Par calcul : / 5—ds = [—— —In s] = --- ou avee TAYLOR reste intégral.
Xz =8 S N |
n 8=%

(b) Comme z € RY" et que x1 + --- +x, = 1, avee la question précédente on peut éerire

N 1 - Tk o — s 1 & Tk gy — s 1
Zln(;,;k) =nln <;>+; (nzp —1) — /Tl‘ ks_z-ds =nln (;)—z [ Lsz_ds <nln (;) :

k=1 k=1 n

- »a leg intéorales s ives Mle » aoit 1z > . . A1
car toutes les intégrales sont positives (quelle que soit la position de z; par rapport a ).
Tk .,

5 s i fisnis < LT —S
(¢) D’apreés ce qui précede, P'égalité est équivalente a / ———ds = 0 pour tout k € [1,n].
s

1

n
1
Or ceci n'est possible que si z; = — pour tout k € [1,n]. Sinon il y a une intégrande continue, de
n

signe constant ct qui ne s’annule pas sur U'intervalle d’intégration non réduit a un singleton, ce qui
interdit a lintégrale correspondante d’étre nulle.

n

1
2. (a) Comme In est strict. croissante cela revient a montrer — Z In(yx) < In(ys + - -- + yn) +In(=),
n

n
k=1
n Ui 1
soit encore : E In (—) <nln (—)
k=1 n ++1/'u n

C’est vrai d’apres la question 1.b car les zp = en veérifient les hypotheses

—
y1+--+yn
(b) Le cas d’¢galité dans I'in¢galité se produit si et sculement si on est dans le cas d’égalité avee les xy,

pour I'inégalité (1), ¢’est a dire que zp = ﬁ . % pour tout k € [1,n].
n
On observe alors que c¢’est équivalent au fait que y; = -+ = y,,.

k
: 1
3. (a) On trouve o X --- X ay, = (n+ 1)™. Posons ¢ = i;—;i (1 + -I.:) .

Avee 'indication et U'inégalité (1), on obtient

k
. 1\ =71 1
- g Szxg\ltkll+2))=1
(y1 X -+ X Yr+1) (+A) Ic+1<+ <+’~)) +k+1

d’ou e < exy1. De plus, e = exp(l +0(1)) — c.
k—+o0

(b) Avee Pinégalité (1) et la question précedente, il vient

N N n p— 1_ll N 1 n f_ll N 1 n
Sor=2 (1)) = Lo ([ewm) <2 gy Sowm

n=1 n=1 \k=1 n=1 1 k=1
N N 1 1 N 1 1 N N
= — QU — - — — | apu < CrLUL < € U
S I% (G- ) [owm = X (5~ ) oo < v < e Do
k=1 Ln=Ek k=1 k=1 k=1

Phe B 5 5 2 Uy
4. (a) La séric de terme général s, est clairement divergente puisque s, = — avee uy > 0.
n

N N
(b) Avec les questions 3. (a) et 3. (b), on voit que z Up S Z u, pour tout n € N*.
n=1 n=1
Les deux séries sont a termes positifs, la convergence de la série de terme général v, résulte du
théoreme de comparaison puisque ) u,, est convergente. Un passage a la limite donne I'inégalité
souhaitée.
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On considére deux réels a et b, a > 0 et une suite (u,),en+ définic par récurrence :

U ER et Vn € N* Jupy1 = u, (1 - 2) +b (R)

n

On suppose dans cette question que b= 0 ¢t on pose r = |a] + 1.

n—1
a

(a) Montrer que pour tout n = r + 1, u,, = u, H (1 — z)

k=r
- . L. a o qin .
(b) Déterminer la nature de la série E In{1— —) ct en déduire lim  u,.
k; n—+oo
kzr
Dans cette question, on suppose que a = 1/2,b=9/2 ¢t uy = 2.

On rappelle que range(1,n+1) crée la ligne des nombres de 1 a n.
On cxécute le programme Python suivant :

import numpy as np, matplotlib.pyplot as plt
n=20' = a=0.5 ; b=4.5 ; ui=2
u-np.zeros(n); v-np.zeros(n) ; ul[0]—ul ; v[0]-ul
for k in range(1l,n):

ulk|-u|k-1|*(1-a/k)tb

v|k|=u|k|-u[k-1]
plt.plot(range(1l,nt1),v,’*’)
plt.show()

ct 'on obtient :

.
10 L T T RS

25 50 715 100 125 150 175 200

Quelle conjecture peut-on faire ?

. On revient maintenant au cas général.

(a) Déterminer 'unique réel a tel que la suite (na),en« vérifie la relation de récurrence (R).

(b) Etablir que lim (u, —na) = 0. La conjecture formulée précédemment est-clle vraie 7
n—+o00

. On considére deux suites (@, )nen+ ¢t (by)nen+ telles que a,, > 0 pour tout n € N*| ct :

lim a, =a ct lim b, =b.
n—+oo n—+4oo

On définit la suite (u,)nens par récurrence : uy € R et Vo € N* w19 = uy (

(a) On suppose que b= 0. Soit € > 0. Montrer qu’il existe un ng € N*, tel que

Vn = ng, [un| < |tn,| + (n — no)e

oo e . Un
En déduire que lim — = 0.
n—+oo n

(b) On suppose b non nul. En considérant la suite (u,, — na),en=, montrer que ll}I+
n

(R')

= Q.
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SOLUTION DU SUJET 2.12

a
1. (a) On procéde par récurrence surn 2 r+ 1. Sin=r+1, up11 = u, (1 ‘7—‘) =4 H (1 - ;)
k=r )
donce la propriété est vraic au rang r + 1.
On la suppose vraic au rang n.
n—1 n
a
Onauypi=un(1-5%5)={ur H (1 — E) x(1-2)=u, H (l - ) CQFD.
k=r k=r

(b) In(1—a/k) ~ —a/k quand k — +o0. D’out par équivalence, Z —In(1—a/k) diverge vers +oo étant
E>1
donné que —In(1 — a/ k) = 0 pour tout k = 7, d’on le résultat.

n

: N T O g aen 1 _
On a alors "11)141_100 ; In(1 — a/k) = —oo d’out "grllw kl:[ (1 k:) =0 d’on ”ll}rfm iy =0

2. On conjecture, grace au graphe, que . ll)glco (uny1 — un) = 3.

b

a+1
(b) Posons pour tout n € N*; v,, = u,, — na. Alors on vérific que pour tout n € N*, v,,.1 = v,(1 —a/n).
La suite (v, )n,>1 vérifie les hypothéses vérifices par la suite (1w, ),>1 dans la question 1, d’ott on a

. = 2

biecn lim v, =0.
n—+oo

3. (a) On cherche a tel que pour tout n € N*, a(n + 1) = an(1 — =) + b soit « = —aa + bic. a=

=3ect

Pour la conjecture, a = 1/2, b= 9/2 ot a = =
a

Unt1 — Un = (Upt1 —3(n+1))—  (u,—3n) +3
Q , 3 A

~~
—0 quand n—+o0 —0 quand n—+oco

d’oit on a bien u,,, —u,, — 3 quand n — +oo.

4. (a) Il existe ng tel que pour tout n = ng, |b,| <ect |1 —a,/n| <1 (car 0 < fa ~ %)
On a alors |u, 4| < |u,| + &. Par récurrence sur n > ng ou par télescopage

[tnt1]| < |un] +€ < |tn,| + (n —m0)e + €

ou [tunt1| < |tne| + (m+ 1 —ng)e.
22, | < [ty | e

n n

Ti-existeny = ngtel que t ltnol < done
existe ny = ng tel que pour tout n = ny, —.= S donc

D’on, pour tout n = ny,

[tn

n

< 2e, ceci ¢tant vral pour tout

. |
e>0,onabiecn lim — =0.

n—+oc 1

(b) Pour tout n € N*,

Upt1 —(n+1)a=u, (1 - f) + b, — na (1 - %) —b= (un, —na) (1 — l) +(x(a —ap)+b,—b

g

—0 quand n—+o0

P : o : o o Uy, — NX
On cst ramené a la question précédente pour la suite (u,, — na), >, d'on lim ——— =0
n—+oo 7

. . Uygy
ie. im — =a.
n—+oo 1
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P 1/2
Soit p > 2, on munit R? de sa norme cuclidienne canonique : si z = (z1,...,2,), ||z|]| = E x2 .
k=1

On note I Uintervalle d’entiers I = [[1,p] et on note D = {(4,7) | i € I}.
On considére la fonction f définie sur R? par :

P
2 2 2 GRS 2 4 2
f@=) g2 (1-2)+2 Y [@+z—-12-zi] =z’ lzI'+ D (@+z—-1>%
k=1 1<k<I<p (k,))eI2\D
1. Dans cette question, on se place dans le cas ou p = 2.
(a) Expliciter f(z1,z2).
(b) Justifier le fait que f est de classe C! sur R? et vérifier que pour k € {1,2}, on a

Ok f(x1,T2) = 2z — Az ||z||® + 4(z1 + z2 — 1).

2. On revient au cas général ou p = 2.

(a) Trouver une constante a > 0 telle que pour tout couple (u,v) € R% on a :
(wt+v—1)2%<a(w®+v*+1)

(b) En déduire qu’il existe trois constantes strictement positives b, ¢ et d telles que pour tout = € RP
on ait f(z) < bl|z||? — ¢||z||* + d.

(¢) Montrer qu’il existe un réel r strictement positif tel que f(z) < f(p — 1,0,---,0) — 1 pour tout =
tel que ||z|| > r.

(d) Déterminer le gradient de f en tout point = de RP
3. Onconsidére H ={z €R? |z +---+zp=p—1}.
(a) Montrer que f posséde un maximum global M sous la contrainte z; +---+z, =p— 1l ct quesiy
est un point de H tel que M = f(y) alors ||y|| < r.

(b) Simplifier Pexpression du gradient de f au point z lorsque = € H. Si y est un point de H tel que
M = f(y), donner unc condition nécessaire vérifice par les composantes de .

12
u,+oo (Pour

(¢) Si z € H, montrer que (p — 1)* < p||z||%. Prouver que {||z|* |z € H} =
t € Ry, on pourra considérer m;y =m +t(1,—1,0,--- ,0) ou m est un point bien choisi de H).

(d) Déterminer M. Est-il un maximum global de f sur R? ?
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SOLUTION DU SUJET 2.13

1.

(a)
(b)

(a)
(b)

(c)
(d)

(a)

(c)

(d)

. 2 . ‘ 3 HhD 2
On voit que f est donnée par f(zy,z,) = (23 +x3) — (23 +23)" +2(z1 + 25 — 1)".
La fonction f est de classe C! (méme de classe C°°) sur R? car ¢’est une fonction polynomiale de
plusicurs variables. Il vient directement de 1. (a) que pour k € {1,2}, on a

Ok f(z1,T2) = 2 — Azp (22 4 22 — 1) + 4(z1 + 22 — 1) = 234 — Az ||z||® + 4(z1 + 22 — 1).

D’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans R® avec les vecteurs (u,v, —1) et (1,1,1), il suffit de
prendre a = 3.

Avee la question précédente, on voit que

f@<l=® = ll=lI*+3 ) (2 +a2f +1) <B@E* —p) + Dl|® - ||=l|* + 3(* - p),
(k)eI2\D

On peut donc prendre b= 3(p?> —p) + 1, ¢ =1 ct d = 3(p®> — p).

Immédiat d’aprés la question précédente puisque  lim  bl|z||2 — ¢||z||* + d = —o00
llzl|—+o0

Si (e1,--- ,ep) désigne la base canonique de R? et si z € RP, alors Vf(z) est égal a

QZ T1~2TL||T||Z+22(TL+T,*1) e :22 zi (2p—3 - 2||||? +22Tk~2(p~1)

i=1 k#i i=1

On justifie facilement que HNB(0, 7] est un fermé borné. La fonction f est continue sur cet ensemble
fermé et borné, elle admet done un maximum sur H N B(0, 7], qui est en fait un maximum global
de f sur R? sous la contrainte xy + --- +x, = p — 1 en vertu de la question précédente puisque le
point (p — 1,0,---,0) appartient & H. La dernicre assertion est une (-on'séqu(‘n('c directe de 2.

La scconde expression de Vf en 2 (d) donne, pour z € H : Vf(z) =2 Z (2p — 3 —2||z|I )]

i=1

Comme f est de classe C! car f est une fonction polynomiale de p variables, le cours nous dit que
nécessairement V f(y) € Veet((1,---,1)) i.e. y1 (2p— 3 —2||y||*) =--- =y, (2p — 3 - 2|ly||?).

E e v o a . e = 1) (r—1)
L’inégalité s’obtient avee I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. Prenons m = iy ;

p p
’ 2 p— 1)2 ‘ —1)2
alors on a m; € H, ||m,||? = ||m||? + 2t% = 1y +2t2 — +ooect ||mygl? = (p—)
L—+o00 p
Avee Pinégalité, ces deux choses et le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut conclure.
2p—3
Soit y € H tel que f(y) = M. Si ||y||® # s , avee 3. (¢) on a alors y; = --- = y,, d'on
-1 - —1 o ,2p—3
= ((—(—]—)—Z, BRI (p ))) et f(y) = —5— (On a bien lylI% # < A ). On observe que le cas
p p
. 2p—3 . . 2p—3 p —1)2 .
ouy € H est tel ||y = 2 5 est possible d’apreés 3. (d) puisque I 5 > U ) (p=2).Si
p
y € H ct est de ce type, on trouve
-3 2 o _@p-3° 5 . 1
fly) = 5 - ZZ(yk +y—1)° 2(27/;~ ~ 1) m —p°+3p—-2= i
k=1 l=1
p—1 1 | . | : » .

Or p < L il en résulte que M = 1 Ce n'est pas un maximum global de f sur R? (qui existe

. 1
par un raisonnement analogue a celui de 3. (b)) car f(0) = p? —p > 7y
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1. On dit qu'une fonction h de RY dans R qui ne s’annule pas au voisinage de +oo, est a variation lente si
pour tout réel ¢ > 0, on a :
. h(ex)
lim =¥
r—+00 h('l‘)

(a) Les fonctions constantes de RY dans R* sont-clles a variation lente ?
(b) Montrer que la fonction logarithme népérien est a variation lente.
(c) Montrer que si une fonction b de R dans R* est telle que  lim  h(z) = £, avee £ # 0, alors clle est

x—+400
a variation lente. Qu’en est-il si £ =07

Dans la suite, X est une variable aléatoire de densité f nulle sur R* | strictement positive et continue sur R .
On note F la fonction de répartition de X et on pose, pour tout réel z: G(z) = 1 — F(x).

2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n supéricur ou égal a 1, il existe un unique réel u,, positif ou
— 1
nul tel que G (u,) = .

(b) Donner la valeur de u;.

3. Soit A un réel strictement positif. Donner expression de u,, en fonction de n et A lorsque X suit la loi
exponenticlle de paramétre A.

4. On revient au cas général.
On suppose qu’il existe un réel a > 0 ct une fonction h de RY dans R*, a variation lente, vérifiant :

Vz € R, G(z) = )
:I:U-

On suppose ¢galement que  lim  u,, = +oc.
n—+oo

1

ne*

(a) Montrer que, pour tout réel z > 0, on a: P (X > zu,) ~
n—+o0

(b) Soit une suite (X);n. de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On considére,
pour tout entier naturel n non nul, la variable aléatoire M,, = max (X;,...,X,,).

M,
Déterminer, pour tout réel = > 0, la valeur de  lim P =T
n—+oo Upn
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SOLUTION DU SUJET 2.14

1. (a) Sih est constante non nulle, il existe un réel K # 0 tel que h(z) = h(cz) = K, d’ou
h(ex)
i =1.
z—+o00 h(x)

(b) Si A est la fonction In, comme ¢ et - sont strictement positifs, on a In(ez) = In(c¢) + In(z) et ainsi :

X h(cz
};W(‘f)—) = 11:71‘(‘;)5 + 1. On conclut sans probleme que ; 11)2100 h(((;)) =

(¢) Si lim h(z) =¥, alors, comme ¢ > 0, on a aussi
T—400 &,
h(cx 4
Comme ¢ # 0, on obtient lim (—)- =-=1.
r—+00 h(T) !/
Si £ = 0, le résultat ne subsiste pas. Il suffit par exemple de considérer la fonction inverse sur RYL

h(cz 1
(e2) = —, ce qui est différent de 1 dés que ¢ # 1.
c

Elj{lmh(ca:) =4

pour laquelle on trouve lim ——=
z—+oo h(x)
"

ne autre fonction avee laquelle le résultat ne subsiste pas est h @z ™%,
U tre fonct laquelle 1 Itat bsiste p t o
2. (a) La fonction G est continue sur R tout comme F (car X est a densité). De plus, I est strictement
croissante sur R (sa dérivée est strictement positive par hypothése) done G décroit strictement sur
R, . Comme X a unec densité nulle sur R* , on a F(0) = 0 donc G(0) =1 ¢t on a aussi :
lim G(z)=1— lim F(z)=1-1=0.
r—+00 ——+00
La fonction G réalise done une bijection de Ry sur [0, 1].
Pour tout n de N*| le réel % appartient a |0, 1] donc, d’aprés le théoréme de la bijection, il existe
. i e L
un unique réel u, positif ou nul tel que G (u,) = .
(b) Comme G (u1) =1, on a F' (u1) = 0 et comme uy appartient a R, on trouve u; = 0.

. . . . . . - 1
3. Si X suit la loi £()\),u,, est solution de 'équation ¢~ = % ¢t on trouve u,, = —"@

4. (a) Comme h est a variation lente, on a :

h (zuy,) h(ug,)

(zu,)" notoo (zu,)"

P(X > zu,) = G (zu,) = (car G (uy,) # 0 donc h (u,) # 0)

- h(uy,) h(u 1 1 1
5 . n . %) o i
Pour finir, on a e = hun) _ =G (un) = 25 x 5.

€T Up2xs

On obtient donc bien : P (z > zu,) oo TR
(b) Comme M,, = max(Xy,...,X,), on montre que :
P (M, < zu,) =P([X1 < zu,]N...N[X, < zu,])

s > . T - -
Par indépendance, on obtient P (M, < zu,) = F (zu,)" ¢t on trouve ainsi :

P (M, > zu,) =1— F (zu,)"

D’aprés 4. a), on a P(X > zu,) i= L to ( 1 ), d'ou : F (zu,)" = (1 - +to0 (l))".

e oy
+o0 T Lo n—+4o0o

1 i ey 1 1
(1 — + o0 (—)) = cxXp (nln (1 — +o0 (—)))
nrt n nrt n

1
Comme nln (1 -1 +to (l)) ~ —z%, alors lim nln <1 = —pg

De plus, on a

pa
LLo » n—+oo n—+oo

7

- . . —1
continuité de Pexponenticlle en —IL.,, on trouve lim F (zu,)" = exp ( ;
1—+o00

M'n . =
On conclut que HT P < = ’I‘) = lim P(M, > zu,)=1—cxp <—-
n—+oo Iﬂ

Up n—+oo
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4 J
SuJET 3.1
Pour tout z réel, on note |z| la partic enticre de z et {z} la différence = — |z].
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes a
valeurs dans [0, 1[, qui suivent la loi uniforme sur cet intervalle.
1. Déterminer la loi de X + Y puis de [ X + Y| et calculer Pespérance E(|X + Y]).
2. Déterminer la loi de {X + Y},
On considere une suite (X3 )1 de variables aléatoires définies sur (€2, A, P), indépendantes de méme loi
que X.

n
On pose S, = E Xi.
k=1
3. (a) Ecrire unc fonction Python simulPE2S_n(n) qui réalise la simulation de S, ].
(b) On exécute le programme suivant

1y — np.zeros(10)
for n in range(1,11):

3 esp 0

1 for k in range(10000):

5 esp +— simulPE2S_n(10%*n)
6 y[n-1] esp /10000

7 print(y)

qui affiche [ 4.5009 9.5047 14.4965 19.4956 24.464 29.5111 34.4629 39.4877 44.4961 49.4689]
En admettant que E (|S,|) est une fonction affine de n, faire une conjecture sur cette
espérance.

4. (a) Etablir que pour tout entier n et tout = réel, [n+ x| =n+ |z].
(b) Montrer que pour tout z réel et y € [0,1[, {z + y} = {{z} + v}
5. En déduire, pour tout n € N*| la loi de {S,,} puis E (| S.])-

6. (a) Montrer que la suite de variables aléatoires (
n

) converge en probabilité vers 0.
nzl

3 : : 2 o S e 1
(b) En déduire que la suite de variables aléatoires (M) converge en probabilité vers 3
n
nzl
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SOLUTION DU SUJET 3.1
1. X +Y est a valeurs dans [0, 2[ ¢t une densité de X + Y est h, définie par, Vz € R,

+oo 1
)= [ pel =0t = [ et

Or fx(z—t)=1siz—te|0,1], 0 sinon. D’ou :

Osiz<Oouxz>2
h(z) =z size0,1]
2—zsize|l,?2

1
IX+Y](Q)cCc{0,1} et P(|X+Y]|=0)=PX+Y €[0,1)=P(X+Y <1)= / zdz = %
0
Done P(|X +Y]| =1) =} aussi, dou | X +Y | ~ B(3), et E(|X +Y]) = 3.

2. On utilise le SCE ([X +Y|=0,|X+Y]|= 1). Siz e [0;1],

1’({X+Y}<x):1’(({X+Y}gm)n([XJrYJ:0))+1’<({X+Y}<z)r‘|([X+YJ:1))
T 1+
:1’(0<X+Y<z)+1’(1<X+Y<1+z):/ tdt+/ (2-t)dt ==.
0 1

Siz<0, P{(X+Y}<z)=0,ctsiz>1,P{X+Y}<z)=1Doa{X+Y}~U(0;1]).
[N\
\I/ import numpy.random as rd, numpy as np
> def simulPE2S _n(n):
3 S=0
4 for k in range(n):
5 St-rd.random()
6 return np.floor(S)
7 #ou S=sum(rd.random(n))
(b) On conjecture que E(|S,]) est ¢gal a ";1 :
4. (a) Ona: |z|] <z <|z|]+1,doun+ |z|<nt+z<(n+|z])+ 1

(b) {z+y} ={lz] +{z} + v} = lz| +{z} +y— llz| + {z} +y] = |z]| + {z} +y— [z] - =z} +yl =
{{z} +y}
5. On montre par récurrence sur n que {S,} ~ U([0; 1[). Pour n = 2, c’est la question 2.
Pour 'hérédité : {Spe1} = {Sn + Xns1} = {{Sn} + Xnz1}, avee {Sn} ~ U([0;1]) et X1 ~ U([0;1]),
les deux variables étant indépendantes. On applique la question 2.
De plus, S, = [Sn] + {Sn}, d’oit par linéarité : E(|S,]) = E(S.) — E({Sa}) = % — 3 = 252,
6. (a) Ve >0, 1’(1‘%l =) = P({S.}) = ne) =0 si ne > 1, donc pour n asscz grand. D’ou le résultat.

{Sn}

(b) La suite (——) converge en probabilité vers 0,
nzl

n

1

ct la loi faible des grands nombres montre que %:i converge en probabilité vers 3,

- S 5 S s =
d’on puisque J-1—Z’l = Sa _ {5} JT:'J- converge en probabilité vers %

n n ?
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SUJET 3.2
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (€2, A, P).
e Si A est un événement de cet espace, on note 14 la variable indicatrice de 'événement A.
e X cst une variable a valeurs positives admettant une espérance non nulle. On note F' sa fonction de
répartition.

(X5 )nen est une suite de variables indépendantes a valeurs positives suivant toutes la méme loi que X.

n
e Pour tout entier n = 1, on note S,, = E X et F, la fonction de répartition de S,,.
k=0

Pour tout w € €2, pour tout ¢ > 0, on note N;(w) le plus petit entier n = 0 tel que Sy, (w) > t.
On admet que N, est une variable aléatoire.

e Pour tout ¢ > 0, on note M(t) = E(N,) lorsque cette espérance existe.

1. Soit ¢ > 0. Pour tout n € N*, montrer que P(N, = n) = F,,_1(t) — F,.(t).

2. On suppose dans cette question sculement que X suit la loi exponenticlle de paramétre 1.

(a) Ecrire unc fonction Python N(t) qui réalise une simulation de la variable N, (la fonction exponential (1)
de la bibliothéque random de numpy simule la loi £(1)).

(b) Pour tout n € N, montrer que P(N, =n) = /0 L (:%;)!c_wdz - /0 L :: ¢ *dz.
(¢) En déduire la loi de Ny, existence de M(t) et sa valeur.
On revient au cas général.
3. Montrer qu'il existe a > 0 tel que P(X > a) > 0. On note alors p = P(X > a).

-X

4. (a) Montrer que ™ < exp (—al[ x>a])- En déduire que E(c™X) <1 —p(1 —¢™%).

(b) En utilisant I'inégalit¢ de MARKOV, montrer que :

Vn>1, F,(t) < ¢ [IE((:_X)] e
+oo

5. Montrer que M (t) est défini pour tout ¢ > 0 et que : M (t) = Z Fo(t).
n=>0
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SOLUTION DU SUJET 3.2

1. (N, = n) est réalisé si et sculement si (S, > ) est réalisé et (S,—1 < t) aussi, c’est a dire
(S =BG b= (9 = H\(Six > ). Dot 1’(NL =n) = 1’(3" > t) — P(Sp—1 > t) car
(Sp—1>1t) C(Sp >1t). Ainsi, P(N, =n) = (1 — F,(¢)) — (1 — F—1(t)) = Fu—1(t) — Fu(t).

2. &=
\1/ import numpy.random as rd
» def N(t):
3 s—0
1 n—0
while s<—t:
6 s—sfrd.exponential (1)
7 nt=1
8 return n
9
L gn—1
(b) Ona S,,_1 ~ y(n), don, pour t > 0, F,,_1(t) = / ——e "dz.
o (n—1)!
L n
De méme F,(t) = Fc“’dz, d’ou le résultat par la question 1.
o n!

t".
(¢) On inteégre par parties F,,_1(t), et on obtient : P(N, = n) = —?(f_t, d’ou N; ~ P(t).
n!
Ainsi E(N,) =t.
3. Comme X est positive, on a P(X < 0) = P(X = 0); donc P(X < 0) < 1, puisque sinon on aurait
E(X) =0, ce qui est absurde.
1 1
De plus, [X < 0] = m [X < —] , d’on, par décroissance, P(|[X < 0]) = lim P( [X < ])
n n—+00
neN*
Ainsi : Ik € N*, P([X < £]) <1, don P(X > £) > 0.
4. (a) La variable X ecst posltlvc, d’ott X > al[xs,) par disjonction des cas [X > a] et [X < a.
D’ot =X < —al{x, ct on compose par 'exponenticlle. D’ou Uexistence de espérance, et :

E(c¥) < E(exp(—alixsq))) = P(X >a)e ™ + P(X <a)=pe ™ +1-p=1—-p(l—e*).

n+1 n
(b) L’espérance E(e™5") existe et vaut (E (=X )) car ¢S = H e Xk,
k=0
D’ou d’aprés MARKOV :

s L B(e Xyt
B, () = P(S,.<t) =Ple=" 2ie™) & —
5. D’aprés la question 1 cela revient a étudier la série Z n(F,_1(t) — Fo(t))-
nzl
On sépare la somme particlle en deux et on réindexe :

N N-1 N-1
D n(Fuoa(t) — Fu(t) = ) (n+ 1)Fy(t) Z nF,(t) = Y Fu(t) — NFy(t).
n=1 n=0 n=1 n=>0

L’in¢galité de la question 4b montre que N Fy () tend vers 0, et que la série E Fy.(t) converge par
k20
comparaison a une séric gétométrique, d’ou la conclusion.
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SUJET 3.3

Toutes les variables aléatoires de Uexercice sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soit un réel ¢ = 2. Soit N une variable al¢atoire qui suit la loi de POISSON de paramétre q.

1. On pose X = ¢~. Montrer que X admet des moments E(X™) a tout ordre m € N ¢t les calculer.

n

On pose ¢g = 1 ¢t pour tout n = 1, ¢, = H
k=1

7 = Pour tout n € N, on pose a,, = nle,.
—q

2. Montrer que la suite (|ay,|)nen est décroissante. En déduire une majoration de la suite (|a,|).

. Soit z € R.

o . 1 :
(a) Montrer qu'il existe ng € N tel que : Vn = ng, |cpp12™ ™ < §|c":1:"|.

(b) En déduire la convergence de la série E cpx™ 3 on note f(z) sa somme.

nz=0
4. Pour tout x € R, montrer que : f(qz) = (1 — z) f(z).
+oo
5. En déduire que, pour tout m € N, on a : Z eng™™ ) = .
n=>0

6. Montrer Pexistence d'une variable aléatoire U a valeurs dans N telle que :

Vn €N, P(U:n):P(N:n)(H%).

7. On pose Y = Y. Les variables X et Y ont-clles la méme loi ?
8. Montrer que, pour tout m € N, on a E(X™) = E(Y™).
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SOLUTION DU SUJET 3.3

1. Par | théoréme de transfert, I ona:

m mN <« mk mk .—q (1 i +OO 1n+1 o m41 mil_
E(X™) =E(¢"V) =) ¢™*P(N =k) E g e —t“‘E =g Txel =g 4,
k=0

2. Comme ¢ =2, onal—qg* <0, donc:

lant1]  (n+Dleaga] n+1 n+1 = n+1 _q
|an| |enl PHt—1 (=10 +§F-F7%) ~ LX@EFLhefl)

Ainsi (|a,|) est décroissante, donc : |Vn =0, |an| < |ao] = 1.|

. y - - (:"+1$-n+1| |T|
3. (a) Siz =0 c’est ¢évident, sinon, comme = T 0,
|enx™| gntl —1 n—>+oo
+1
o Nl A s a : Cn+1 "
par définition de la limite, il existe ng tel que % 3 pour n = nyg.
Cp

- P Z . n—rngn
(b) Par récurrence évidente sur n = ng, on en déduit que : H < (%) len,z™|.
Par comparaison avec une séric géométrique convergente, on en déduit la convergence absolue de la

série E Cat

nz0
+o0 +oo
LOwe: ([ )l ufle) = ¥ et = D a1 e~ A
n=0 n=1 n=1
_1+Z(" l(l—q"_l) _1—|—Z( g " = f qz).
n=1 n=1
+o0
5. On a Z eng™ ™) = f(g™*'). Montrons par récurrence sur m > 0, la relation : f(g™+1) = 0.
n=0
e C’cst vrai si m = 0, en prenant z = 1 dans la question précédente = f(g) = (1 —1)f(1) =

e Si ¢’est vrai a Pordre m, alors en prenant z = ¢™ ! dans la question précédente,
ona: f(g"?) = (1—q¢™)f(g™*!) =0, donc ¢’est vrai a I'ordre m + 1.

6. La suite (P(N =n) (1+ %‘))HGN est positive car |a,| < 1. Et :

+i:.uI[”(N =n) (1 ) Z]P’(N =n)+ = Z]P =n)a,

n=>0 n=0 n=0

—l+—(‘_qz i ":1+—(‘ "Z("q

11.—0 n=>0

d’aprés la question 5, avec m = 0.

7. Les variables N et U n’ont pas la méme loi puisque 5+ # 0, done X = ¢V et Y = ¢V n’ont pas la méme
loi non plus, puisque la fonction # + ¢* est injective sur Ry

8. Par théoréme de transfert, par un calcul analogue a celui de Q6, on a :

+00 +0o
E(Y™) = E(¢"V) Z ¢ PN =) (1+5) = 3 ¢™"P(N = n) + % 3 ¢ P(N = n)a,
n=>0 n=0 n=>0

— E(X"L) A (‘_q Z an n(1n+1) IE(X"L) + 0, d’apr(‘zs Q5

n= 0
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x|
SUJET 3.4

Soit p €]0,1]. Soit (Xn)nz1 une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé,
mutucllement indépendantes et suivant toutes la loi géométrique de parameétre p. Pour tout n € N*, on pose

n
Aq" — E Xk .
k=1

1. Rappeler la formule donnant P(X; = k) en fonction de k& € N.

k—1 3
i—1 k—1
2. Montrer que pour tout entier n de N* et tout entier £ > n + 1, E = .
i=n n—1 =

3. Démontrer par réeurrence que pour tout n € N* et pour tout k €N, ona:
)

k—1 o
7L o —n si >
(n— l)p (1—p) si k=n,

P8y =%)=
0 si k<n

+oco
Dans la suite, on admet que si 'on pose f(z) = E x?, alors :
7=0

+oo
VneN, Vz el - 1,1, Y i(G—1)---(G —n+ 17" = f(z).

j=n

Soit f une fonction de classe C! sur [1, +oc[, bornée et a dérivée bornée.
Soit N un majorant de |f’| et M un majorant de |f]|.

4. Dans cette question on prend n € N* et z €]0, 1].

k+n-—-1 E
a) Montre > la série 1 —z)" est convergente.
(a) Montrer que la séric E ( a1 )( )" est convergentc
keN
b) En déduire que la série : 1+ — 1 —z)" est convergente.
(b) En déduire que la séric k2>0f( +n> ( 5 op )( x)" est convergente

Pour tout x €)0, 1], et tout n € N*, on pose alors :

= k\ (k+n—
ij.,,_(.’l,‘) :J"LZf(l—*_;) ( :;ﬁ 1 1)(1_T)k
k=0

Sh

n

5. Pour tout n = 1, é¢tablir Pexistence de E ( f ( )) ct comparer cette espérance a Ky, (p).

6. Soit € un réel strictement positif.

Lq l K
(a) Montrer que PP ( — - —‘ > 6) < — ou K cst une constante a déterminer.
n o p n
(b) Démontrer que :
* Aq1" 1 Lq',‘_
VneN* |E|(f —fl-)|<Ne+ MP =—les& |
n P n o p

(¢) En déduire lim (Kj,(p)).

n—+o00
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SOLUTION DU SUJET 3.4

1. Pour k =0, on P(X; = k) = 0 ct pour tout k > 1, on a P(X; = k) = p(1 — p)*~1.
2. Pour n fix¢, par récurrence sur k a Paide la formule du triangle de PASCAL.

3. Par récurrence sur n 2 1. Initialisation immédiate. Supposons 'égalité vraic au rang n :
Pour k <n+1,0na ]P‘(9n+1 =k)=0,car X;(Q) =N*.Sik>n+1lona:

k.
P(Snt1=k) =P(Sn + Xns1 =k) = Y _P({Sn =i} N {Xn41 =k —1})

i=0
k—1
= Z P(S,, = i) x P(X,,41 = k — i), (indépendance et support des variables)

= Z ( )p"(l )" x p(1 — p)*~*~1, (hypothése de récurrence)

k-1 ,.
— o+l [ k—(n+1) i—1 — ontl ] = k—(n+1) k—1 1’ ds 2
P (1-p) ;(n_l P (1-p) , ) (dapres 2)
4. (a) Comme 1 —z €] — 1,1, aprés décalage d’indice, la formule admise donne la convergence de la série

s (n— D!IF™(1 - x).

k+n—
(b) La valcur absolue du terme général de la série est majorée par sup | f |( (1 — 'I‘)
n—

Donc la série est absolument convergente.
. . Sn . PP
5. Comme f est bornée sur [1, +oo|, Pespérance de f (—) existe. Par le théoréme de transfert, on a :
n

]E(f (%)) = :i)f (%) P(S, = k) = Jff (%) P(S, = k) = :Xj)f ("Zk)nr(s" —n+k)b

k=n
+o0
Q.3 k n+k—
= Zf<1+;) ( el )p (1 -p)* = Kpa(p)
k=0 )

6. (a) Les variables (Xg )iy ont une espérance (qui est 1—11) ct une variance (qui est -4 ).

Sn —1 >e) € g
= np2e2’

L’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV permet done de conclure que P (

—— ll (%). On a :

S |>&>

1
(b) Par incgalit¢ des accroissements (avee |f/| < N) ' f ( ) I (—)‘
p

= G) Gl (R) -7 ()l ve-ie) 1= (s <) 19/

*qn 1 - . - .
<E (N e —' ) +2MP ( - ‘ 5) (inégalité triangulaire et (%))
Sp 1
g]E(Ne]ll_sn l( +2M]P’ < Ne + 2MP >
n p x€ n P
(¢) Au final, pour tout lona:|K,r(p)—f : | < Ne+ 20
al, pour tout n > 1 on ¢ ns (D o)1 € ot

Pour n assez grand le deuxiéme terme est majoré par €. Donce le premier membres est aussi petit

5 1
que 'on veut pour n assez grand. Ainsi (K[ ,.(p)), converge vers f (— .
P
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A
SUJET 3.5

On considére un espace probabilisé (€2, A4, ) et X une variable al¢atoire sur cet espace admettant une
espérance.

On dit qu'une variable aléatoire X est sous-gaussicnne si pour tout ¢ € R, E((:‘X ) existe et 8’1l existe 6 > 0 tel
que :

VteR, E(cX) < 53

1. Montrer que si X suit une loi normale centrée alors clle est sous-gaussienne.

2. Montrer que si X suit une loi exponenticlle de paramétre A > 0, elle n’est pas sous gaussienne.
On suppose que X est sous-gaussienne et que (Xj ) pen= est une suite de variables de méme loi que X, ces variables
¢tant toutes définies sur le méme espace probabilisé.On pose pour tout n € N*| Z,, = max(| X4, ..., | Xy,]|)-

eX -1
3. Montrer que pour tout £ > 0, X < = R En déduire que E(X) < 0 puis que E(X) = 0.

n n

4. (a) Montrer que pour tout t € R, ¢t%n < Z el Xk Z e e,
k=1 k=1
(b) En déduire que pour tout t € R, E(c'%) existe et vérifie :

E(c'%") < 2ne”t*

5. (a) Montrer que E(Z,) existe et que pour tout ¢ réel, E(ct%n) > ¢!E(%n),

In(2n)
t

(b) En déduire que tout tout t > 0, E(Z,) < + 6%t

(¢) En conclure que E(Z,) < 20+/In(2n).
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SOLUTION DU SUJET 3.5

+co
1 E(c‘x ) existe si et sculement si / AetFe M g converge, ce qui est le cas sculement si A > £,
0

Done X n’est pas sous-gaussicnne.

+o0 1 e

2
. . . —Z
2. E(e'¥) existe si et seulement si / e¢“*e” 27 dz converge.

—eo OV2T
Or Vr € R,—f5 +tz = —} ((f)2 — 2t.7:) = —3(% —ot)? + 3022

400
1 4@t

™ T & a8
D’ou e 2.2 dr converge si et sculement si

s o'\/27r' —co OV2T

Le changement de variable u = £ — ot nous raméne a la convergence de

dx converge.

+oo W2
¢~ 2 du, qui converge
—oo V2T
d’aprés le cours.

5 . 3 1522 :
D’ont E(e!Y) existe pour tout réel ¢ et vaut e27 ¢ . § = g% /2 convient pour prouver que X est sous-
gaussicnne.

3. Par convexité de la fonction exponentielle, on a : ¢ = 1+ z, pour z € R, d’ont e'X > 1+ tX,

X 1 E(eX) -1 070 _
soit etX —1 > tX, et avec t > 0, Pf > X. D’ou —% > E(X), puis (—t- > E(X).

02L2 -
Or £ __—= est équivalent a 6%t lorsque t tend vers 0, d’ot, en passant a la limite : 0 > E(X )
De plus, —X est aussi sous-gaussienne, dott 0 > —E(X ), ¢’est a dire E(X) = 0. On a donc : E(X) = 0.
4. (a) Vw € Q,3i : Z,(w) = |Xi(w)| = Xi(w) ou —X;(w). D’ou Vt € R,tZ,(w) = tX;(w) ou —tX;(w).
n

n

Ainsi etZn(@) L etXi(W) 4 o=1Xi(@) ot g fortiori e!%n (@) < Z et Xe(w) 4 Z et Xe(w)
k=1 k=1

n n
(b) Par domination, E(e‘?") existe et E(et?") < Z E(e'%*) + Z E(e %) < 2ne? v,
k=1 k=1
etn —1
5. (a) Ona,pourt>0,0< Z, < A d’ou E(Z,) existe. De plus, par convexité de =+ e!* :

Vi € R, e > e BZn) 4 1ctBZn)(x — E(Z,)),

ainsi ¢! > !B(Zn) 4 1etB(Zn) (7, — E(Z,)), on prend Pespérance, et on obtient : E(et%n) > ¢! F(Zn),

- F D 2,2
(b) D’aprés ce qui précede, on a : et (Zn) L 2me? ",

: In(2
donc : tE(Z,) < In(2n) + 6%t2, c’est a dire E(Z,,) < n(f n) + 6%t.
In(2 y In(2 ‘
(¢) La fonction t +» @ + 62t a pour dérivée t > _n(t—2n) +62.

Done clle admet un minimum sur |0; +oo| atteint en ¢ = @ qui vaut 26+/In(2n).
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SUJET 3.6

Soient p et n deux entiers supéricurs ou ¢gaux a 2.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) qui prend ses valeurs dans I = [1, p].
Pour tout k € [1,p], on pose z;, = P([X = k]) ct on suppose que z;, €]0,1[.
On considére n variables aléatoires indépendantes Xy, - -+, X, qui sont définies sur (€2, 4, P) et qui suivent
toutes la méme loi que X.

Pour chaque w € €2, on introduit 'ensemble F(w) = {X;(w)}U--- U {X,(w)}
(ensemble dont les éléments sont les nombres X (w), ..., Xy, (w) — pas forcément distincts).

1. Pour k € [1,p], on introduit la variable aléatoire Y}, définie, par :

1 sike E(w)

(0 sinon.

Vw € Q, Yi(w) =

(a) Déterminer la loi de Yy en fonction de zj. De quel type de loi s’agit-i1 7

(b) Donner I'espérance et la variance de Y.
2. Soit Z la variable aléatoire telle que Z(w) est le nombre d’éléments de F(w) (c.a.d. Z(w) = card(E(w))).

(a) Exprimer Z en fonction des variables Y3, --- Y.

(b) Calculer lespérance de Z.

(¢) Soient k et I deux entiers distinets appartenant a [[1, p].
Que vaut la covariance de Yi et Y en fonction de zy et x; 7

(d) Déterminer la variance de Z.

P
3. On considére la fonction f définie sur R? par @ f(ty,--- ,t,) =p — Z (1—#)".
k=1

P
On pose K = [0,1]7, O =|0,1[P et C =t € R? | Ztk =1
k=1

(a) Justifier existence d’'un maximum global de f sur KN C que on notera M.

(b) Prouver que si u est un point de KNC tel que M = f(u), alors u appartient nécessairement a O NC.
(¢) Montrer qu’il existe un unique point v € X NC tel que M = f(u). Déterminer la valeur de M.

(d) Quelle est la loi que doit suivre X pour maximiser espérance de Z 7

4. Soit (Xi)pen. une suite de variables aléatoires indépendantes qui sont définies sur le méme espace
probabilis¢ et qui suivent toutes la méme loi que X donnée dans le préambule de Uexercice. Pour
n = 2, on considére la variable aléatoire Z,, telle que Z,(w) est le nombre d’éléments de 'ensemble
{X1(w)}U---U{X,(w)} pour w € Q. Montrer que la suite (Z,,) converge en probabilité vers une variable
certaine.
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SOLUTION DU SUJET 3.6
1. (a) La variable Y prend ses valeurs dans {0,1} ¢t P(Va =1)=1—-P(Y;, =0)=1— (1 — z)",
la variable Yy suit donc une loi de BERNOULLI de paramétre 1 — (1 — zp)™.
(b) 1 s’agit d'une variable de BERNOULLI, le cours nous dit alors que :
E(Yi)=1—(1—z)" et que V(Yi) =1 — (1 —zx)"] (1 — )™
2. (a) Destclairque Z=Y; +---+Y,.

P
(b) Par lin¢arité de Uespérance, il vient E(Z) = E(Y1) +---+ E(Y,) =p — Z(l — )"
k=1

(¢) Comme k ct ¢ sont distincts, la variable Y;.Y, est une variable de BERNOULLI de paramétre

P(VY, = 1)
—1-P(Yi¥e =0) =1 - P([Yi = 0] U[Ye = 0)) = 1 — (1 — )" — (1 — )" + P([Yi = 0] N [¥; = 0))

=1=(1—z)* — (1 —z)*+P (ﬂ[x,- ¢ {k,e}]) =1—(1—z)" — (L=z)"+ (1 — = — z0)™.

i=1

d’ou Cov(Yz,Y:) = E(YkY:) — E(Y3)E(Y?) (f. de KOENIG-HUYGENS)
=1-(1—m)" — (1= z)" + (1 —z —z)" — [1 = (1 — z)"|[1 — (1 — z)"]
= (1 — g :I,‘l)" — (1 == :I,‘k)"(l — :I:l)".

(d) Avec la bilinéarité de la covariance et les questions 1. (b), 2. (a) et 2. (c¢), il vient
»
V(Z)=Cov(Z,2) =) [1-(A-z)"|(1-z)"+ >,  [1—z—z)"— (1 —z)"(1 — z)"]
k=1 (kDe[1,p]2:k#E
3. (a) Comme la fonction f est continue sur le fermé borné K NC, clle y admet un maximum global M.
(b) Supposons que u n’appartient pas O NC, alors il existe £ € [1,p] tel que uy € {0,1}, par symétric
on peut considérer que £ = 1.
Si uy = 1, alors comme v € KN C, on doit avoir uy = --- = u, = 0. On considére la fonction hy sur
[0, 1] définie par hy(t) = f(1 —¢,¢,0,---,0), on a hy(0) = M = hy(t) et on voit facilement que hy
est strictement croissante sur [0, 5[, ce qui est absurde. On raisonne de la méme manicre lorsque
u; = 0 en remarquant que 'on peut maintenant supposer que uy €]0, 1] et on introduit la fonction
. . . 5 .
hg sur [0,us|, ou ho(t) = f(t,us — t,u3,--- ,up), qui cst strictement croissante sur [0, 72[, ce qui
conduit & une contradiction. On a done bien uw € ONC.
(¢) Si f(u) = M, on a vu que u € O, c’est en particulier un extrema de la fonction f (de classe Ct)
sur O sous la contrainte lin¢aire uy + --- + u, = 1, par suite Vf(u) € Vect ((1,---,1)). On cn

- -1 -1 N . . .
déduit que (1 —uq)"™ =--- = (1 —up)"" ", dott uy = --- = u, = —. Il existe donc un unique point

1 1 1
u € KNC tel que f(u) = M. Enfin, on trouve M = f(—,---,=) =p [1 —(1- —)"‘].
p p p

(d) Avee la question précédente et 2. (b), on voit que la scule loi de X qui maximise Uespérance de Z
est la loi uniforme sur [1, p].
4. On se doute qu’il s’agit de la variable certaine égale a p. Soit £ > 0, comme p — Z,, = 0 on déduit de 1.
(b) et de l'inégalité de MARKOV que

P(|Z >e)=P(p—Z P-E(Z) 1y ”
(Zn=pl3 &) <Ple~Zu 2 & T2 = 23 M —a)" 3. 0

car tous les xy apparticnnent a |0, 1[. La suite (Z,,) converge done vers la variable certaine égale a p.
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A
SUJET 3.7
On note E 'espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur Ry a valeurs dans R.

. . AT
1. Soit f € E. Montrer que, pour tout n € N*, la séric E I <—) x] ¢~ " converge.
n !
k20

On pose alors
+oo k TLk
Vn € N . Tn(f) = kE_Of (;) = e "

On définit les deux fonctions f, et g de E par : Vt > 0, fo(t) =c¢ " avec a = 0ct g(t) = L

2. Pour tout @ = 0 et tout n € N*, calculer T,,(f,). En déduire liT To(fo)-
n—>+oo

9 = k\ n*
3. Soit (n, N) € N2. On note R, y = =) et
( ) e Z I\n) ®
k=N+1
(a) Donner la formule de TAYLOR avee reste intégral sur [0,z] (z > 0) a Uordre N pour la fonction
cxponenticlle.

TLN +1
(N+1)V

4. Soit (€2, A,P) un espace probabilisé. Soit (X,,),>1 unc suite de variables aléatoires indépendantes de

(b) Etablir que 0 < R, v <

n
méme loi de POISSON de parameétre 1. On pose pour n entier non nul, S, = E X; .
i=1

Sn )] y
(a) Pour tout n € N*, exprimer E [g ( ') a laide de T,,(g).

n

S’Il
— 1‘ = E}.

mn

(b) Soit e > 0ct A, = {

Sn

n

En considérant (A,,, A,,) montrer que E |g ) = g(l)] converge vers () lorsque n tend vers +oo.

En déduire la limite de (70.(g))n>1-
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SOLUTION DU SUJET 3.7

y : k| n* nk _
1. Soit M un majorant de |f|. On a V(n,k) € N* x N, |f (— Fc_” < o e ™,
n ! !
d’out la convergence absolue de la série d’aprés la convergence de la série exponentielle.
Ainsi la suite (77,(f)),, est bien définie pour tout f € E.

+oo k k
2. Soit (n,a) e N* xR,. On a T,,(f,) = Zc n— e " d’ou
k=0
T (fa) = cxp [n ((2_% - 1)] =cxp|n|l— 2 +o l -1 — e % = fa(2).
n n n—-+4o0o

N k &€
1
3. (a) La fonction exponenticlle est de classe C™° sur R. Pour tout z réel, ¢ = E T +— / cl(z—t)Ndt.
=0 0

(b) En remarquant 0 < g(¢) < 1 pour tout ¢ > 0, il vient

K Y nk
SRy, n < E —(' e — — e
k!

k= N+1

D’aprés la formule de TAYLOR avee reste intégral, on a

L N e"nN+H
g - Y RUUST AR
a1
DouV(n,N) e N> 0< R, v < (N+ 1)

4. (a) Par le théoreme de stabilité, on a S, suit la loi P(n), d’ou, par le théoréme de transfert :

efo(3)] =30 (&) xesn =0 =100

k=0

(b) Soit £ > 0. Comme |g| est majorée par 1, il vient

b (2) - )

d’apres la loi faible des grands nombres puisque X posséde une variance.

S"".

)

11A,,] < 2P(A,) = 2P (

Pour 7 > 0, par continuit¢ de g en 1, on choisit £ > 0 tel que |z — 1| < e = |g(z) — ¢(1)| < n. D’ou

E Hg (9—7;) - g(l)} llsz\A,,] =E ”g <i’) - g(l)‘ ]ll'—“if‘-ll<6] <nxP(Q\ A4,)

Donc il existe un rang N tel que pour tout entier n = N,

E ”q (%) - g(l)H <E Hq (%) — (1)

Donc E Hq (%) —g(1)
Sy

Par in¢galité triangulaire pour 'espérance, il s’ensuit 7),(g) = E [g (—)] — g(1) =
n

q’"-
Lo |42 [|o (32) - 90| tava. | < 2P +rp@\A,) < 3

Aq,"
J converge (. Par lin¢arite, E ”q ( ) — q(l)H —0
n

bo[—=
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SUJET 3.8

Soient A, B, C ¢t D quatre variables al¢atoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé
(€, A,P). Les variables B et C suivent la loi de BERNOULLI de parameétre p € |0, 1], et les variables A et D
suivent la loi uniforme sur {—1,0,1}. Pour w € €, on définit la matrice carrée M (w) en posant

M) = (4 B ).

. On introduit les deux variables aléatoires X et Y définies par X (w) = A(w) + D(w) = Tr(M(w))

et Y(w) = A(w) x D(w) — B(w) x C(w) = det(M (w)) pour tout w € €.
(a) Siw € Q, montrer que M(w)? = X (w)M(w) — Y (w)I ou I est la matrice identité de Mo (R).
(b) Calculer 'espérance et la variance de X ct de Y.
Dans cette question, on considére ensemble P des matrices carrées d’ordre 2 qui sont des matrices de
projecteurs.
(a) Caractériser les matrices de P.
(b) Quelles sont les matrices M (w) qui sont multiples de la matrice identité ?
(¢) Caractériser a 'aide de X (w) et de Y(w) le fait que M (w) € P et ne soit pas un multiple de 1.
(On pourra utiliser la question 1. (a))
(d) Calculer la probabilité de I'événement {w € Q | M (w) € P}.
On note Z (resp. D) Pensemble des matrices inversibles (resp. diagonalisables) de My (R).
(a) Calculer la probabilité de 'événement {w € Q | M (w) € Z}.
(b) Soit w € 2, montrer que A est une valeur propre de M (w) si et sculement si A2 — X (w)A + Y (w) = 0.
(¢) On introduit la variable aléatoire A = X? — 4Y. Montrer que A est a valeurs positives. Calculer
P(A =0).
(d) Déterminer la probabilité de Pévénement {w € Q | M (w) € D}.
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SOLUTION DU SUJET 3.8
1. (a) En partant du membre de droite et en simplifiant, on arrive exactement sur le produit matriciel qui
représente M (w)?.
(b) Par lin¢arité de 'espérance, on trouve E(X) = E(A) + E(D) = 2E(A) =
En utilisant la formule de KOENIG-HUYGENS et 'indé p( nda,n( ¢ des variables A et D, on obtient
V(X)=V(A)+ V(D) =2V(A) =2V(A) =2 [ (A2) — 2] = E(A2?).

. . 4
Or A? est une variable de BERNOULLIL, d’ou V(X) = 2]1”([./12 =1]) =

Par indépendance, on a E(Y) = E(AD) — E(BC) = E(A)E(D) — E(B)E(C) = —E(B)? =| —p°.

Le lemme des coalitions nous dit que les variables AD et BC sont indépendantes, d’ou :
V(Y) = V(AD) + V(BC) = E(A2D?) — E(AD)? + E(B2C?) — E(BC)?
= E(A")E(D?) — E(A)*E(D)* + E(B*)E(C?) — E(B)’E(C)* = P(4* =1)* +p* - p' = 5 +p*(1 - p")

2. (a) Ce sont les matrices Q de Ma(R) qui vérifient Q% = Q.
(b) Comme les variables A et D (resp. B et C) sont a valeurs dans {—1,0,1} (resp. {0,1}), les scules
matrices de M (€2) qui sont multiples de la matrice identité sont 0, I et —1.
(¢) Si M(w) € P ct n’est pas un multiple de I, la famille {1, M (w)} est libre ct il résulte alors de 1. (a)
ct 2. (a) que P'on doit avoir X (w) =1 et Y (w) = 0. Réciproquement, si X(w) =1 ct Y(w) =0, on
voit que M (w) est néeessairement un projecteur qui n’est pas un multiple de 1.
(d) Onen tire que P((M € P)) =P(M =0)+P(M =I1)+P([X =1]N[Y =0]). Or, on a

P(X =1Nn[Y =0] =P([A+ D =1]N[AD = BC = 0]) + P({A+ D = 1] [AD = BC = 1))
—P([A+ D =1]N[AD = BC = 0]) = P(|A = 1] n [D = 0])B([BC = 0])

+P([A=0]n[D = 1))P(BC =0]) = M
T

3. (a) On sait que M(w) € T si et sculement si Y(w) # 0. En passant a 'événement contraire, il vient
Plwe | Mw)¢ZI}) =PY =0)=PAD = BC). Comme la variable BC' prend ses valeurs

dans {0, 1}, avee les propriétés d'indépendance on peut éerire

P(M e€I)=1-P(AD =1]n[BC =1]) — P(|[AD = 0| n [BC = 0))
=1-P([AD = 1))P(BC = 1) — P(|[AD = 0))P([BC = 0])

(b) Comme A est une valeur propre de M (w) si et sculement si la matrice M (w) — Al est non inversible,
ce qui équivaut a A2 — X (w)A + Y (w) = 0.

(¢) On voit que A = (A+ D)% —4AD +4BC = (A— D)? +4BC > 0 puisque BC est a valeurs positives.
Ceci implique également que P(A = 0) = P([A = D| N [BC = 0]) = P([A = D]))P([BC = 0]) =

o

(P(A=D=-1)+P(4=D=0))+P(A=D=1])(1-p*) = —".

(d) Si A(w) =0 ct M(w) € D, alors M (w) est multiple de I'identité, et lorsque A(w) # 0 on voit avee 3.
(b) que M(w) admet deux valeurs propres distinctes et est done diagonalisable. Dot avee 2. (b), on

2 2 2
aboutit & P(M € D) = L+ 1- P(A =0) = % ~1-2%
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SUJET 3.9

Soit p €]0, 1[. Soit (py,)nz0 une suite d’éléments de |0, 1[.
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P) et telles que :

e X cst la variable certaine qui vaut 1;

e pour tout n € N*| la variable X, suit unc loi de BERNOULLI de paramétre p,, ;
e ona:P(X; =Xy =p;

e pour tout n € N*, ¢t tout k € {0,1}, on a : Pix, —4)(Xns1 = k) = p.

1. Calculer p;.
1
2. Pour tout n € N*, montrer que p,, = 5(1 + (2p — 1)™).

3. Montrer que la suite (X,,),en+ converge en loi.
4. A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N* et p €]0, 1] les variables X, et X,, 1 sont-clles
indépendantes ?

On note (Z) la propriété suivante :
(Z) VneN,VieN', Vke{0,1}, Pix,—g(Xnyi = k) =P(X; = 1).

5. En supposant (Z) vérifice, calculer la covariance Cov(X,,+i, X,,), pour n € N* et i € [1,n].

6. Montrer que si, pour tout n = 2, la variable X, ne dépend que de X, 1, mais pas de X,,_o,..., Xq,
¢’est-a-dire que pour tout n > 2, tout j € [0,n — 2] et tout k£ € {0,1}, les variables X,, et X; sont
indépendantes pour la probabilité conditionnelle Py, ), alors la propri¢té (Z) est verifice.

n—1
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SOLUTION DU SUJET 3.9
1. Comme Xg=1lona:p=P(X; = Xo) =P(X; =1) =p1.
2. Par la formule des probabilités totales avee le SCE (X, =0), (X, = 1), on a :
Pny1 — P(Xn—{-l = 1) = IP[X,,r—l]()(n+l = I)P(Xn = 1) + ]P[X,XTO](th}-l = I)P(Xn = 0)
=P XPn I (1 o [))(1 _pn) = (2[) o l)pu + (1 - p)

On en déduit la formule demandée soit par récurrence sur n 2> 1, soit par la méthode de caleul du terme
général d'une suite arithmético-géomdétrique.

3. Comme 2p—1€|—1,1[,ona:p, — 2%, donc la suite (X,,),en- converge en loi vers la loi | B (%)

n—+oo 27

4. Comme X, et X,,+1 suivent des loi de BERNOULLL, elles sont indépendantes si et sculement si :

n 1
Pix,=1)(Xn41 =1) =P(Xp41 =1) <= p=pnp <= 2p—-1=(p-1)"" = [p= D)
car £ = x ssi m = 1 (mais pas ici) ouz =0 ou z = 1 ou (z = —1 ¢t m impair) ; or ici 2p — 1 €] — 1,1].

Autre idée : s il y indépendance, alors p = Pix, ) (Xn41 = k) = P(Xp41 = k) pour tout k € [0, 1].
Done, par somme sur k, on obtient 2p = 1. Réciproque facile.

5. Comme X,, et X,,4+; sont des variables de BERNOULLI, alors X, X,,+; suit la loi de BERNOULLI de
paramcétre :
P((X'n = 1) n (Xu+'i =g 1)) = ]P[X,.:l](Xn+i = I)P(Xn = 1) = Pi X P

Donc par la formule de KOENIG-Huyghens, on a :
C()V(X7L+'i,Xn) = ]E(X1L+iX1L) - E(X1L+i)]E(X1L) =DPi X Pn — Pn+i X Pn = Pu(P-i - pn+i)-

6. Montrons par récurrence sur i € N* : Vn € N*,Vk € {0,1}, Pix,—1)(Xpps = 1) = P(X; = 1).
e Pour 7 = 1 la propri¢té¢ est vraic par hypothése de 'énoncé puisque P(X; = 1) = p (d’apres Q1).
e Si la propri¢té est vrai a Uordre 7 = 1, alors, par la formule des probabilités totales avee le SCE

(Xpei=0), (Xpe;=1),0na:

P((Xntit1 = k) N (X, = k))

]P[Xn—k](Xn—{—i—}—l — k) =

P(X, = k)
1
1
:m ZP[XHT,‘] ((X"+.i+1 = IC) N (X" = k)) = f) X P(X,L+i = p)
n M =0
1
1 W
P X_—F Z Pix, =0 Xnyiv1 = b)Px, . —q(Xn = k)P(Xp4i = £) (indépendance)
(Xn = F) £=0

1
= Z Pix, =0 (Xnt+it1 = k)Px, =1 (Xn4i = €) (formule de BAYES)
£=0

= ppi +(1—p)(1—p;) par HR
v. D ——
si =k si ek

=(2p — 1)pi + (1 — p) = piz1 = P(X;+1 = 1) d’apreés la relation de récurrence de Q2.
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SUuJET 3.10
Soient n € N* ¢t ay,...,a, des réels non nuls. On considére Pouvert O = (R*)" de R™ ¢t f: R" - R

définie par :

T
Fleamnyma) = er
i=1

n
Soit h : R® — R définie par h(zy,...,z,) = z a;T;.
j=1

On note C la partic de O constituée des points (z1,...,x,) tels que h(zy, ..., z,) = 1.
1. Justifier que la fonction f est de classe C? et déterminer en tout point M = (xq,...,z,) de R" le gradient
Vf(M) et la matrice hessienne V2 f(M).
2. On considére la fonction f; restriction de f a C et on suppose que f; admet en un point My un extremum
local. Déterminer les coordonnées de M.
3. Soit M € C. Pour tout t € [0, 1] on pose g(t) = f(My +tU) o U = M — M.
(a) Justifier que g est de classe C? sur [0,1] et donner g'(t) et ¢g”(¢) pour tout ¢ € [0, 1].
(b) Démontrer que f; admet un minimum global en M.

4. Soit # € R* un parameétre réel inconnu. Soient Zy, ..., Z,,, n variables al¢éatoires indépendantes définies
sur le méme espace probabilisé et qui admettent un moment d’ordre 2. On suppose que, pour tout
i€ {l,...,n},ona

E(Zl) = 90,1' ct V(Zl) =1

Pour (B1,...,8,) € R™, on posc :
X, = ZH'L‘Z'L"
i=1

et on suppose que X, est un estimateur sans biais de 6.
(a) Déterminer une relation satisfaite par les nombres £, ..., 3,.

(b) Pour quelles valeurs de fy, ..., 8, la variance de X, est-clle minimale ?

On note pour la suite de Uezercice 31, ..., 3} les valeurs trouvées.

n
5. On pose X = Zﬁi*Zi.
i=1

n
Soient aq, ..., q, des réels non nuls tels que Y, = E «; Z; soit un estimatcur sans biais de 6.
i=1
(a) Démontrer que la variance de Y,, n’est pas nulle.
(b) On note p le coefficient de corrélation lincaire de X3 et Y,,.
Rappeler pourquoi |p| < 1 puis démontrer que p > 0.
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SOLUTION DU SUJET 3.10

1.

3.

4.

5.

La fonction f est de classe C? car polynomiale et on trouve sans peine, en notant I,,la matrice identité
de M, (R), que : V(M) = (2z1,...,2z,) et V2f(M) = 2I,.
C’est un probléme d’extremum sous contrainte lincaire. Il existe A € R tel que : Vf(My) = AVA(M).
En notant My = (z1,...,7,),0n a:

2, = Aay

2, = \a,
mn A n
Comme My € C, on a E a;x; = 1, donc 3 g alz = 1, somme qui est non nulle.

=1 =1
n

2 ;
Il vient alors A = — ¢t z; = a;/s (o0 s = Z a?) pour tout j € [1,n].
s
i=1
(a) Comme f est de classe C? sur R™, un théoréme de cours affirme que g est de classe C? avee, pour
te(0,1]:
g t) = (VFf(My+tU),U) et g"(t) = qry+1(U),

ol qar,+w est la forme quadratique associée a la matrice hessienne de f au point My + tU.

(b) Comme f est de classe C2, on peut utiliser la formule de TAYLOR intégrale a ordre 1 pour g entre
1

0 ct 1. On a donc : g(1) — g(0) = ¢’(0) +/ (1—t)g"()t.

0
Mais on a g(1) = f(My +U) = f(M) et g(0) = f(Mp). De plus ¢’(0) = 0 puisque Vf(M,) cst
orthogonal a 'hyperplan h(zy,...,z,) = 0. Il reste done :

F(M) — F(My) = / (1 - Daasy 0 (Ut

Enfin, V2f(My + tU) = 21,,, donc ses valeurs propres sont strictement positives : pour tout W non
nul dans R™, on a g, (W) > 0.
n
(a) Comme X, est un estimateur sans biais de 6, on a E(X,,) = 6 d’on, puisque 0 # 0, Z a;fB; =1.
i=1
(b) Comme les variables aléatoires Zy,. .., Z, sont indépendantes, les variables $1 21, . .., 3,4, le sont

aussi. 1l vient alors : V(X,,) = ZV(['},-Zi) = Z[??V(Zi) = Zﬁf = f(Bis+3Pn)
i=1 i=1

=1

n
Selon la question 3, V(X,,) est done minimale pour : 81 = a1/s,..., 3, = a,/s, o s = E af.
i=1

(a) Par indépendance, on a : V(Y,,) = V(i Z;) = a?V(z;) = a? > 0.
>, > V)=,

i=1 i=1 > i=1

(b) e D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, Cov(X},Y,)? < V(X;})V(Y,,), donc |p| < 1.

mn?
e D’aprés ce qui précede, X est Uestimateur sans biais de # de variance minimale parmi les
n
estimateurs sans biais de 6 de la forme E BiZ;. Or, pour tout A réel, T,, = X: + A(Y, — X)) est
i=1
un estimateur de # de cette forme, qui est de plus sans biais. Il en résulte que :

V(X2) S V(Tn) = V(X2) + 2ACov(Xp, Yy, — X2) + A2V(Y, — X2).
Par suite, 2A Cov(X}, Y, — X)) + A2V(Y,, — X}) > 0, pour tout A réel.

T’

11 vient ainsi : Cov(X}, Y, — X*) =0, ce qui donne Cov(Y,,, X}) = V(X}) > 0.

n? n
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s ;
SUJET 3.11
Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, ]P’).
1. Dans un casino, un jeu se déroule de la fagon suivante :
un croupicr mélange trois cartes, qui sont ’As de Coeur, le deux de Coeur et le Valet de Pique et les
présente sur la table face cachée.
Un joucur choisit une carte au hasard. Si celle-ci est un Coeur, il gagne la somme correspondante
(respectivement 1 Euro pour I’As ou 2 Euros pour le deux) et rejoue, le croupier mélangeant a nouveau
les trois cartes; si la carte tirée est le Valet de Pique, le jeu s’arréte.
(a) Montrer que la probabilité que le Valet de Pique n’apparaisse jamais est nulle.
On note N la variable aléatoire représentant le nombre de cartes de Ceeur tirées jusqu’a Papparition du
Valet de Pique (événement qui se produit done presque siirement), et on note S la somme des Euros
obtenus.
(b) Déterminer la loi de N.
(¢) Soit n € N. Déterminer la loi conditionnelle de S sachant (N = n).
(d) Calculer Pespérance conditionnelle de S sachant (N = n).

(¢) Quel prix minimum le casino doit-il faire payer une telle partic pour ne pas étre perdant en moyenne ?

On admet que si (@n k) x)en st une famille de réels positifs tels que

+oo
e pour tout n € N, la séric E ay, 1 converge (on pose A, = E An k),
k k=0

e la séric E A,, converge

n

+o0 400 +o0 +o0 +o0 +o0
alors E E an k| existe ct E E ank | = E A
k=0 \n=0 n=0 \k=0 k=0 \n=0

2. Soit N une variable al¢atoire a valeurs dans N. Soit M € N*, ¢t (X;);en une suite de variables aléatoires
de méme loi, a valeurs dans [0, M] . On suppose que les variables aléatoires (N, X, X;,..., X;,...) sont
mutucllement indépendantes.

On admet qu’on définit une variable aléatoire discréte sur €2 en posant

N(w)
Voe, Tw)= )Y Xiw).

=0

(a) Justifier que si N a une espérance, alors T a une espérance.
(b) On suppose que N admet une espérance. Montrer que E(T) = E(Xy) E(N +1).

(¢) Retrouver alors U'espérance de la variable aléatoire S de la premicre question.
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SOLUTION DU SUJET 3.11

1. (a) Le probabilité que les n premiers tirages ne donnent pas le Valet de Pique est (2/3)"™.

Par le th. de continuité monotone, la probabilité que le Valet n’apparaisse pas, est hm (2/3)" =
n—-+oo

Le Valet de Pique apparait presque stirement.

(b) Ona N(2) =N, et N + 1 est le temps d’attente du premier suceés dans un schéma de BERNOULLI
de probabilité de succes 1/3 par équiprobabilité des trois cartes, done N + 1 < G(1/3).

(¢) Si N =mn, on a tir¢ n cartes de Cocur, chacune rapportant un ou deux Euros,
done, sachant (N = n), S prend ses valeurs dans [n, 2n].
Pour k € [n,2n], (S = k) est réalisé si et sculement si on a obtenu z As et y deux, avee z et y dans
N vérifiant

rt+y = n e ] & = 2n — k
z+2y = k y = k—n

On doit donc placer £ — n deux parmi n cartes tirées, donc le nombre de tirages favorables est
( % ), parmi 2" tirages posssibles (il y a deux cartes de Coeur), soit

k—n
(kzu) .

VEk e [[n, 271]] , P(N—,u)(S = k) = on

(d) Sachant (N =n), S est d’univers image fini et positif, et a donc une espérance.

2n n n
]E(S/(N:n)):Zk(’;—J‘):% Z(n+j) (7) s s E(Y+n)—n+§=3§>

k=n 7=0 ( )

(*) par thm de transfert en reconnaissant la loi d'une variable Y < B(n,1/2).
Autre idée : reconaitre que la loi sachant (N = n) de S — n est binomiale.

(¢) La séric de terme général E(S/(N = n))P(N = n) converge done, par formule de Pespérance

totale,
+oo +o0 n +o0 n—1
, 3nl /2 1 2
o- S-S ()] RO ] -
Le prix minimum a demander est done de 3 Euros.
N(w)
2. (a) Ona Yw, 0 < T(w) = Z X;(w) [N (w) + ] {'ot1 7" a une espérance si N a une espérance.

(b) On a T(Q2) C N. Par o-additivit¢, indépendance, permutation de sommes (résultat admis) et
théoreme de transfert,

+o0 +00 +oo +oo [+oo n
E(T) =) [kB(T =k)] = lk P((T = k)ﬂ(N—n)] Z[Zw((ix,-:;:) ﬂ(N:n))]

k=0 k=0 n=0 0 Ln=0 =0

= Jio [Jrf kP (ixi = k) P(N = n)] - f []P’(N —n) Zk]P’ (in - k)]
k=0 Ln=0 =0 n=>0 k=0 1=0
“+oo T +o0

=Y lIP’(N —n)E Xi)] - ZH]P’(N =n)] (n+ I)IE(XO)] =E(N + 1) E(Xo)
n=>0 =0 n=>0

Autre idée : par la formule de Uespérance totale, avee le SCE (N = n),, (plus rapide et plus simple).
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(¢) Dans le jeu de la question 1., on considére la variable aléatoire discréte X; valant 1, 2 ou 0 sclon
que l'on tire I’As de Coeur, le deux de Coeur ou le Valet de Pique au i-iéme tirage. Les (X;) sont
indépendantes de méme loi uniforme (bornée) et d’espérance 1.

N
On a bien alors S = ZX.L- , ¢t 2.b) donne E(S) =E(N +1)E(Xy) =3x1=3.
i=0
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SUJET 3.12

On considére un espace probabilisé (€2, A, P) modélisant une succession infinie de lancers indépendants d’une
picce ¢quilibrée (¢’est-a-dire donnant pile avee la probabilité 1/2 et face avee la probabilité 1/2). Pour tout
entier £ € N*| on désigne par P 'événement « le k-iéme lancer de la picee donne pile » et par I} I'événement
« le k-iéme lancer de la picce donne face ».
On appelle « série » une succession de lancers consécutifs amenant le méme coté de la picee. La série n°l
commence au premier lancer et se poursuit jusqu’a ce qu'un des lancers suivants donne un résultat différent du
premier lancer. De méme, la série n°2 commence au lancer suivant la fin de la série n°1 et se termine au lancer
préeédant un changement de ¢oté. On définit de méme les séries suivantes.
Par exemple :

Exemple : 2NN Fs NPyNPsNPgnNPrNFgN---.

——  ~~ .

~~
Série n°®1  Série n°2 Série n° 3

L’objet de cet exercice est d’étudier le nombre de séries obtenues.

Pour tout entier n € N*, on note N, le nombre de séries apparues lors des n premiers lancers. Par exemple, si
I'événement de exemple dans la présentation est réalise, alors on a :

N1:N2:1, N3:2, N4:N5:N6:N7:3 ct N8:4.

Jusqu’a la fin de lexercice, on considére un entier n € N*.

1. Déterminer les lois de Ny et No.

2. Quel est 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire N, 7

3. Soit k € [1,n + 1]. Justifier que 'on a égalité : (N1 = k)N P, NP1 = (N, =k)N P, N Py
En déduire que : P(Npy1 = k)N P, N Pyyq) = %]P’((N,L =k)NFP,).

Dans la suite, on admet de méme que l'on a pour tout k € [1,n + 1] les relations :

P((N1L+1 = k) N F’n N F‘n+1) %P((Nu = k) n Fu)
P((Nn+1 :k)nl)nﬂFn+l): ((Nn:k_l)nl)n)

1
=P
P((Ny1 = k)N F, N\ Pyyy) = AP((N, = k— 1) N F,)

4. Montrer que l'on a pour tout &k € [1,n+ 1] :

1 1
P(Nn+l == k) - §P(Nn - k) + §P(Nn - k! - 1)

m
Pour tout m € N*| on note G,,, : R — R la fonction pour tout z réel par : G,,,(z) = Z P(Nyp, = k)mk.
k=1
1+
2
6. Déterminer la loi de la variable aléatoire N, — 1 a partir de U'expression de G,.

5. Montrer que pour tout z € R, on a : Gpp1(z) =

Gn(z).
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J 1
SOLUTION DU SUJET 3.12
1. La variable aléatoire N; représente le nombre de séries apparues en un lancer, elle ne peut done prendre
que la valeur 1. La variable aléatoire Ny représente le nombre de séries apparuces lors des deux premiers
lancers, clle prend done la valeur 1 si les 2 premiers lancers donnent le méme résultat, la valeur 2 s'ils
donnent des résultats différents. On a

P(Ny = 1) = P((PL N P) U (Fy N Fy)) = P(P, N Py) + P(F N ) = P(P)P(Py) + P(F)P(F) = =

1
Et P(N2 =2)=1—-P(Na=1) = 3
En conclusion, Ny suit la loi certaine de valeur 1 et N suit la loi uniforme sur [1, 2].
2. Soit n € N*. Au cours des n premiers lancers, au moins une série apparait (celle contenant le résultat du
premier lancer) et, au maximum, n sérics apparaissent (car chaque série contient au moins un résultat).
3. Soit n € N* ¢t soit &k € [1,n + 1]. Si 'événement P, N P41 est réalisé, alors le n-iéme ct le (n + 1)-iéme
lancers donnent le méme résultat, done le (n + 1)-iéme résultat contribue a la série contenant le n-iéme
résultat ¢t on a N,, = N,,.1. On a donc P'égalité entre les deux événements.
Puisque les événements (N,, = k) et P, sont indépendants du (n + 1)-i¢me lancer, on en déduit que

P((Npy1 = k)N PN Pyuy1) =P((Nn, = k) N P)P(Ppyr) = —IP’((Nu k)ynpr,)

4. Soit n € N*. Les événements P, N Py, F, N Frypq, Fy, N Pyyq et Py, N Fpq est un systéme complet
d’événements pour les n-iéme et (n + 1)-iéme lancers. Soit & € [1,n + 1]. Par la formule des probabilités
totales, on a donc
P(Nn+1 = k) = P((Nn+1 = k) M 1)11 M 11L+1) + P((Nu+1 = k) N lT'n N Fn+l)

+ P((Nn+1 = k) n [1n n 1)u+1) + P((Nu-l-l = k) n 1)11 n EL+1)

1 1 1 1

= -i]P’((N,, =k)NP,) + §P((N" =k)NF,) + —2-]P((N,L =k—1)NE,)+ —Q-P((Nn =k—-1)NPF,)
1 1

= EP(N" =k)+ §IP(N.,, =k—1) (FPT avec le SCE [P,, F,])

5. Soient n € N* ¢t = € R. D’aprés la question précédente, on a

n+1 1L+1 1L+1

Gnyi1(z) = Zn» (Npy1 = k)z :—ZIP’(N,, k)z* + = ZIP’ (Np = k—1)z*

Or, P(N,, = n+ 1) = 0. Par ailleurs, en cffectuant un changement d’indice dans la seconde somme, on

obtient
n+1

Y B(N,=k—1)z* =) "PB(N, =j)z*! =z ) PB(N, = j)2' = 2Gn()
k=1

i=0 3=0

car P(N,, = 0) = 0. On en conclut le résultat demandé.

G ; : : 1+ :
6. Soit z € R. La suite (G, (z))nen+ cst géométrique de raison ct de premier terme Gy (z) = z.

pyn—1
On a done, pour tout n € N*, G,,(z) == (521)" .
Soit n € N*. On a

n—1 i 1 1 n—1—k n— Vi 1 n i 1 1
= 1 = ok — = k
@=L (GG -2 ) - ()
k= k=1
Par unicité des coefficients d’'une fonction polynomiale sur un intervalle, pour tout £ € [1,n], on a

1
P(N, = k) = on—1 (;::}) soit N, —1 <= B(n—1,1/2)
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SUJET 3.13

Soit p €]0, 1[. On note g =1 — p. Soit (€2, A, P) un espace probabilisé .
Soit (X,,),>1 unc suite de variables aléatoires définies sur cet espace, mutuellement indépendantes, de loi
géométrique de paramétre p.

On note C' la variable al¢atoire définie pour tout w € €2, par

C(w) = { gmx{n eN

Xl(w) < X2(w) <0< Xn(w)} sidk € N*a Xk(w) > Xk+1(w)

sinon

1. Pour tout k € N*, calculer P(X; > k).

2. Pour tout n € N*, exprimer 1'événement [C' = n] a 'aide des ¢vénements [X; < Xi4q].
3. Pour k € N*, calculer P((X2 = X1) N (X7 = k)). En déduire la valeur de P(C > 2).

4. (a) En remarquant que pour tout n € N*, on a l'inclusion suivante :

[C = 0] C [Xl < XZ] N [X'i < X4] 8BS & [X2n—1 < X2n]
montrer que P(C' = 0) = 0.
(b) En déduire la valeur de P(C = 1).
_ (1—q" _
(1-g)(1-¢*) x---x(1—-¢")
5. Pour n ct k appartenant a N*, montrer que :

Pour tout n € N*, on pose u,(q)

P(Xp > Xn_1 >+ 2 X1 2 k) = un(q) x g"*D

6. Montrer que P(C = n) = u,(q).

1

8. Montrer que C admet une espérance si et sculement si la série de terme général u,(q) converge.
Exprimer alors E(C) en fonction des nombres u,(q) (n € N*).

7. En simplifiant ;T—q’{- pout tout k£ € N*, montrer que, pour tout n de N*, on a : u,(q) <

9. Montrer que, pour tout n de N*; on a u,,(q) = i
n!

En déduire une minoration de E(C').
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SOLUTION DU SUJET 3.13

1

k—1

+oo +o0
D’aprés le cours : P(X, = k) = ZP(XI =) = Z(]i_lp = xp dou P(X;>k)=qg"L
i=k i=k

!
I—q
Pourtoutn > 2,ona: {C=n}={X; < Xo}nN{Xo < X3} N---N{X—1 < X, } n{X,, < Xp11}-
Par indépendance de X5 et Xo :

P(X > X)N(X1=k) =P(Xa2k)-P(X1 =k) =¢"*1- ¢ 1p=(®)*p.

+o0 +o0
1-— 1
Do : P(C>2) =Pz > X)) =) P(X2 > X)N (X1 =K) =p) (@)= =
k=1 k=1 Ll il
(a) L’inclusion est claire. Les événements de droite sont indépendants et ont tous la méme probabilité,
1
calculée a la question 2 : P(X; < X;19) =P(X; £ Xo)=P(C > 2) = T
q
1 n
On en déduit : P(C'=0) < (m) , d’ou P(C' = 0) = 0 (en faisant tendre n vers +00).
(b) OnaP(C=0)+P(C=1)+P(C =>2)=1.Donc P(C=1) = %
q

—4q __

. Récurrence sur n : Pour n = 1, il vient uy(q) = iTq =Tet P> B) =g

Supposons la propri¢té vraic au rang n. Alors, par indépendance de X; avee (X,41,...,X2) :

+00
P(Xpt1---2 X1 2k)= Z]P’(X"_H > -2 Xy 2 1) -P(X; =1) (f. proba tot. avee le SCE (X, = 1);)
i=k

P(X,z---2X121)-P(X;=1) car (Xpg1,.-.,X2) ¢t (X,,,...,X7) sont id. distribués

un(q) x (qu)i_l x ¢ 1p (par HR)

+o0

T i— 1 4q 11. k-1 n k—1

=p X up(q) X Z(q HLY =L — i (G) % P x (@) = tnsa(q) x (") (CQFD).
i=k

Par conditionnement avee le SCE (X; = i);ens puis par indépendance :
+o0 +00 o
PC>n)=) P(Xn>-2X22k)xP(X1=k) =un_1(g) Y (¢" )" x " 'p=1ua(q)
k=1 k=1

1
Car =4 = — <
AT l—q“ 1+(1+---+(11_k\1+q

si k =1 (et le quotient vaut 1 pour k£ = 1).

Par l'inégalit¢ précedente, un(q) — 0, d’on :
N—+o0
N N N N+1
Sy=) nP(C=n)=) n(P(C>n)-P(C>2n+1))=)» nP(C>n)— > (n—1)PC >n)
n=1 n=1 n=1 n=2
N+1 N +00
= L P04 HC>D-BCE N 4D =3 unla) ~uwae) 2 3 i) ~E(C)

1 1
b =i
A+q)(1+qg+q)---Q+q+---+q1) 7 2x3x---xn n!

+o0 +o00
1 1
ct donc E(C) = f(q) = 1+ Z == Z =i 1:

n=2" n=1

Pour n > 2 : u,(q) =
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SUJET 3.14

Dans cet exercice, A désigne un réel strictement positif.
Pour n ¢lément de N*| on considére un n- échantillon (X5, Xs, ..., X,,) de variables aléatoires a valeurs stricte-
ment positives, indépendantes, de méme loi exponentielle de paramétre A.

n
On pose pour tout n dans N* : S, = Z X et Ju= ASy.
k=1

1. Calculer pour tout n de N*, E(S,,), V(S,.),E (J,) ¢t V(J,).

2. (a) Déterminer une densité de la variable aléatoire .J,,.

s : : : 1
(b) Soit n = 3 un enticr. Démontrer que les variables aléatoires — ct admettent chacune une

2

“n a4 G
(:sp(’:r;m(:c ct donner leurs valeurs I‘()SI)C(:thCC.
—— Vi A

(¢) Soit n = 3 unc entier. On pose A, = T
—— ~n
Justifier que A,, est un estimateur de A. Est-il sans biais ? Est-il convergent ?

3. Soit a €]0, 1[. Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du paramétre A au
risque . On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u, le réel strictement
positif tel que @ (uy) =1— 3.

Lg"'_

Jn

(a) Démontrer que la variable aléatoire N,, définic par N,, = A — y/n converge en loi vers une

variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

(b) Justifier que, pour n assez grand, on a approximativement : P ([—u, < N, S uy]) =1 —a.
(¢) Montrer que, pour n assez grand, intervalle [(1 - %) Ans (1 + g )‘u'] est un intervalle de

n
confiance de A au risque a.
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SOLUTION DU SUJET 3.14

1. La variable al¢atoire S,, admet bien une variance comme somme de variables aléatoires qui admettent des
n

2 19 . — — 74 ¥ . 1 OO . o) = - ) = ks

moments d’ordre 2. Puis on a E(S,,) = ; E(X;) = X ct, par indépendance, V(S,,) = ;V(X,) =3
d’ott E(J,,) = n et V(J,) = A2V (S,) = n.

2. (a) Ona.J, = Z AX}. Mais, pour k € [1,n], X < E(X) donc AXy < £(1). Par indépendance, on a

k=1
t"_l(‘_[

donce J,, <> y(n) ct une densité de J, est 2 fy, it m110,+m[(t).

i e | I'(n—1)
(b) Sous réserve de convergence (absolue), par transfert : E (,—") = / 3 fr.(t)dt = CE =
0 L o -
1

(n—1)

Puis, sous réserve de convergence (absolue), on a, toujours par le théoréme de transfert :

1 R | 1 1
E (I—z) = /0 -t,—zf_," (t)dt = CE] 1)!I‘(n —-2)= CESCED) %)

(¢) e La variable al¢atoire \,, = est une fonction du n-échantillon ii.d. (Xi,...,X,) de loi E(A) :

~Mn

—
donc A, est un estimateur biaisé de

c’est un estimateur de A. De plus E (X:) =nAE (,l) =
A

cona V(%) B (%) (£ (0) = gy (2)

o —

Ainsi, comme le biais de A,, converge vers 0, A, est un estimateur convergent de A.
Autre idée : (‘%)" converge en proba vers 0 (loi faible des GN) et on compose par z + L (continuc).
n
. — P \SDOTANCE ¥ ianc 2 g ; indépend: o
3. (a) Sn = E X} a pour espérance n/A et pour variance n/A%. Les (Xg),oy sont indépendantes ct

k=1
ont unc variance non nulle. Ainsi (théoréme central-limite) la variable al¢atoire centrée réduite
Q L
Sn— 3 : : T i
— = N,, converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

X
(b) Pour n assez grand, on peut supposer que N,, <+ N(0,1). Ainsi :

P(—up € Ny S uy) O (uy) — P (—ua) =20(uy) —1=1—a.

(¢) On a les équivalences :

Uy e Uy =
ve[(-2)m (14 22) 5]

&

Aad Uy s Nn g Uy

Donc P (/\ S [(1 - i"—) X;, (1 + L‘ﬁ) X;]) =P(—uy < N, < u,) ® 1 — a pour n assez grand.
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SuJET 3.15
1
On définit la suite (1, )nen+ par, Vn € N* I, = / ((1 — t)et)™dt.
0

T
On admet que I, ~ —
n—+4oo 2'n,
k

n
) T
Enfin, on pose pour tout n de N* ¢t tout z de R, : P,(z) =c¢™* E R
k=0

1. (a) Montrer que Vz € R,Vn € N*,/ e"lt"dt = n!(1 — P,(z)).
0

(:—nnn+1

(b) En déduire que : Vn € N*| 1 — P,(n) = Tln.
(¢) Donner un équivalent de 1 — P, (n) quand n tend vers +oo.
(d) Ecrire une fonction Python £ (n) qui renvoie la valeur P, (n) pour n entier naturel non nul donné.
On pourra utiliser la fonction exp (exponenticlle) mais pas la fonction factorial (factorielle).
2. Soit (X )ren+ une suite de variables aléatoires, définies sur un espace probabilisé (€2, A, P) mutuellement
€ ) 1Y
indépendantes, suivant toutes la loi de POISSON de parametre 1.
n N
N Sp—mn
On pose alors, pour tout n de N*, S, = E XpetY, = 3
vn
k=1
(a) Quelle est la loi suivie par S,, pour tout n de N*?

: ; 1 ; 5
(b) En déduire que lim P,(n) = —. En déduire un équivalent de n!
n—+00 2

Soit X une variable aléatoire défini sur (2, A,P). On note M(X) = {z € R/P(X < z) < 3 <P(X <)}
3. (a) Montrer que :Vn € [2,+oo,Vz € R, P,(z) = Ppyi(z) + Pl 4 (2).
(b) Montrer que (P,(n))n>2 et (Pr—1(n))n>2 sont adjacentes.
(¢) En déduire que si X est une variable aléatoire suivant la loi de POISSON de parameétre n, ou n cst
un entier supéricur a 2, alors M(X) = {n}.
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SOLUTION DU SUJET 3.15

1. (a)

(b)

£ AN

Soit z € R et n de N*. On applique la formule de TAYLOR avee reste intégral a Vordre n, a la

fonction g : x +—— ¢™* qui est de classe C* sur R, avec a = x ¢t b= 0.
n

— k 0 — )
90 =Y @+ [ e gan

k=0 : Z.
nok T yn T
Soit ici Z —c 4 —c7tdt =1 soit n!(1 — P,(z)) = t"e~dt.
IC' 0 TL' 0
k=0
Autre idée : réeurrence...

1 T
1-P(n)=— / t"¢"'dt. Le changement de variable ¢ = n(1 — u) donne le résultat.
0

n!
[m e mpntl
1-P,(n)~ 4 /— X ——.
(m) 2n. n!
def f(n):
u,s=1.0
for i in range(nt1):
s—=stu
u-—u*n/(it+1)
return s/exp(n)
Par théoréme de stabilité, on sait que S, < P(n).
P,(n) = < n—kc_" =P(S, <n)=P( Sa=h <0) — @)= 1 (en utilisant le TCL)
— k! vn n—+00 2
1
Donc 1 — P,(n) T D’ou n! ~ /27n x (£)" (d’aprés Qlc).
n—+0o0 -
T mk_l
PlLii(@) = —Puyi(z) +e* Z CE —Pot1(z) + Pu(z).
k=1
Soit n > 2. Ppyi(n+1) — Pu(n) = Popa(n+ 1) — Paya(n) — Py (n).
n+1
TAYLOR avee reste int. a Pordre 1 : P, y(n+1) = Pyyq(n) + P, (n) + / (n+1—1)P] 4 (t)ds.

n+1
Donc P,41(n+1) — Py(n) = / (n+1—t)Py ., (t)dt.

n

C_L T

. " i
OrVte [n,n+1],PL,(t) = CES
Donc Pp11(n+1) — P,(n) <0.

(t—(n+1)) <0. Avee égalité uniquement si t =n + 1.

n+1

De méme : Py(n+1) — Py—1(n) = Py(n+ 1) — P,(n) — P.(n) = / (n+1—¢t)P)(t)dt.
()_Ltn_l "

Or:Vten,n+1],Pl() =

n

= (t—mn) = 0. Et on a encore P,(n+1) — P,_1(n) > 0.

Donc (P,_1(n)),>2 est strictement croissante et (P,(n)),>2 est strictement décroissante..
n
n 1
Enfin : Vn > 2,P,(n) — P,_1(n) = ¢ "— ~

— 0
n! V2mn n—+oo

Donc les deux suites (P,—1(n))n>2 ¢t (P,(n))n>2 sont adjacentes et convergent vers 1/2.

1 1
L’entier n € M(X) car : P,,_1(n) < 3 < P,(n) & P(X <n) < 5= P(X < n).

Si:z:<n:]P’(X<:1:)S]P’(Xgn—l)<%.D()n(:x¢M(X).Si:l:>n:]P’(X<:1:)2]P’(X<n)>
Donc z ¢ M(X).

N | =
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SUJET 3.16

1. Soit A = (_ab (1) € My(R).
a) Montrer que X2 — (a + ¢)X + ac + b est un polyndéme annulateur de A.

(b) Donner un polynéme annulateur non nul de A de degré minimal.

(¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour qu’elle soit
inversible.

(d) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour que A # 0 ct

A% =10;

(¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour qu’elle soit
diagonalisable.

2. Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P) indépendantes et
suivant toutes deux la loi géométrique G(p) avee 0 < p < 1. On pose, pour tout w € 2

X(w) 1
Alw) = ;
(w) (YZ (w) 1)
(a) Déterminer événement « A est diagonalisable ». Calculer sa probabilité.

(b) Calculer la probabilité que A% = 0.

3. Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P) indépendantes
telles que X suit la loi uniforme U([0,1]) et Y suit la loi de BERNOULLI B(1/2)
Pour tout ¢ réel, pour tout w € €2, on pose

_(Xw) 1
A(w) = (—t/4 Y(w))
On note D, 'événement « la matrice A; est diagonalisable ».

(a) Calculer P(Dy).
(b) Exprimer P(D,) a laide de Fx la fonction de répartition de X.
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SOLUTION DU SUJET 3.16

2 _ :
1. (a) Le calcul donne A% = ( _ab n fZ ;t(b ), d’ou

AZ —Tr(A)A = A2 — (a+¢)A = (ac + b) I, = det(A)L,.

(b) Les polynémes de degré 0 ne sont annulateurs que pour la matrice nulle, ce qui n’est pas le cas ici.
Un polynome de degré un a(X — A) est annulateur de A ssi A = —aly ce qui n’est pas le cas ici.
Donc le polynéme trouvé a la question préeédente est annulateur de degré minimal.

(¢) La matrice A est inversible si et sculement si 0 # det(A) = ac + b.
(d) Le systéme de 4 équations A? = 0 se simplific en a + ¢ = ac + b = 0.

(¢) e Sila matrice A admet deux valeurs propres distinctes (A = (a — ¢)2 — 4b > 0, clle est
diagonanilisable .

e Si la matrice A admet une unique valeur propre, clle n’est pas diagonalisable, car, sinon, clle
scrait déja diagonale.

e Si la matrice A n’admet pas de valeurs propres clle n’est pas diagonalisable.
La CNS demandée est done (a — ¢)? — 4b > 0.
2. (a) Par la question précédente, I'événement « A est diagonalisable » est D = [(X — 1)2 +4Y?2 > 0).
Comme (X —1)2 +4Y?2 > 0, par indépendance et lois suivies, on a :
P(D) = P([(X-1)244Y2 = 0]) = P([(X-1)? = 0|N[Y2 =0]) = P(X = )xP(Y =0) =0 = P(D) =1
(b) Toujours par la question précédente [A%2 = 0] = [X = 1] N [X + Y2 = 0]. Donc :
P(A*=0) =P((X =1)]N[(X =0)]n[(Y =0)]) =0

Autre idée : sans calcul, remarquer directement que, comme A # 0, on a D C [A2 = 0.
3. (a) Par la premicre question P(Dy) = P(X # Y). Or la variable X charge deux points alors que la
variable Y est continue et ne charge pas les points. Ainsi P(Dy) = 1.
(b) De nouveau P(D;) = P((X — Y)? —t > 0). On calcule done pour ¢ > 0

P(X-Y)P>t)=P((X-Y)>?>fn[Y =0)+P((X -Y)’ >¢{n[Y =1])
=P([X2>¢tn[Y =0)+P([(1-X)2>¢Nn[Y =1])

- -;-]P’(XQ >t) + %IP’([(I -X)?>t)= % (JP’(X >V +P(X <1— \/Z))

Donc 11 ]
P(D,) = = — —Fx(Vt) + =Fx(1 — V1)
2 2 2
Bien entendu, P(D,) = 1 lorsque ¢ < 0. En conclusion

1 si t<0
1-vt si 0O<t<l

0 si t>1

3—3Fx(V)+3Fx(1—vt) si ¢>0
rwg = {1 ACOARED e



CHAPITRE

OPTION B/L

111




112 ESCP 2023 — Oral

SUJET 4.1

o U

1. Soit la fonction d'une variable réelle ¢ @ u .
\/"
u

+o00
Justifier la convergence de Uintégrale / w(u) du, notée K.
0
+o00

uw

e

——— du converge.
o  Vu(utz) ?

2. Déterminer ensemble D des réels z 2 0 pour lesquels Uintégrale

+00 —u

¢

On note alors F(z) = ———— du.
o Vu(utz)

3. Déterminer le sens de variation de F' sur D.

On admet que la fonction F est dérivable sur D et qu’elle vérifie
5 1
VzeD, xF(z)—(m—i)F(z):—K.

Pour tout = € D, on pose G(z) = /ze™* F(z).

4. Justifier qu’il existe une constante C' € R telle que
VzeD, G(.?:):C~K/ o(u)du.
0

5. Déterminer la limite de G en +o0o, et en déduire une relation entre C' et K.
6. (a) Prouver la convergence ct calculer intégrale
+o0 1

J= —_—dt
o VEi(E+1)

(on pourra utiliser le changement de variable u : t — Vit apres Uavoir justifié )
(b) Soit z € D. Prouver la convergence de 'intégrale

+o0 c—l:c

—d

o Vi(t+1)

(¢) Montrer que

+o00 (\—L‘L' +oo
liIn Y R dt == ——— dt =:{);
| e [ v

(d) En déduire la limite de G en 0, puis la valeur de C.

7. En déduire la valeur de K.
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SOLUTION DU SUJET 4.1

o

. L S * —-1/2 _ .5 (. . . . ——
l. p:u— — continue sur R%, o(u) ~u /2 et p(u)=o (u?) en +oo; done K converge.

. R 5 . P ¥ et .
2. o f.:urs gy e continue sur RY ssix 2> 0;
e pour z =0, fo(u) v u™3/? d’intégrale divergente:;
0

#(u)

&

e pour = >0, f(u) i d’intégrale convergente, f.(u) = o (uZ) en +oo, done F(z) converge.
0
Ainsi et D =R3.

3. Pour tout u € R% , z + f,(u) décroissante, done I aussi.

~

4. La fonction G est dérivable sur D et pour tout x € D, d’aprés la relation admise,

€T T

;\_/; F(z) — Ve ™ F(z) + Vxe * F'(z) = E;—;_% |:.’I,' F'(z) — (IIZ = —;—) F(I)] =—K (\;;

- &r . 7 . . ”,
Les fonctions G et H : x+ —K [ ¢(u) du (bien définic car ¢ a unc intégrale convergente en 07) ont
la méme dérivée sur Pintervalle RY, done y différent d'une constante.

G'(z) =

5. La fonction I est décroissante, positive et a une limite finie en +o00, done G(z) = \/xe¢™* F(x) e 0
—+o0
par croissances comparcées.
D’autre part, par convergence de K, G(z) =C — K fow p(u) du e C—-K?;doa C=K=.
6. (a) Le changement de variables ¢+ v/t = u est de classe C'? bijectif de |0, +-o00| sur |0, +o00|. L’intégrale

+o0
demandcée et / 21 du = 7 sont de méme nature ct égales. Done J = 7.
0 u

(b) Par changement de variables u v+ u/z =t (pour z > 0) on obticnt

1 +oo Lz

e

donce 'intégrale converge.
e dt

A ViEt+1) Sa-

m

(¢) Soit € > 0. Par convergence de ./, il existe A > 0 tel que

Par continuité de exp en 0,

In>0,VueR, 0<usny = c_"—1|<2i7r
Alors, pour tout = € [0,7/4],
o —C_Lw dt — I‘ < /A —|c‘“' — 1 dt + o —dt & B J + 5 — €
o VE(t+1) SJo VE(E+D) A Vi@E+1) 2" T 2

d’o la différence des intégrales tend vers 0 quand z tend vers 07,

(d) D’apres c)

+oo L

e

dt s J
0o VE({E+1)  z—ot

D’autre part, lim G = C' car U'intégrale de ¢ converge en 0; d’'ou C = 7.
0+

7. D’aprés 5, K =/C = /7.
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A
SUJET 4.2
Pour tout z réel, on note |z| la partic enticre de z et {z} la différence = — |z].
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes a
valeurs dans [0, 1[, qui suivent la loi uniforme sur cet intervalle.
1. Déterminer la loi de X + Y puis de [ X + Y| et calculer Pespérance E(|X + Y]).
2. Déterminer la loi de {X + Y},
On considere une suite (X3 )1 de variables aléatoires définies sur (€2, A, P), indépendantes de méme loi
que X.

n
On pose S, = E Xi.
k=1
3. (a) Ecrire unc fonction Python simulPE2S_n(n) qui réalise la simulation de S, ].
(b) On exécute le programme suivant

1y — np.zeros(10)
for n in range(1,11):

3 esp 0

1 for k in range(10000):

5 esp +— simulPE2S_n(10%*n)
6 y[n-1] esp /10000

7 print(y)

qui affiche [ 4.5009 9.5047 14.4965 19.4956 24.464 29.5111 34.4629 39.4877 44.4961 49.4689]
En admettant que E (|S,|) est une fonction affine de n, faire une conjecture sur cette
espérance.

4. (a) Etablir que pour tout entier n et tout = réel, [n+ x| =n+ |z].
(b) Montrer que pour tout z réel et y € [0,1[, {z + y} = {{z} + v}
5. En déduire, pour tout n € N*| la loi de {S,,} puis E (| S.])-

6. (a) Montrer que la suite de variables aléatoires (
n

) converge en probabilité vers 0.
nzl

3 : : 2 o S e 1
(b) En déduire que la suite de variables aléatoires (M) converge en probabilité vers 3
n
nzl
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SOLUTION DU SUJET 4.2
1. X +Y est a valeurs dans [0, 2[ ¢t une densité de X + Y est h, définie par, Vz € R,

+oo 1
)= [ pel =0t = [ et

Or fx(z—t)=1siz—te|0,1], 0 sinon. D’ou :

Osiz<Oouxz>2
h(z) =z size0,1]
2—zsize|l,?2

1
IX+Y](Q)cCc{0,1} et P(|X+Y]|=0)=PX+Y €[0,1)=P(X+Y <1)= / zdz = %
0
Done P(|X +Y]| =1) =} aussi, dou | X +Y | ~ B(3), et E(|X +Y]) = 3.

2. On utilise le SCE ([X +Y|=0,|X+Y]|= 1). Siz e [0;1],

1’({X+Y}<x):1’(({X+Y}gm)n([XJrYJ:0))+1’<({X+Y}<z)r‘|([X+YJ:1))
T 1+
:1’(0<X+Y<z)+1’(1<X+Y<1+z):/ tdt+/ (2-t)dt ==.
0 1

Siz<0, P{(X+Y}<z)=0,ctsiz>1,P{X+Y}<z)=1Doa{X+Y}~U(0;1]).
[N\
\I/ import numpy.random as rd, numpy as np
> def simulPE2S _n(n):
3 S=0
4 for k in range(n):
5 St-rd.random()
6 return np.floor(S)
7 #ou S=sum(rd.random(n))
(b) On conjecture que E(|S,]) est ¢gal a ";1 :
4. (a) Ona: |z|] <z <|z|]+1,doun+ |z|<nt+z<(n+|z])+ 1

(b) {z+y} ={lz] +{z} + v} = lz| +{z} +y— llz| + {z} +y] = |z]| + {z} +y— [z] - =z} +yl =
{{z} +y}
5. On montre par récurrence sur n que {S,} ~ U([0; 1[). Pour n = 2, c’est la question 2.
Pour 'hérédité : {Spe1} = {Sn + Xns1} = {{Sn} + Xnz1}, avee {Sn} ~ U([0;1]) et X1 ~ U([0;1]),
les deux variables étant indépendantes. On applique la question 2.
De plus, S, = [Sn] + {Sn}, d’oit par linéarité : E(|S,]) = E(S.) — E({Sa}) = % — 3 = 252,
6. (a) Ve >0, 1’(1‘%l =) = P({S.}) = ne) =0 si ne > 1, donc pour n asscz grand. D’ou le résultat.

{Sn}

(b) La suite (——) converge en probabilité vers 0,
nzl

n

1

ct la loi faible des grands nombres montre que %:i converge en probabilité vers 3,

- S 5 S s =
d’on puisque J-1—Z’l = Sa _ {5} JT:'J- converge en probabilité vers %

n n ?
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SUJET 4.3

Soit n. € N*, on note M,,(R) cnsemble des matrices carrées d’ordre n a cocefficients réels.
Si M € M, (R), on désigne respectivement par Ker(M) = {X € M,, 1 (R) | MX =0} et Im(M) = {MX | X € M, 1(R)}
le noyau et I'image de M.
On dit qu'une matrice M € M,,(R) est involutive si M2 = I ot I est la matrice identité d’ordre n.

1. On considére une matrice involutive A de M,,(R).
(a) Montrer que Ker(f — A) et Ker(I + A) sont supplémentaires. En déduire que A est diagonalisable.
(b) Montrer que Tr(A) € [—n,n]. Etudier la parité de Tr(A) en fonction de celle de n.
(¢) Que peut-on dire de plus sur les sous espaces Ker(1 — A) et Ker(I+ A) lorsque A est aussi symétrique
(M, 1(R) est muni du produit scalaire canonique).

2. Dans cette question, on considére deux matrices involutives A et B de M,,(R).

(a) Développer et simplifier les produits (A + B) (A — B) ¢t (A — B) (A + B).
(b) Montrer que Im(AB — BA) C Im(A + B) NIm(A — B).
(¢) Prouver que Im(AB — BA) = Im(A + B) NIm(A — B).

3. On se place dans le cas ot n = 2 ¢t on considére les matrices

0 1 1 0 -1 -1
]VI:(10>,N1:(00)(:tN2:4(1 1)

(a) Existe-t-il Z € Ma(R) qui soit solution de 'équation MZ — ZM = Ny ?

(b) On cherche maintenant a savoir s’il existe une matrice involutive A qui vérific MA — AM = No.
Montrer que on a nécessairement Tr(A) = 0. En utilisant la question 2.(¢) déterminer ensemble
des possibilités pour une telle matrice involutive A.

(¢) Si A et Z sont deux solutions de 'équation MU — UM = Ny d’inconnue U € M3 (R), que peut on
dire de la matrice Z — A? En déduire Uensemble des solutions de 'équation MU — UM = N,.
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SOLUTION DU SUJET 4.3

1

3.

(a)

(b

S

(c)
(a)
(b)

(c)

(c)

Avee le cours ou par vérification immédiate, on voit déja que Ker( — A) N Ker(I + A) = {0}.
1 1

De plus, si X € M, 1(R), on peut ¢écrire X = 3 (I+AX+({I-A)X) = 3 (X1 + X3) avee

(I-A)X, = [+ A)Xs = (I - A%)X = 0, ct par suite M, 1(R) = Ker(I — A) + Ker(I + A).

Finalement, on a bien M,, 1 (R) = Ker(/ — A) @ Ker(I + A) ct le cours nous dit alors que A est

diagonalisable.

Comme A = R~!DR avee R inversible et D diagonale, il vient Tr(A) = Tr(R~!DR) = Tr(DRR™!) =

Tr(D) = dim(Ker({ — A)) — dim(Ker( + A)) = 2dim(Ker(I — A)) — n. Si n est pair, on voit que

I’ensemble des valeurs possibles pour Tr(A) est Pensemble des entiers relatifs pairs de [—n, n].

Lorsque n est impair, cet ensemble est celui des entiers relatifs impairs de [—n,n].

Dans ce cas les sous espaces Ker(I — A) et Ker(I + A) sont des supplémentaires orthogonaux.

Comme A% = B?(=I), on trouve (A+ B) (A — B) = BA— AB ¢t (A— B) (A + B) = AB — BA.

SiY = (AB — BA)X, on exploite la question précédente on observe que
Y=(A-B)(A+B)X=—(A+B)(A—B)X € Im(A+ B)NIm(A — B),

ce qui implique bien inclusion voulue.

On écrit Y = (A+ B)X; = (A — B)Xs, avec 2 (a) il vient (A — B)Y = (AB — BA)X; ct
(A+ B)Y = —(AB — BA) Xy, d'oi1 2AY = (AB — BA)(X1 — X3).

Comme A2 = I, on obtient

2Y = A(AB — BA)(X;, — X») = (B— ABA)(X, — X») = (BA— AB)A(X; — X,) € Im(AB — BA).

L’inclusion réciproque est done prouvée et par suite Im(AB — BA) = Im(A + B) N Im(A — B).
Supposons qu'il existe Z € My (R) vérifiant cette équation, en appliquant la trace a cette égalité on
obtient 0 = Tr(MZ) — Tr(ZM) = Tr(N;) = 1 ce qui est absurde. Il n’y a donc pas de solution.
D’apres la question 1. (b), Tr(A) € {—2,0,2}.

Supposons que Tr(A) = —2 (resp. Tr(A) = 2), comme A est diagonalisable (cf. 1. (a)) ct que
Sp(A) C {—1,1}, la scule possibilité est A = —I (resp. A = I) ce qui est impossible d’aprés
Péquation. On a done nécessairement Tr(A) = 0. Avece la question 2. (¢), on voit que 'on doit avoir
Im(A+ M)NIm(A— M) =Im(MA — AM) = Im(N3) = Vect(1, —1), ce qui implique que 'une des
deux matrices A+ M ou A — M est non inversible et non nulle.

Par suite, on a nécessairement Im(A + M) = Veet(1, —1) ou Im(A + M) = Veet(1, —1).

Si Im(A + M) = Veet(1, —1) (resp.Im(A — M) = Veet(1,—1) ), la somme des coefficients de chaque
colonne de A+ M (resp. A — M) est nulle et comme Tr(A) = 0 il en résulte que P'on peut éerire
A avee un scul paramétre que 'on détermine facilement en calculant par exemple le cocefficient
(MA—AM); ;.

La vérification que les deux matrices trouvées sont bien involutives est triviale.

L’ens. des A involutives vérifiant M A — AM = N est donc {< _23 _12 ) , ( “21 j2 )} .

Si A et Z sont deux solutions se P'équation MU —~UM = Ny, on observe que M(Z—A)—(Z—A)M =0
¢t par suite que Z — A appartient a 'ensemble C des matrices qui commutent avee M que 'on
détermine facilement. En prenant pour A P'une des deux matrices trouvées précédemment, il en
résulte que Pensemble § des solutions de U'équation MU — UM = Ny est donné par § = A + C.

Finalement, on trouve
s 2 + S 1 + t 2
S_{(—3+t _2+s)|(s,t)€R}.
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SUJET 4.4
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (€2, A, P).
e Si A est un événement de cet espace, on note 14 la variable indicatrice de 'événement A.
e X cst une variable a valeurs positives admettant une espérance non nulle. On note F' sa fonction de
répartition.

(X5 )nen est une suite de variables indépendantes a valeurs positives suivant toutes la méme loi que X.

n
e Pour tout entier n = 1, on note S,, = E X et F, la fonction de répartition de S,,.
k=0

Pour tout w € €2, pour tout ¢ > 0, on note N;(w) le plus petit entier n = 0 tel que Sy, (w) > t.
On admet que N, est une variable aléatoire.

e Pour tout ¢ > 0, on note M(t) = E(N,) lorsque cette espérance existe.

1. Soit ¢ > 0. Pour tout n € N*, montrer que P(N, = n) = F,,_1(t) — F,.(t).

2. On suppose dans cette question sculement que X suit la loi exponenticlle de paramétre 1.

(a) Ecrire unc fonction Python N(t) qui réalise une simulation de la variable N, (la fonction exponential (1)
de la bibliothéque random de numpy simule la loi £(1)).

(b) Pour tout n € N, montrer que P(N, =n) = /0 L (:%;)!c_wdz - /0 L :: ¢ *dz.
(¢) En déduire la loi de Ny, existence de M(t) et sa valeur.
On revient au cas général.
3. Montrer qu'il existe a > 0 tel que P(X > a) > 0. On note alors p = P(X > a).

-X

4. (a) Montrer que ™ < exp (—al[ x>a])- En déduire que E(c™X) <1 —p(1 —¢™%).

(b) En utilisant I'inégalit¢ de MARKOV, montrer que :

Vn>1, F,(t) < ¢ [IE((:_X)] e
+oo

5. Montrer que M (t) est défini pour tout ¢ > 0 et que : M (t) = Z Fo(t).
n=>0
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SOLUTION DU SUJET 4.4

1. (N, = n) est réalisé si et sculement si (S, > ) est réalisé et (S,—1 < t) aussi, c’est a dire
(S =BG b= (9 = H\(Six > ). Dot 1’(NL =n) = 1’(3" > t) — P(Sp—1 > t) car
(Sp—1>1t) C(Sp >1t). Ainsi, P(N, =n) = (1 — F,(¢)) — (1 — F—1(t)) = Fu—1(t) — Fu(t).

2. &=
\1/ import numpy.random as rd
» def N(t):
3 s—0
1 n—0
while s<—t:
6 s—sfrd.exponential (1)
7 nt=1
8 return n
9
L gn—1
(b) Ona S,,_1 ~ y(n), don, pour t > 0, F,,_1(t) = / ——e "dz.
o (n—1)!
L n
De méme F,(t) = Fc“’dz, d’ou le résultat par la question 1.
o n!

t".
(¢) On inteégre par parties F,,_1(t), et on obtient : P(N, = n) = —?(f_t, d’ou N; ~ P(t).
n!
Ainsi E(N,) =t.
3. Comme X est positive, on a P(X < 0) = P(X = 0); donc P(X < 0) < 1, puisque sinon on aurait
E(X) =0, ce qui est absurde.
1 1
De plus, [X < 0] = m [X < —] , d’on, par décroissance, P(|[X < 0]) = lim P( [X < ])
n n—+00
neN*
Ainsi : Ik € N*, P([X < £]) <1, don P(X > £) > 0.
4. (a) La variable X ecst posltlvc, d’ott X > al[xs,) par disjonction des cas [X > a] et [X < a.
D’ot =X < —al{x, ct on compose par 'exponenticlle. D’ou Uexistence de espérance, et :

E(c¥) < E(exp(—alixsq))) = P(X >a)e ™ + P(X <a)=pe ™ +1-p=1—-p(l—e*).

n+1 n
(b) L’espérance E(e™5") existe et vaut (E (=X )) car ¢S = H e Xk,
k=0
D’ou d’aprés MARKOV :

s L B(e Xyt
B, () = P(S,.<t) =Ple=" 2ie™) & —
5. D’aprés la question 1 cela revient a étudier la série Z n(F,_1(t) — Fo(t))-
nzl
On sépare la somme particlle en deux et on réindexe :

N N-1 N-1
D n(Fuoa(t) — Fu(t) = ) (n+ 1)Fy(t) Z nF,(t) = Y Fu(t) — NFy(t).
n=1 n=0 n=1 n=>0

L’in¢galité de la question 4b montre que N Fy () tend vers 0, et que la série E Fy.(t) converge par
k20
comparaison a une séric gétométrique, d’ou la conclusion.
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SUJET 4.5

o U

1. Soit la fonction d’une variable réelle ¢ @ u +— i
U

En utilisant le changement de variable u = t2/2, que 'on justifiera, montrer la convergence de Uintégrale

+oo P
Jo  e(u) du, notée K, et calculer sa valeur.

. . L. . . ‘7".12
2. (a) Déterminer ensemble D des réels z pour lesquels la série de terme général ‘W , n € N* converge.
+oo o e
Pour z € D, on note alors f(z) = T
n
1

n=

(b) Montrer que pour tout = € D,

+o0 o Uz +o0 o ux
- lu < f(z) < . lu.
/1 ﬁ(u\f(f)\/o \/ﬂ(“

(¢) En déduire un équivalent de f(z) quand z tend vers 0F.

3. Pour tout n € N* on pose

mn 1
Sp= — ¢t U,=85,—2vn.
2 I v

(a) Prouver que la suite (Uy,)nen+ converge (on pourra ¢tudier Uy, q — U,,).
(b) Justifier que pour tout z € D la série de terme général S, ¢™™* converge.

On note alors h(z) sa somme.

On admet que si (an k) x)enz st une famille de réels positifs tels que

+oo
® pour tout n € N, la série E Ay ) CONVETZe (()Il pose A" = E (l-u,k),
k k=0

e la séric E A,, converge

n

+o00 /400 +o0 /40 +o0 [/+o0
alors E E an 1 | existe ct E E Ang | = E E Qp g
k=0 \n=0 n=0 \k=0 k=0 \n=0

(¢) Exprimer h(z) en fonction de f(z) pour z € D.

(d) En déduire un équivalent de h(z) quand = — 0.
+o0
4. Montrer Pexistence de E Ve ™ et en trouver un équivalent quand z — 07 .

n=1
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SOLUTION DU SUJET 4.5

1. Par changement de variable £+ #2/2 = u et densité de la loi normale,

+o0
K = \/5/ 12 dt = /x
0

NB : le théoréme de changement de variable donne la convergence de Uintégrale.
—-nx
2. (a) Siz <O, ¢ ——— > 400 donce la série diverge; si z = 0, la séric L diverge; si z > 0
( ) ’ n n—iea 2e ’ Z % gce; )
—-nx

= 0( _) donc la série converge (absolument) ; et D = R .
NG n

e

(b) Par décroissance de u +—» ‘W (pour tout z > 0) comme produit de fonctions décroissantes positives

(ou étude de fonction), et convergence de la série, done des intégrales, on obtient

+o0 o +o0 U
du < f(z) < lu .
/1 o u< f(z) \/0 T du

(¢) Le changement de variables w+ uxz =t (pour z > 0) donne

1 o0 ot +oo ot

\/_ \/_dt < f(z) < \/_ \/_

d’on par encadrement /z f(z K = soit f(z) ~ —=.
ol par encadrement /7 f(z) T VT, soit f(z) SE
3. (a) On a par quantités conjuguées
1 2  a—VaFl w1 1
vVn+l n+vn+1l Vn+1(Van+vVn+1) /aT 1 (va+ ,—n+1)2 oo 4n3/2

(ju+1_(}n =

de signe constant et terme général de série convergente ; done (Up, )nen+ converge (vers L).
(b) Ainsi, S, —2+y/n — L =o0(y/n), donne S, ~2y/n puis S, e~ =0 (1/n?) ct la séric converge.
(¢) Pour z > 0, par la permutation admise, aprés en avoir vérifié les conditions,

-3 (S5) | - |g S| - X =] - 2L

n=1 n=k k=1

I, Ao . 3c x _'ﬁ
(d) D’aprés 2.¢) et 3.c), h(x) S 7

4. Pour z > 0,on a /ne ™ =o (1 / n2) , donc la série converge.

+o0
On pose g(z) = Z Jre e

n=1
La suite convergente (Up, ),en+ est bornée (par M), done

Z U, o

n=1

Mc™ M h(z) 7
m (']': 7 =0 (}L(T)) donc (.’I‘) ~ T of m

|h(:r 2¢( .r)| =
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SUJET 4.6

1. Soit P un polynome de degré k > 0 ct de coefficient dominant 1 tel que : Vz € R, zP'(z) = kP(z) .
(a) Montrer que 0 est une racine de P.

(b) En déduire qu’il existe r € N*, 7 < k ¢t @ un polyndéme ne s’annulant pas en 0 tels que :
Vz € R, P(z) = z"Q(x).
(¢) En conclure que : Vz € R, P(z) = z*.

Soit n € N* et A une matrice carrée d’ordre n non nulle.

2. (a) On note Z(A) l'ensemble des polyndmes non nuls annulateurs de A. Justifier Uexistence de
min deg(2). On note 7 ce minimum.
PeZ(A)

(b) Montrer qu’il existe un unique polynome annulateur de A de degré r et de coefficient dominant 1.
On note 114 ce polynéme et on 'appelle le polynéme minimal de A.

3. On suppose dans cette question qu’il existe une matrice carrée B d’ordre n € N* telle que AB — BA = A.
(a
(b

(¢
(d

Montrer par absurde que A n’est pas inversible.
Etablir que pour tout k € N, kA* = A*B — BAF.
En déduire que AIT, (A) = 0.

En conclure que A" = 0.

~— N~ e

4. On suppose maintenant qu’il existe B et C' carrées d’ordre n telles que AB — BA=A+C ¢t BC =CB.
Montrer qu'il existe m € N* tel que (A + C)™ = 0.
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SOLUTION DU SUJET 4.6

1.

(a) On évalue la relation donnée en z = 0, ce qui donne 0P'(0) = kP(0) avee k non nul, d’ou P(0) = 0.

(b) Soit r ordre de multiplicité de 0 pour le polyndome P. Alors r € [1, k] et il existe Q € R[z] tel que
P(z) = z"Q(x), avee Q(0) # 0.

(c) On a en dérivant : zP'(z) = z(rz"'Q(z) + " Q' (z)) = rz"Q(z) + z" ' Q' (x).

D’oi, d’aprés Uhypothése, rz"Q(x) + 211 Q' (z) = kx"Q(x).
On simplific par z". En 0, cela donne rQ(0) = kQ(0), d’ott £ = r ¢t puisque P est unitaire :
P(z) =2,

(a) {deg(P),P € Z(A)} est non vide et inclus dans N*, done cet ensemble admet un minimum.

(b) Unicité : par 'absurde, si P ¢t @Q sont deux polynémes disctints de degré r et unitaires, alors P — Q
est non mul de degré inféricur ou égal a » — 1 et annulateur de A, ce qui contredit la minimalité de 7.
Existence : si P est un polynéme non nul de degré r annulateur de A et de coefficient dominant «,
alors %1 ? convient.

(a) Si A est inversible, alors ABA™! — B = I,,, d’ott tr(ABA™! — B) = n, c’est a dire
tr(ABA™1) — tr(B) = 0 = n, ce qui est absurde.

(b) Par récurrence sur k. Initialisation pour k = 0 triviale. Hérédité @ on a

A*+1p — BA*1 = A(A*B — BA*) + ABA* — BA¥t! = AkA* + (AB — BA)A* = kAF+1 4 AR+

= (k+1)A*L.
(¢) Posons IT4(x Z arz®. Alors Iy ( Z kagpz* ! , d’ou zlly (z) = Z kagz®.
k=0

Ainsi :
Ally(A) = Z kaxA* =" ax(A¥B — BA*) = (Zak/lk) B- B(Zak/lk)
k=1 k=1 k=1
= HA(A)B — BII4(A) =0.

(d) Par unicité de mq, on a: I 4(z) = %J:H’A('f,), soit 7114 (z) = zITy (x),
d’ou IT4(z) = 2", en utilisant la question 1.

4. Posons A’ = A+C, alors A’B—BA' = (A+C)B—B(A+C)=AB+CB—-BA—-BC =AB—-BA=A".

D’otu si m est le degré du polyndome minimal, alors A" = 0, ¢’est a dire (A + C)™ = 0.
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SUJET 4.7

Soit (E, (, )) un espace cuclidien, p et ¢ deux projecteurs orthogonaux non nuls de E.
1. Montrer que pour tout = de E, on a ||p(z)|| < ||z||-
2. En déduire que si A est une valeur propre de po g, on a |A| < 1.

3. Montrer que pour tout = de E, on a (p(z),z) = ||p(x)||>.
En déduire que si A est une valeur propre de pog, on a A = 0.

4. Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.

(a) Soit f =poqop.
Montrer que U'endomorphisme f de E est symétrique et que Im(p) est stable par f.

(b) Montrer qu’il existe une base de Im(p) formée de vecteurs propres de p o g.

(¢) Soit G, H deux sous-cspaces vectoriels de E. Montrer que (G + H)* =G+ N HL.
(d) Soit I = (Ker(q) + Im(p))*. Soit z € Ker(q) + F. Déterminer p o g(z).
)

(¢) Conclure.
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SOLUTION DU SUJET 4.7

1

4.

Comme il s’agit d’une projection orthogonale, p(z) et z — p(x) sont orthogonaux d’ott en appliquant le
théoréme de PYTHAGORE

lp@)I* < llp@)I* + [l = p(@)I* = |=]]*.

Soit A une valeur propre de p o ¢, et z un vecteur propre associé. On a p(g(z)) = Az. Done

llp o a(@)II* = lIpa@)II* < lla(@)II* < |l=]]*.

Dot |A] ||z]|? < ||z||? et comme = est non nul, |A| < 1.

Pour tout = de E, p(x) et = — p(z) sont orthogonaux.

Donc (p(z),z — p(z)) = 0 soit (p(z),z) = ||p(z)||*.

Soit A une valeur propre de po g, et z un vecteur propre associé. On a (p(q(z)),q(z)) = ||p(q(z))

Mz, q(z)) = |lp(g(x))||* done Allg(z)[[> = N?||[|>. .
Si A # 0 alors comme z est non nul, on a ||g(z)||> = A||z||> d’ott A > 0. On en conclut que A = 0.

[|> done

Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.

(a) Soit z et y deux veeteurs, on a puisque p et g sont des endomorphismes symétriques

(f(z),y) = (pogop(x),y) = (gop(z),p(y)) = (p(x),q0p(y)) = (=, f(y))-

Ainsi f est un endomorphisme symétrique sur E.
De plus soit z de Im(p), f(z) = p(q o p(z)) € Im(p), donc Im(p) est stable par f.

(b) On applique le théoréme spectral a 'endomorphisme f restreint a Im(p). Il existe une base de Im(p)
formée de vecteurs propres de f. Par ailleurs tout vecteur propre de f dans Im(p) est aussi un
vecteur propre de p o ¢ puisque pour tout vecteur = de Im(p), p(z) = z. Il existe donce une base de
Im(p) formée de vecteurs propres de p o g.

(¢) Soit G, H deux sous-cspaces vectoricls de E. Soit z € G+ N H et soit y € G + H. Ainsi
Jue G,dv e Hyy=u+wv.

Donc < z,y >=< z,u >+ < z,v >= 0. D’ou z € (G + H)*. Ce qui donne une premiére inclusion.
Réciproquement, on a G C G+ H et H C G+ H done (G+ H)* C Gt et (G+ H)* C H- d'ou la
deuxiéme inclusion.

(d) D’aprés la question précédente, on a
F = (Ker(q) + Im(p))* = Ker(¢)* N Im(p)* = Im(q) N Ker(p).
Soit z € Ker(q) + F, x = u+ v avec u € Ker(g) et v € F = Im(q) N Ker(p). On a
pog(z) = plg(w)) +p(q(v)) = 0+ p(g(v)) = p(v) = 0.

(¢) Ona
F @ (Ker(q) + Im(p)) = E.

d’on
(F + Ker(q)) + Im(p) = E.

Ce qui permet de conclure que p o g est diagonalisable.
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SUJET 4.8

Toutes les variables aléatoires de Uexercice sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soit un réel ¢ = 2. Soit N une variable al¢atoire qui suit la loi de POISSON de paramétre q.

1. On pose X = ¢~. Montrer que X admet des moments E(X™) a tout ordre m € N ¢t les calculer.

n

On pose ¢g = 1 ¢t pour tout n = 1, ¢, = H
k=1

7 = Pour tout n € N, on pose a,, = nle,.
—q

2. Montrer que la suite (|ay,|)nen est décroissante. En déduire une majoration de la suite (|a,|).

3. Soit =z € R.

o . 1 :
(a) Montrer qu'il existe ng € N tel que : Vn = ng, |cpp12™ ™ < §|c":1:"|.

(b) En déduire la convergence de la série E cpx™ 3 on note f(z) sa somme.

nz=0
4. Pour tout x € R, montrer que : f(qz) = (1 — z) f(z).
+oo
5. En déduire que, pour tout m € N, on a : Z eng™™ ) = .
n=>0

6. Montrer Pexistence d'une variable aléatoire U a valeurs dans N telle que :

Vn €N, P(U:n):P(N:n)(H%).

7. On pose Y = Y. Les variables X et Y ont-clles la méme loi ?
8. Montrer que, pour tout m € N, on a E(X™) = E(Y™).
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SOLUTION DU SUJET 4.8

1. Par | théoréme de transfert, I ona:

20 q +OO 1"'+1 m41 m4-1
E(X"L) = ]E(qu) o § qvukP(N s k) E 7nk =42 == a4 § — o9 x f — o4 =q_
k=0 k=0

2. Comme ¢ =2, onal—qg* <0, donc:

lant1]  (n+Dleaga] n+1 n+1 = n+1 _q
|an| |enl PHt—1 (=10 +§F-F7%) ~ LX@EFLhefl)

Ainsi (|a,|) est décroissante, donc : |Vn =0, |an| < |ao] = 1.|

. y - - (:"+1$-n+1| |T|
3. (a) Siz =0 c’est ¢évident, sinon, comme = T 0,
|enx™| gntl —1 n—>+oo
+1
o Nl A s a : Cn+1 "
par définition de la limite, il existe ng tel que % 3 pour n = nyg.
Cp

- P Z . n—rngn
(b) Par récurrence évidente sur n = ng, on en déduit que : H < (%) len,z™|.
Par comparaison avec une séric géométrique convergente, on en déduit la convergence absolue de la

série E Cat

nz0
+o0 +oo
LOwe: ([ )l ufle) = ¥ et = D a1 e~ A
n=0 n=1 n=1
_1+Z(" l(l—q"_l) _1—|—Z( g " = f qz).
n=1 n=1
+o0
5. On a Z eng™ ™) = f(g™*'). Montrons par récurrence sur m > 0, la relation : f(g™+1) = 0.
n=0
e C’cst vrai si m = 0, en prenant z = 1 dans la question précédente = f(g) = (1 —1)f(1) =

e Si ¢’est vrai a Pordre m, alors en prenant z = ¢™ ! dans la question précédente,
ona: f(g"?) = (1—q¢™)f(g™*!) =0, donc ¢’est vrai a I'ordre m + 1.

6. La suite (P(N =n) (1+ %‘))HGN est positive car |a,| < 1. Et :

+i:.uI[”(N =n) (1 ) Z]P’(N =n)+ = Z]P =n)a,

n=>0 n=0 n=0

—l+—(‘_qz i ":1+—(‘ "Z("q

11.—0 n=>0

d’aprés la question 5, avec m = 0.

7. Les variables N et U n’ont pas la méme loi puisque 5+ # 0, done X = ¢V et Y = ¢V n’ont pas la méme
loi non plus, puisque la fonction # + ¢* est injective sur Ry

8. Par théoréme de transfert, par un calcul analogue a celui de Q6, on a :

+00 +0o
E(Y™) = E(¢"V) Z ¢ PN =) (1+5) = 3 ¢™"P(N = n) + % 3 ¢ P(N = n)a,
n=>0 n=0 n=>0

— E(X"L) A (‘_q Z an n(1n+1) IE(X"L) + 0, d’apr(‘zs Q5

n= 0
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SUJET 4.9
1. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o0o[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales
+0o0 +oo
/ f(#)dt ct / g(t)dt convergent et valent 1. Soit A un réel de [0, 1].
0 0

(a) Montrer que, Vt > 0, (f(£))(g())*=> < Af(t) + (1 — N)g(?).

+o0 +o0
(b) En déduire que Pintégrale / (f()*(g(t))*~*dt converge et que / (FE)Mg(t)dt < 1.
0

0
2. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o0o| & valeurs strictement positives telles que les intégrales

+o00 +00
/ f(t)dt et / g(t)dt convergent et A € [0, 1].
0 0

En utilisant la question précédente, montrer que :

A+WUUDNﬂﬂY‘Ht<<A+wf@MQ

A 1-A

([ o)

“+o00
3. (a) Onrappelle que : Vz > 0, I'(z) = / t*~le~tdt. Montrer que pour tout = > 0, I'(z) > 0.

0
On définit alors la fonction G sur |0, +oo| par G : z + In(I(z)).
(b) Etablir que pour tout A € [0,1] et V(z,y) €]0,+0c[? on a :

Tz + (1 - N)y) < (D(2) (D) >

Que peut-on en déduire pour la fonction G 7

4. Soient x et y deux réels strictement positifs. On suppose que y = 1.
1 1
(a) Montrer que G(z + 1) < (1 — —) G(z)+ -G(z +y).
Yy Yy

(b) En déduire que I'(z +y) = 29T (z).

5. Soient z et y deux réels strictement positifs. On suppose que y < 1. Montrer que :

I(z +y) < 29I(2)
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SOLUTION DU SUJET 4.9

1. (a) Pour tout A € [0,1], V(z,y) € |0;+oo[,In(Az + (1 — N)y) = Aln(z) + (1 — A) In(y) par concavité du
In. En posant = = f(t) ct y = g(#), les fonctions étant a valeurs strictement positives sur |0; +oo[, et
cn passant a U'exponenticlle, on a 'inégalité souhaitée.

400
(b) D’apres 'inégalité précédente, et Pintégrale / (Af(#)) + (1 — A)(g(t))dt ctant convergente par
+oo 0
lin¢arité, on a par comparaison que / (f(#)*(g(t))*~*dt converge. Par croissance de Uintégrale,
0

+oo +o0
ona: / (F() (g(t)Adt < / (Af(®) + (1 — A)(g(2))dt =1 d’apres les hypothéses.
0 0

f(#)

rFeo

/ f(t)de
0

9(t)

/0+°° g(t)dt

400
D’ou : / (@(#)*((t))~Adt converge et est inféricure ou égale a 1, d’ott la conclusion par linéarité.
0

2. Posons, pour tout t > 0, p(t) = (le dénominateur ¢tant non nul car lintégrale est

strictement positive) et ¥ (t) = . et ¥ vérifient les hypothése de la question précédente.

3. (a) Vz > 0,T(z) > 0 par stricte positivité (a justifier avee le programme).

+o0 A pay
(b) V(z,y) €]0, +oo[2, T(Az+(1-A)y) = / tAz+H(1-Ny—le—tgs — / (t*lemHMtv e )1 AdL, ce
0 0

400 A +o0 1—-A
qui est inféricur d’aprés la question 2 a ( / t”_lc_Ldt) ( / ty_lc_‘dt) =T(z)*I(y)* .
0 0
On en déduit que G est convexe.

4. (a) Y(z,y) €0,+oo%,(z+1) = (1 — %):r + i(:r + 1), d’ou le résultat par convexité.

(b) Vz €0, 400, G(z+1) = G(z) + In(z), d’o1, par la question précédente, iG(z +y) = In(z) + iG(m),

c’est a dire G(z + y) = yIn(z) + G(z). En prenant U'exponenticlle, on a 'inégalité souhaitée.
5. Y(z,y) €]0, 4002, (z+y) =Az+ (1 —A)(z+1) (z+y € [z,z+1]) avec A=1—y € [0,1].
D'ou: G(z +y) < (1 -y)G(z) +yG(z + 1) < (1 — y)G(z) + yG(z) + yIn(z) < G(z) + yIn(z), d'ou le
résultat.



130 ESCP 2023 — Oral

s ;
SUJET 4.10

Soit p €]0,1]. Soit (Xn)nz1 une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé,
mutucllement indépendantes et suivant toutes la loi géométrique de parameétre p. Pour tout n € N*, on pose

n
Aq" — E Xk .
k=1

1. Rappeler la formule donnant P(X; = k) en fonction de k& € N.

k—1 3
i—1 k—1
2. Montrer que pour tout entier n de N* et tout entier £ > n + 1, E = .
i=n n—1 =

3. Démontrer par réeurrence que pour tout n € N* et pour tout k €N, ona:
)

k—1 o
7L o —n si >
(n— l)p (1—p) si k=n,

P8y =%)=
0 si k<n

+oco
Dans la suite, on admet que si 'on pose f(z) = E x?, alors :
7=0

+oo
VneN, Vz el - 1,1, Y i(G—1)---(G —n+ 17" = f(z).

j=n

Soit f une fonction de classe C! sur [1, +oc[, bornée et a dérivée bornée.
Soit N un majorant de |f’| et M un majorant de |f]|.

4. Dans cette question on prend n € N* et z €]0, 1].

k+n-—-1 E
a) Montre > la série 1 —z)" est convergente.
(a) Montrer que la séric E ( a1 )( )" est convergentc
keN
b) En déduire que la série : 1+ — 1 —z)" est convergente.
(b) En déduire que la séric k2>0f( +n> ( 5 op )( x)" est convergente

Pour tout x €)0, 1], et tout n € N*, on pose alors :

= k\ (k+n—
ij.,,_(.’l,‘) :J"LZf(l—*_;) ( :;ﬁ 1 1)(1_T)k
k=0

Sh

n

5. Pour tout n = 1, é¢tablir Pexistence de E ( f ( )) ct comparer cette espérance a Ky, (p).

6. Soit € un réel strictement positif.

Lq l K
(a) Montrer que PP ( — - —‘ > 6) < — ou K cst une constante a déterminer.
n o p n
(b) Démontrer que :
* Aq1" 1 Lq',‘_
VneN* |E|(f —fl-)|<Ne+ MP =—les& |
n P n o p

(¢) En déduire lim (Kj,(p)).

n—+o00
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SOLUTION DU SUJET 4.10

1. Pour k =0, on P(X; = k) = 0 ct pour tout k > 1, on a P(X; = k) = p(1 — p)*~1.
2. Pour n fix¢, par récurrence sur k a Paide la formule du triangle de PASCAL.

3. Par récurrence sur n 2 1. Initialisation immédiate. Supposons 'égalité vraic au rang n :
Pour k <n+1,0na ]P‘(9n+1 =k)=0,car X;(Q) =N*.Sik>n+1lona:

k.
P(Snt1=k) =P(Sn + Xns1 =k) = Y _P({Sn =i} N {Xn41 =k —1})

i=0
k—1
= Z P(S,, = i) x P(X,,41 = k — i), (indépendance et support des variables)

= Z ( )p"(l )" x p(1 — p)*~*~1, (hypothése de récurrence)

k-1 ,.
— o+l [ k—(n+1) i—1 — ontl ] = k—(n+1) k—1 1’ ds 2
P (1-p) ;(n_l P (1-p) , ) (dapres 2)
4. (a) Comme 1 —z €] — 1,1, aprés décalage d’indice, la formule admise donne la convergence de la série

s (n— D!IF™(1 - x).

k+n—
(b) La valcur absolue du terme général de la série est majorée par sup | f |( (1 — 'I‘)
n—

Donc la série est absolument convergente.
. . Sn . PP
5. Comme f est bornée sur [1, +oo|, Pespérance de f (—) existe. Par le théoréme de transfert, on a :
n

]E(f (%)) = :i)f (%) P(S, = k) = Jff (%) P(S, = k) = :Xj)f ("Zk)nr(s" —n+k)b

k=n
+o0
Q.3 k n+k—
= Zf<1+;) ( el )p (1 -p)* = Kpa(p)
k=0 )

6. (a) Les variables (Xg )iy ont une espérance (qui est 1—11) ct une variance (qui est -4 ).

Sn —1 >e) € g
= np2e2’

L’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV permet done de conclure que P (

—— ll (%). On a :

S |>&>

1
(b) Par incgalit¢ des accroissements (avee |f/| < N) ' f ( ) I (—)‘
p

= G) Gl (R) -7 ()l ve-ie) 1= (s <) 19/

*qn 1 - . - .
<E (N e —' ) +2MP ( - ‘ 5) (inégalité triangulaire et (%))
Sp 1
g]E(Ne]ll_sn l( +2M]P’ < Ne + 2MP >
n p x€ n P
(¢) Au final, pour tout lona:|K,r(p)—f : | < Ne+ 20
al, pour tout n > 1 on ¢ ns (D o)1 € ot

Pour n assez grand le deuxiéme terme est majoré par €. Donce le premier membres est aussi petit

5 1
que 'on veut pour n assez grand. Ainsi (K[ ,.(p)), converge vers f (— .
P
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SUuJET 4.11

/2 sin(nx)

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, U'intégrale / dz est convergente.

o  sin(z)
On pose :
/2 .:
sin(nx
Vn € N,u,, = / #da‘
0 sin(x)
2. Déterminer wug, uq et us.

3. (a) Montrer que

2
Vn € Nyupio —u, = 1 sin ((n + 1)%)

(b) Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie u,, a Pappel de u(n) .

1 def u(n):

2 S (1) xen—1:

3 u—~0

1 for k in range(2,n+}1,2):
5 M=

6 else:

7 =

8 for k in range(---):

9 M=

10 return u

ot la boucle for k in range(2,n+1,2): fait prendre a k des valeurs de 2 (inclus) a n+1 (exclu)
avee un pas de 2, soit : 2,4,6,8,...

p—1 k
T —1
(c) Montrer que, pour tout p de N, on a uy,; = 3 ct pour tout p de N*, on a uy, =2 Z 2(k ) A
= 2k +1
p—1
4. (a) Pour tout réel z et pour tout p de N*| simplifier la somme Z(—l)ka:2k.
k=0
(b) Etablir la relation :
P2 -k = Loy
Vp € N*, =—+ (-1 ”+1/ — dz.
¥ ;)2“1 il A
—1)*

(¢) Montrer que la série de terme général converge ct donner sa somme.

2k +1
y converge et donner sa limite.

(d) En déduire que la suite (u,),, .
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SOLUTION DU SUJET 4.11

1. La fonction intégrée est continue sur |0, 7/2].

sin(nz o o 5 :
En 0, |— () ~ n; donc Uintégrale proposée est faussement impropre en 0.
sin(z) | «—0

- w/2
2. On trouve ug = 0,u; = 3 ct ug = / 2cos(z)dr = 2.
0

3. (a) On sait que sin((n + 2)z) = sin((n + 1)z) cos(z) + sin(z) cos((n + 1))
ct sin(nz) = sin((n + 1)z) cos(z) — sin(z) cos((n + 1)z).
Done sin((n + 2)z) — sin(nz) = 2cos((n + 1)z) sin(z). Done, par lin¢arit¢ de 'intégration

2.5 2)z) — sin(nz x/2 2
ey — / sin((n + 2)z) — sin(nx) s / I .
0 0 n+

sin(z)

: sin ((n + l)g)

(b) On peut proposer (attention au décalage) :

1 import numpy as np

> def u(n):

3 if (=) een——1:

1 u—0

5 for k in range(2,n+1,2):

6 u—u{2+np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)

7 else:

8 u-np.pi/2

0 for k in range(3,n+1,2):

10 u—u{2*np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
1 return u

(c) D’aprés 3.a), on a, Uspys — Uspr1 = p% sin((p + 1)m) = 0 donc Vp € Ny ugyy1 = uy = 5.

P 1 k
sin ((21) + l)g) = Ugp + ( ) =3 Uy = 22 = )

2
Ugp+2 = Ugp + 2t 1

2p+1
p—1 2\P n+1,.2p
y 1-(—2?) 1+ (—1)PT1g2F
4. (a) Pour tout réel z, on a —z2 # 1 donc —1)kg2* — = ; :
(b) En intégrant cette relation sur [0, 1] (fonctions continues), on obtient :
p—1 1 1 2p s LT
1 i3 s ; TP
= / dz + (— 1)"+1/ ~dzr = -+ (—l)""’l/ dz
2 o 1+ x2 o 1+x2 4 0o 1+x2
(¢) Par décroissance sur [0, 1] de z +> —1—4-_1—13, ona:Vre(0,1,0< 3 < -1—_‘—_1~7 § 1.
En multipliant par 22 > 0 et en intégrant sur [0, 1], on trouve 0 < o T:_;} Zp T
1 2p
ct par encadrement  lim —— dz=0.

p—=+too Jo 1+ 2

p—1 k +o0 k
—1 -1
En peut passer a la limite dans 4. b), on a :  lim (=) . E (=] .
4 L2k |

p—>too £ 2k+1 2k
p—1 %
-1
(d) Pour finir, us, = 22 2(k +)1 donc plﬂlm Unp = 2 X % — g = plgr_l Uspt1,

k=0

donc la suite (u converge et lim u, = —
( ")neN g n—+oo n P)
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Dans tout 'exercice, on considére un entier n = 2 ¢t on note £ = M, (R) ct F = C(E' ; R) Iespace vectoriel
des formes linéaires sur E.
On note ¢galement S, (R), respectivement A, (R), le sous-cspace vectoriel de E des matrices symétriques,
respectivement antisymdétriques.

1. Montrer que dim(E) = dim(F).

2. Soit ¢ : E — E Dlapplication définic par : A+ 'A.
Calculer ¢ o ¢ et en déduire les sous-espaces propres de . L’endomorphisme @ est-il diagonalisable ?

3. On définit G : E — I comme application qui, a toute matrice M € E, associc Papplication G(M) de
E dans R définic par G(M) : A Tr(MA).
Justifier que G est un isomorphisme de E sur F.
On considére dans la suite un élément non nul u de F', et on note ¢ Papplication de E dans E définie par :
Pv: A u(A)IL,.
4. (a) Justifier qu’il existe une unique matrice M € E telle que VA € E | ¢(A) = Tr(MA) I, .
(b) Déterminer le rang de .
(¢) Calculer ¥ o1 en fonction de M.
(d) Montrer que Ker(¢)) NIm(v) # {0} <= Tr(M) =0.
(¢) En déduire que 1 est diagonalisable si et sculement si Tr(M) # 0.
5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la matrice M pour que po) =1 op.
6. Dans cette question, on suppose que M € S§,(R) et que Tr(M) #0.
On rappelle que cela implique 1, & Ker(v) .
(a) Que vaut S, (R) + Ker(v)) ? En déduire la dimension de S, (R) N Ker(¢)), puis que
S, (R) = Veet(1,) @ [Sa(R) N Ker(y)] -

(b) Déterminer A, (R) N Ker(v)) .
(¢) En déduire que endomorphisme f = ¢ + 10 est diagonalisable. On précisera ses valeurs propres et

SCS S0US-CSpaces propres.
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SOLUTION DU SUJET 4.12
1. Etant donné une base B de E, Papplication f +» Mp(f) est un isomorphisme de F sur M2 1(R).
Donc dim F = dim M,z ; (R) = n? = dim E.
2. Ona ¢?=1Idg donc Sp(p) C {-1,1};
puis Ker(p —Idg) = Sp(R) et Ker(p + Idg) = Au(R) de somme (directe) E (a justifier), done ¢
diagonalisable.
3. L’application G est lincaire; Vi, j, [G(M)|(E; ;) = mj;,donc G(M) =0 = M =0 d’ou KerG = {0},
ct par ¢galité des dimensions démontrée en question 1, GG est un isomorphisme.
4. (a) Daprés 2. M =G~ (u).
(b) u # 0 entraine Im(¢)) = Vect(Z,,) donc rg(v) = 1.
(¢) L’application ¢ est linéaire et ?(A) = u(A) ¥ (1,) = u(A) Tr(M)1, donc ¢? = (TrM).
(d) On a Ker(¢) NIm(¢)) # {0} <= I, € Ker(v) <= 0 =¢(1,) = Te(M) I, <= TrM = 0.
(¢)

e Si TrM # 0, alors I,, est vecteur propre de 9 associé a TrM # 0 ; comme Ker()) est un
sous-espace propre de dimension n? — 1 d’aprés 3.b), on a v diagonalisable.

e Si Tr(M) =0, alors ¥ =0, donc 0 est seule valeur propre de 1 # 0 (car u # 0), donc ¥ non
diagonalisable.
5. Par bijectivité de G,

pop=vop<=>VA, Tr(AM) = Tr(*AM) = Tr(*MA) = Tr(A'M) <= M ='M <= M € S,(R)

6. (a) Comme I, € Ker(y)) est un hyperplan de E, mais I, € §,(R), on a S, (R) + Ker(y) = E.
Par la formule de GRASSMANN, on a alors

_ n(n+1) B

1
2

dim[S,,(R) N Ker(y)] = dim[S,(R)] + dim [Ker(v))] — dim(E)

Comme Veet(I,,) et S, (R) N Ker(7)) sont d’intersection nulle, leur somme est directe et incluse dans
S, (R), puis égale par les dimensions.

(b) On a
A€ A, (R) = pop(A) = pop(A) = —¢p(A) = P(A) € A,(R)NIm(y) = A, (R)NVeet(I,,) = {0}

done A, (R) C Ker(y), soit A, (R) NKer(¢) = A, (R).
(¢) Alors
E = Vecet(L,) @ [S,,(IR) N K(:r(z/))] @ A, (R)
qui sont des sous-cspaces propres de f associés respectivement a 1+ Tr(M), 1 et —1; d’on f est
diagonalisable.
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CHAPITRE

3

EXEMPLES DE QUESTIONS COURTES

QUESTION SANS PREPARATION 1

Soit XY, Z trois variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de parametre p €0, 1].
On considere le systéme d’inconnues u et v :

(S) - u+v=1
A -

Xu+Yv=2
Déterminer la probabilité que (S) posséde une infinité de solutions.

QUESTION SANS PREPARATION 2

Soit f une fonction de classe C* sur [1, 400,  valeurs positives telle que zf'(z) = o(f(z)).
xr

——400
f (T)

, que pour tout a > 0, f(x) o(z®).

1. Montrer, en ¢tudiant la fonction z +»
€T —>+oo

+o0
2. En déduire que pour tout a > 1, / f )df converge.
1 ¢

QUESTION SANS PREPARATION 3
Soit un entier n = 2. On considére n? variables aléatoires indépendantes (Xi‘j)lgi’jg,, qui sont définies sur
le méme espace probabilisé (£2,.4, P) et qui suivent toutes la loi de BERNOULLI de parameétre p €]0, 1[.

Pour w € €, on définit la matrice carrée M (w) d’ordre n par M(w) = [X; ;(w)], <ijgn -

1. Soient Y ¢t Z les variables alcatoires définies par Y = Tr(M) = ZX’” ket Z= Y Xi;iXji.

1<i<j<n
Déterminer les lois suivies par Y et Z.

2. On introduit la variable aléatoire U qui correspond a la trace de M2, c’est a dire U(w) = Tr(M(w)?)
pour w € €. Calculer Pespérance ct la variance de Y et de U.

137
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QUESTION SANS PREPARATION 4

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, ]P’).

1. Soit (X, )nen+ unc suite de variables aléatoires discrétes positives, admettant chacune un espérance.

Prouver que si la suite (]E(Xn))n&N* tend vers 0, alors la suite (X, )nens converge en probabilité vers 0.

2. Soit (Y,)pen+ une suite de variables aléatoires telle que

1
2-n + 1

ct ]P’(Y" = 2") e 1

VneN, B(,=2) = =571

Etudier la convergence en probabilité de la suite (Y, ).en+ et la convergence de la suite (]E(YT,,))"(:N,.

3. Conclure.

QUESTION SANS PREPARATION 5

On considére un espace cuclidien E de dimension n > 2. On suppose que F' et GG sont deux sous espaces
vectoriels de E qui vérifie les conditions suivantes :

(%) FNG={0}, FNG' ={0}, F NG = {0} et FL NG+ = {0}.

1. Pour n = 2, donner un exemple de deux sous espaces I et G qui vérifient les conditions ().
2. On revient au cas général on I et G vérifie (). Montrer que n est néeessairement pair et dans ce cas
donner un exemple de deux tels sous espaces.
QUESTION SANS PREPARATION 6

Soit f une fonction de classe C! sur Ry qui est strictement décroissante et qui converge vers 0 en +oc.
Pour x = 0, on posc

F(z) = / f@)dt — xzf(x).
Jo
- +<X)
1. Etudier la fonction F'. Préciser le comportement de I en +oo lorsque intégrale / f(t)dt converge.
0

+oo
2. Prouver que si la fonction I est majorée sur R, alors U'intégrale / f(t)dt converge.
0

QUESTION SANS PREPARATION 7

Soit une suite (A, )nen d’événements tels que : Ag =Q, et Vn > 1, P(A,|A—1N---NAp) = ﬁ
Soit la variable aléatoire X définic par : Vw € Q, X(w) = min{n € Njw ¢ A,}.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer son espérance ct sa variance.

QUESTION SANS PREPARATION 8

Soit n € N*. On lance 2n + 1 fois une piccee équilibrée. Pour tout k € [[1,2n + 1], soit Ay I'événement « le
lancer k a donné Pile et on a obtenu (n + 1) Piles a lissue des &k premiers lancers ».

1. Calculer P(Ag), pour k € [[1,2n + 1].
2n+1

1 (k-1 1
2. En déduire que Z 27( . ) =iz
k=n+1
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QUESTION SANS PREPARATION 9

On considére une suite (X,,),,>1 de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilise
(2, A, P) et qui suivent toutes la loi uniforme sur [0, 1]. Pour chaque n > 1, on définit la variable aléatoire Y,
en posant Y, (w) = [X;(w) x --- X X"(w)]'L'.

1. Calculer Pespérance et la variance de Y,,. Etudier la convergence de la suite (E(Y,)).

2. Montrer que la suite (X,),»1 converge en probabilité vers une variable certaine.

QUESTION SANS PREPARATION 10
Toutes la variables aléatoirs de U'exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soit un entier k£ = 1. Soit T une variable aléatoire telle que T'(€2) = [1, k.
On considére k + 1 variables aléatoires (Xi)ogig . qui suivent une méme loi a valeurs dans N.
On suppose que toutes ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes.
T(w)
On définit enfin une variable aléatoire Y par : Vw € Q,Y (w) = Xi (w)-
i=0

1. Montrer que si, pour tout i € [0, k]|, X; a une espérance, alors Y a une espérance.

2. Donner une expression de E(Y') en fonction de E(X;) et E(T).

QUESTION SANS PREPARATION 11

—
dz existe,
T

+oo
1. Soit ¢ > 0. Montrer que I(t) = /
0 t+

+o0 —x
sar s ¢
ct qu’il existe une constante M > 0 telle que VE > 0: 0 < / e dz < M.
1 4
2. Montrer que I(t) ~ —In(#).
1—0+
. .. L, & cf—1
On pourra utiliser 'identité = + pourt >0 etz = 0.

t+x t+zx t+x

QUESTION SANS PREPARATION 12
Soient X1, Xo,Y des variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probablisé (€2, A, P).
On suppose que X; (respectivement Xo) suit une loi de POISSON P(A1), (resp. P(A2)) et que Y est a

valeurs dans {—1,1} telle que P(Y = 1) = p.
Pour tout w € 2 on définit la matrice :

L XMw)  X3w)
Mila)= (Y(wa%(w) X§(w))

1. Déterminer la probabilité que M admette des valeurs propres réelles.

2. Déterminer la probabilité que M soit diagonalisable dans Ms(R).



