MATHEMATIQUES APPROFONDIES - Ecricome 2024

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Major Prépa

Exercice 1

N /. . 1 . .
1. D’apres le cours : la série de Riemann E — converge si et seulement si @ > 1 (elle est donc
n
n=1

+oo
. . L . at V . . .
divergente sinon), et 'intégrale de Riemann o converge aussi si et seulement si a > 1
1

+00 N
L’énoncé notait alors S = Z — et pour tout entier naturel N non nul : Sy = Z — (somme partielle
n n
n=1 n=1
“+oo
1 , =
de rang N) et Ry = Z — (reste d’ordre N de la série convergente).
n=N-+1
1
2. a) On sait que la fonction ¢ +— 7 est strictement décroissante sur |0 ; 400, donc pour tout entier
n>=2:
vVt € [n;n+ 1] L 1 t Vte] 1]1<1< !
n;n , ———= < =< — e n—1:n], =< -<——.
(n+1)2 2 " n2 n2 2 " (n—1)2

La fonction concernée est également continue sur |0;4o00[, et n — 1 < n < n+ 1, donc d’apres
'inégalité de la moyenne (ou la propriété de croissance de I'intégrale) :

a1 1 nodt e 1 nodt
/n t—zéﬁ(n~l—1—n)et E(n—(n—l))é/ﬂ_lt—w donc/n t?gﬁg/n_lt—?

b) Soit un entier N > 2, on peut passer a la somme lorsque n varie de N +1a M > N + 1 dans
I'inégalité précédente; on obtient :

M n+1 M M n M4l M o
1 dt dt 1 dt
dt < — < — = — < —< | =
n=Z:N+1/” ng\/‘jrl n? n;NH/n—l ¢ /N+1 t2 n:Z:NH n2 /N t2

M

1 1 1 1 1

= - < LK==

M+l Nt n:ZNHTﬂ MTN

dt
d’apres la relation de Chasles. La série Z 2 converge, donc on peut passer a la limite dans cette

n=1
1 1
double inégalité pour obtenir, puisque lim =0= lim —:
SRE L pusane A e M+ 1 Moo M

1 _ *i L, 1
N+175 &= m? NS N

Remarquons que ’énoncé demande de prouver I'’encadrement aussi pour N =1 :

1 1 1 5
on sait que 3 <Ry<-,et Ry = 3 + R,, donc 6 < R; < 1, ce qui implique bien

<R <
5 1

DO | =
— —
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3. En remarquant que pour tout N € N* |Sy — S| = | — Ry| = Ry puisque le reste est positif : d’apres
1
ce qui précede, |[Sy — S| < 1072 est vrai deés que N <107% <= N > 10%. On peut donc prendre
Ny = 103,

4. On pose pour tout N € N*: Ty = SN—l—N;_H.
a) Pour tout N € N* : |TN—S|:\SN—S+N:_1\: Ni_l—RN.
OrNiq<RN<%:>O<RN_N;+1\%_N11:]jszNl;g’
donc N1 — Ry| = Ry — N:-l < NQirN < %, ce qui donne bien par transitivité de

I'inégalité :
1
VN e N*, |Ty — S| < N2
1
b) D’apres ce qui précede : [Ty — S| < 1072 est vrai dés que NE <1073 < N? > 1000, ce qui
est vrai des que N > 32 d’apres les carrés fournis par ’énoncé : 31 n’est pas assez grand, 32 est
le premier entier qui convient.

On pose maintenant pour tout couple (n,p) d’entiers naturels non nuls :

1
nn+1)--<(n+p)

un(p) =

5. Soit p € N*.

a) Le terme général u,(p) est le produit de (p+ 1) facteurs, nombre indépendant de n, et chacun de
ces facteurs est équivalent a n, donc :

1

~ .
n—s+oo MmPT1

un(p)

b) Puisque p € N*, alors p+ 1 > 2 > 1, donc la série Z

n>1

1
T converge (le critere a été rappelé a la
n

question 1). Le critere d’équivalence des séries a termes positifs assure alors que la série E un(p)

n=1
est elleeméme convergente.
+o0
On pose pour tout p € N*:  U(p) = Z un(p).
n=1
1 1 1 , .
6. a) Pour tout n € N* : u,(1) = —— = — — —— donc les réels a = 1 et b = —1 conviennent.
nin+1) n n+l
b) On a alors :
400 N
1 1 1 1
U(l) = —— = 1 (—— )z li l1———=1
& ;n(n+1) NEEOO; n n+1 N-4oo N +1
7. a) Soit un couple (n,p) d’entiers naturels tel quen > let p > 1:
1 1
Up(p — 1) —u, —1) = —
(P =1 = tnle =D = oo ) e DA Dt i p= 1)
- ntp—n - P — - un(p)
nn+1)---(n+p—1)n+p) nn+1)---(n+Dp) e
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8.

b) Soit p € N* : pour tout n € N*,

b) D’apres ce qui précede, on peut écrire :

&= 1 1 1 1

= Zun(??) = Z%(un(p—l)—unﬂ(p—l)) = lim —(ui(p—1)—un(p—1)) = =x =

N—+co P p 1x2X---xp p-p’

n=1

Le fait que Nlim un(p — 1) = 0 du fait qu’il s’agit du terme général d’'une série convergente.
—+00

a) Montrons par récurrence sur p € N* que la propriété

1 P
:"Vn e N*, — — Dluy,(k)”
Plp):7vn " n? (n—|—1) -(n+p) +; S

est vraie pour tout p € N*.
Pour p=1-:
1 1 1+n 1

1! ! 1
Vn € N, T 1)+;(k 1), (k) e 1)+O.un(1) e D D - R

donc P(1) est vraie.

Supposons P(p) vraie pour un certain entier p € N*, et montrons qu’alors P(p+ 1) est encore

vraie, soit : Vn € N* 1 (b +d) + % — Dl (
’ ' "n?2 nPn+1)+-(n+p+1 n
Par hypothese de récurrence :
1 P! p AR P!
e T Sy e 4 ;(k — D), (k) = ;(/@ — 1), (k) + P D) — plun(p + 1)

p+1

B S p! B p!
_Z(k 1! n(k)+n2(n+1)---(n+p) nn+1)---(n+p+1)

k- Dlun (k) + pllntptl—n) (p+1)! 3 +§:<k—1)!un(1€),

n*(n+1)--~(n+p+1) n2n+1)---(n+p+ —

=
M+ I
i

k=1

donc P(p + 1) est vraie si P(p) Pest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout p € N*, d’apres le
principe de récurrence.

1 11
n(n + 1) e (n +p) - H( - Z(k - 1)'un(/€)> est le terme

général d'une série convergente, comme combinaison linéaire de termes généraux de séries toutes

n2

1
convergentes (— et les u,(k)); on peut donc passer a la somme quand n varie de 1 a 400 dans

I’égalité précédente, de sorte que :

+oo 1 +oo too P
S:;ﬁ:p!;'rﬂ(n—l—l) “(n+p) +;; — Ditun(k
+o0 p
:p!; - +1) yrs +; —1)! Zun p‘z T n+p)+;(k—1)!U(k)

:p!; (n+1) -(n+p) +; _1'W ZkQ plz nn+1)---(n+p)
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9.

10.

11.

La fonction 2 — —l est strictement décroissante sur ]0; +ool, et pour tout entier n > 2:

Vo € [n—1;n], donc d’apres 'inégalité de la moyenne

<
npt2 = rpt+2’
(la fonction est continue sur R et n —1 < n) :

n+1l—n 1 /" dz

= < .
npt2 np+2 A 1 P2

+o0 1

L’intégrale et la série Z convergent, donc la sommation de la double inégalité
1 xrp+2 — np+2

précédente donne, pour tout N > 2 :

np+2\ xp+2_ 22 T Moo (p+ DapttIn p+1 NpHL

n=N-+1 n=N-+1

Pui tout n € N* ! < L 1 bi
uisque pour tout n < , alors on a bien :
auep "n2(n+1)---(n+p)  nr

“+o00

1 1 1
V(N,p) € (N*)?, 0< < : .
(N.p) & () n:ZMln2(n+1)-~(n+p) p+1 Nrtl

on suppose maintenant que p = 3. On pose donc pour tout entier naturel N non nul :

N

3 1 N
:kzlk_ g n+2)(n+3 Z 2(n+1) n+2)(n+3)'

D’apres 8.b) avec p = 3 : pour tout N € N*|

1 6 1
Uv—S5|=6 z
[Un =S % n?(n + )(n—|—2)(n+3) 4 NY
n=N+1
44 N | ; . .
de sorte que |Uy — S| < 1077 est vrai des que 5 Vi <107 <= N* > 150 <= N >4, toujours

grace aux valeurs de 3* et 4* données par 1'énoncé.

Le graphique fourni illustre les vitesses de convergence comparées de Sy, Ty et Uy vers S : Uy
converge infiniment plus vite vers S que Ty, qui converge elle-méme infiniment plus vite vers S
que Sy. Pour une erreur ¢ = 1073, on retrouve bien que |Uy — S|, [Ty — S|, |Sy — S| passent
en-dessous de cette valeur maximale a partir des seuils de rangs N de l'ordre de ceux qui ont été
obtenus précédemment.
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Exercice 2

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul, g, ..., x, des réels deux a deux distincts.

Partie 1

On considere l'application ® : R, [z] — R"*!

P (P(ZL‘Q),...,P(ZBn))

1. a) Soit (P,Q) € (R,[z])?, et soit A € R :

P(AP+Q) = (A\P(z9) + Q(0), \.P(z1) + Q(z1), . . ., \.P(x) + Qy,))
= A(P(a0), P(ar).. ... Pl)) + (Qra), Qan)oe i @rn)) = AB(P) + 3(Q).

donc ® est une application linéaire de R, [z] dans R™"!.
Pour P € R,,[z] :

®(P) = Ogarr <= (P(x0), P(21), ..., P(xn)) = (0,0,...,0) <= Vk € [0;n], P(z;) =0.

Le polynéme P € R,[z] admet n + 1 racines distinctes : c’est donc le polynéme nul, et par
conséquent Ker(®) C {Og,[»}. L'inclusion réciproque est toujours vraie car ® est linéaire, donc
Ker(®) = {Og, 4]}, et ® est injective.

b) L’application ® est linéaire injective, entre les deux espaces vectoriels R,,[z] et R"™! qui sont de
méme dimension n + 1 : elle est donc bijective (conséquence du théoreme du rang).

Par conséquent : pour tout élément (yq, .. .,y,) de R™ il existe un unique polynéme P € R, [z]
tel que

O(P) = (Yo, ¥n) = P(x0) =v0, P(x1) =41,..., P(Tn) = Ya.

2. Pour tout entier ¢ de [0;n] : le vecteur de R™*! défini par y; = 1 et y; = 0 pour tout j € [0;n] \ {i}

admet un unique antécédent L; par 'application bijective ®, tel que :

1 sii=y,
Vjie[o;n], Li(z;) =
0 sii#j.
3. Dans cette question uniquement, on suppose que o = —1, x1 =1, 19 =2 et 3 = 3.

o Le polynoéme Ly a pour racines x;, x5 et x3 et c’est un polyndéme de Rs[z], donc Ly est de la
forme Lo(x) = a(z — 1)(z — 2)(x — 3).

On sait aussi que :  Lo(zg) =1 <= a(-2)(=3)(-4) =1 < a=—35;,

done | Lo(z) = —i(x e —2)x—3)|.

o De méme, L, € Rs[z] a pour racines zy, 5 et z3 donc est de la forme a(x +1)(z —2)(z — 3), et :

done | Li(z) = i(a: 1) —2)(x—3)|.

o Ly € Ry[z| a pour racines zg, z; et x3, donc est de la forme a(z + 1)(z — 1)(x — 3)

Li(r1)=1 <= a2(-1)(-2)=1 < a=

PN

1
avec Lo(w3) =1 <= a.3.1.(-1) =1 <= a= —3, donc | Ly(z) = —g(x +1)(z—1)(z—3)]|.

o L3 € Rs[z]| a pour racines xg, z1, x2, donc est de la forme a(x + 1)(x — 1)(z — 2)

1
avec Ly(z3) =1 <= a421=1 <= a=3, donc|Ls(x) = g(x +1)(x—1)(z—2)]|.
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4. Dans le cas général : pour tout i € [0;n], L; € R,[x] admet les n racines distinctes x; pour

Jj €[0;n]\ {:}, donc d’apres le théoreme de factorisation : il existe une constante a telle que

Li@)=a [] (@ -
0<ji<n
JFi

Comme L;(z;) = 1, alors a H (x; —xj) <= a = ——=————, de sorte que :
0<j<n I
i i#i

I1 (=)
0<jsn

J#i

IT (zi— )
0<j<n

JF

Vie [0;n], Li(z)=

Comme a un facteur constant pres, L; est le produit de n facteurs unitaires de degré 1,

1
alors deg(L;) = n, et de plus, le coefficient dominant de L; est

I (zi—a;)
0sjsn

J#i

Z désigne la famille (Ly, ..., L,). On considéere maintenant pour P et @ deux polynomes de R, [x] :
Q)= P(x)Q(xs
k=0
5. Montrons que (-, -) est un produit scalaire sur R,[z].
« Pour tout (P,Q, R) € (R,[z])?, et pour tout A € R :
AP+Q,R) =Y (\P(er)+Qar)) R(ze) = X Z P(zi)R(zi)+)_ Qax) R(ze) = A (P, R)+(Q . R)
k=0 k=0

donc (-, -) est linéaire par rapport a la premiere variable.

« Pour tout (P, Q) € (R,[z])?

j{:.F’J% ZE:(Q xk <CQ })>

par commutativité du produit des réels : application (-, -) est donc symétrique, et par conséquent

bilinéaire grace au premier point.
n

« Pour tout P € R, [z]: (P,P) = Z (P(xk))Q >0,
k=0

e etdeplus: (P,P) =0 <= Z (P(mk))2 =0 <= Vk € [0;n], P(xr) =0 car une somme de

k=0
réels positifs est nulle, si et 'seulement si chacun de ses termes est nul.

Le polynome P, élément de R,[z|, doit donc avoir n + 1 racines distinctes : c’est forcément le

polynome nul, donc (-, ) est définie positive.
On a bien démontré que (-, -) est un produit scalaire sur R, [z].

6. Pour tout couple (i,7) € [0;n]?* tel que i # j :

(L; , L;) ZL (zx) L, (x1) = Li(w:) Ly(z;) = 0
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car dans la somme, tous les termes sont nuls des que k # 4, et puisque L;(x;) =0 des que ¢ # j : le
seul terme restant de la somme est en fait nul lui aussi.

Pour tout ¢ € [, selon le méme principe :

n

(Li L) = > (Li(wi))” = (Li(x))" =12 = 1.

k=0

La famille . est ainsi une famille orthonormée formée de n+1 éléments de R, [z] : comme cet espace
est justement de dimension n + 1, on en déduit que .Z est une base orthonormée de R,[z] pour le
produit scalaire défini dans cet exercice.

7. Comme .Z est une base de R,,[z] : pour tout polynéme P € R, [z], il existe une unique décomposition
n

de ce polynome sous la forme P = Z ay. Ly, dans cette base.

k=0
Si on évalue cette égalité en chaque point z; (0 < j < n), au vu de la définition des L; dans la
question 2., on obtient :

Vieoinl, Plzy) =) awLilz;) = a;Li(x;) < a; = P(x;).
k=0
Le (n + 1)-uplet des coordonnées de P € R, [#] dans la base £ est bien (P(zo),..., P(z,)).

Partie 2
i—1
On pose maintenant Ny = 1 et pour tout i € [1;n] : Ni(z) = H(m — ;).
j=0
8. Dans cette question uniquement, on suppose que g = —1, x1 =1, 9 =2 et 3 = 3.
a) Par définition :

Ni(z) = (x—x0) = (x+1), No() = (z—20)(x—2x1) = (x+1)(z—1), N3(z) = (z+1)(z—1)(x—2).

b) D’apres 7., les coordonnées de chaque polynome N; (0 < i < 4) correspondent au
quadruplet (Ni(xo), Ni(z1), Ni(z3), Ni(l'g)), soit ici :

e pour Ny: (1,1,1,1) e pour Ny : (0,0,3
e pour Ny : (0,2,3,4) e pour N3: (0,0,0,8)

1 000
1 200
M= 1 330
1 4 8 8
Cette matrice est clairement inversible, puisqu’elle est triangulaire inférieure, avec des éléments
diagonaux tous non nuls. T a
On calcule M~ en résolvant le systéme M X =Y, d’inconnue X = :Z et de second membre Y = ZC)
t d
= 2 =b—aly+ Ly— L
MX =Y «— {* T 2y b s 1Y a Lo 2 —In
r + 3y + 3z = c 3y + 3z =c—alLs<+ Lys— L,
r + 4y + 8 + 8 = d

4y+82’—|—8t :d—aL4<—L4—L1
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i =a i =a

2y =b—a y Z—%a+%b
< <
62 =a—3b+2c Ly < 2L3 — 3L, 6z =a—3b+2c
8248 =a—2b+d Ly <+ Ly — 2L, 24t = —a+6b—8c+3d Ly <+ 3L, —4L;
T =a 1 0 0 0
= Y 2013 , donc | M~ = 12 21 1
y4 :6a——b—|— 5C 6 —5 3 0
L1 11
b =—s0+3b—3c+5d ~3u 1 3 5

9. Il est clair que deg(Ny) = 0 et que pour tout i € [1;n], IV; est de degré i comme produit de i
facteurs de degré 1.

La famille A4~ = (Ny, Ny,...,N,,) est donc une famille de n + 1 polynomes de R, [z] de degrés deux
a deux distincts : ¢’est donc une famille libre, et puisque dimR,[z] = n + 1 = Card(.4), alors A"
est bien une base de R, [z].

10. a) D’apres la question 7., les coordonnées du polyndéme Ny dans la base £ forment le (n + 1)-uplet
(No(zo), No(z1), ..., No(2,)) = (1,1,...,1) puisque Ny est le polynéme constant égal & 1. Par

conséquent, on a bien :
n n
= E 1.Ly, = g L.
k=0 k=0

b) Selon le méme principe qu’a la question précédente : pour tout entier i de [1;n], on cherche les
coordonnées de N; sous la forme du (n + 1)-uplet des valeurs (Ni(x0)7 Ni(z1),. .., Ni(a;n)).

i-1
Par définition, on sait que N;(x) = H(x —xj) a pour racines xo, 1, ...,;—1, donc les ¢ premieres
=0
coordonnées de N; dans la base £ sont nulles, et pour tout k € [i ;n],
i—1
on a simplement N;(z;) = H(azk — ), donc en effet :
=0
n i—1
Vie[l;n], N; = ZN xy) L H x, — x;)L
k=i 7=0

11. La matrice de passage A de la base .Z a la base .4 a pour coefficients les coordonnées des vecteurs
de la nouvelle base .#", dans I'ancienne base .Z. Au vu des résultats de la question 10., on a donc :

| 0 0 0 0
1 (z1— o) 0 0
1 (.’EQ — .To) (Z‘Q — SL’(])(.TQ — Z’l)
A=
1 (2n_1 —20) (Tno1 — 20)(Tnot — 1) 1j (@01 — ;) 0
U @-20)  @-m)e-r)  Ten) Teo-)

Cette matrice est inversible puisque c’est une matrice de passage entre deux bases de R,,[x], et comme
elle est triangulaire inférieure, alors son inverse est aussi triangulaire inférieure.
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La base .Z étant orthonormée pour le produit scalaire considéré dans cet exercice : si 4 était aussi
orthonormée, alors la matrice de passage A serait orthogonale, donc d’inverse égale a sa

, t ) . t . . s .
transposée “A. Ce n’est évidemment pas le cas, puisque "A est triangulaire supérieure.

On conclut donc que A" n’est pas orthonormée.

On considere n + 1 points Xo = (o, %0), - - - » Xn = (Tn, Yn)-

12.

13.

Pour tout entier naturel k£ de [0;n], on note Py le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux
points Xy, . .., X} : c’est 'unique polynéme de degré au plus k vérifiant Py(x¢) = 4o, - .., Pe(2r) = k-

Le polynéme P, appartient a R,[z] dont A" = (Ny, Ni,...,N,) est une base : il existe bien un
unique (n + 1)-uplet (ag, ai, ..., a,) de réels tels que

P,(x) = agNo(z) + a1 N1(x) + - -« + a, Nu(2).

k
Dans cette question uniquement, I’énoncé admet que : Vk € [1;n], ar = Z kL

- jl:[O(% — ;)

i
Lo Yo
Considérons que les données sont représentées par les deux matrices X = | : | et Y =
L Yn
a) La fonction Python ci-dessous prend en entrée X, matrice-colonne a n + 1 lignes, un entier i et
k
un entier k et renvoie le produit 1_[(:16Z o) ¢
§=0
J#
def prodX(X,i,k):
p =1
for j in range(k+1):
if j 1= i:
p=p *x (X[il - X[jD)
return p
b) La fonction Python ci-dessous prend en entrée X et Y et renvoie les coefficients ay, .. ., a, selon

la formule admise ci-dessus, sous la forme d’une matrice-colonne :

def coeff(X,Y):

a = np.zeros ((n+1,1))

a[0] = yl[o0]

for k in range(1,n):
s =0

for i in range(k+1):
s = s + y[il/prodX(X,i,k)
alk] = s
return a

¢) La fonction précédente permet de calculer les coefficients de chaque polynéme L; pour i € [0;n] :
Zo
il suffit a chaque fois, d’utiliser la fonction coeff avec le vecteur X = | : | et le vecteur Y; dont
T
toutes les composantes y; sont nulles, sauf y; qui vaut 1.

La matrice colonne obtenue est a chaque fois, celle des coordonnées de L; dans la base .4 ; en
concaténant ces n + 1 matrices colonnes, on obtiendra la matrice de passage de 4 a £, donc
I'inverse de la matrice A.

La fonction coeff est donc appelée n + 1 fois.
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14. a)

b)

c)

15. Soit k un entier naturel de [1;n — 1]. On pose Qi(z) =

a)

b)

En évaluant I'égalité obtenue a la question 12.; et du fait que par définition, zy est racine de
chacun des polynémes (N;)i<i<n, On obtient :

P, (xo) = agNy(xg) <= yo = ag puisque Ny est constant égal a 1

Par ailleurs, pour tout ¢ € [0;n], deg(V;) = i donc seul le polynéme N,, possede un terme de
degré n; il est clair par définition d’ailleurs, que N,, est unitaire, donc dans I’écriture
P,(z) = agNo(z) + - - - + an Ny (), le coefficient du monome de degré n de P, est bien a,.

Toujours d’apres la question 7. : les coordonnées de P, dans la base . constituent le (n+ 1)-uplet
(Pn(aro), P,(x1),... ,Pn(a:n)) = (Y0, Y1, - -, Yn) par définition de P,, donc :

= Z yiLz(x)

On a vu a la question 4. que le coefficient dominant, de degré n, de L; est W’ donc le
T; — Xj
0<y<n ’
J#i
coefficient du monoéme de degré n de P, est Z %, qui est donc aussi la valeur de a,,.
0<]<n

JF

M»

§=0
Rappelons que pour tout j € [0; k], deg(N;) =j < k, donc @, est un polynéme de Ry[z] comme
combinaison linéaire d’éléments de cet espace vectoriel.

Pour tout entier i € [1;k] : Qglz Zaj (), qui est aussi égal a Zaj x;), puisque
7=0

des que j > k, alors j > 7 et @x; est alors racme de NN : les termes éventuellement en plus dans la

deuxiéme somme, sont en fait nuls.

Mais alors, d’apres 12. @ Qg(x;) = Z a;jN;(z;) = Pp(z;) = yi.

Le polynome @y € Rg[x] est done, d’apres ce qui précede, le polynéme d’interpolation de Lagrange
associé aux points Xy, ..., X, ; par unicité d’un tel polynéme, on en déduit :

Tout ce qui a été fait a la question 14 pour a,,, peut donc étre encore transposée au cas de chaque
entier k € [1;n — 1] en remplacant partout dans le rasionement, n par k (cela signifie seulement
qu’on ne considére que les points Xy, ..., Xy pour définir les polynémes associés).

Le résultat de 14.c) s’applique donc moyennant ce transfert, de sorte qu’en effet :
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Probléme

Partie 1
On considere un parametre réel a > 0, et 'on définit la fonction f sur R par :
Ve eR, f(z) -
x r)=———-.
7 (22 + a?)

1. Puisque a > 0, alors pour tout € R, 22 +a? > a? > 0 donc f est positive et continue sur R comme
quotient de fonctions qui le sont, dont le dénominateur ne s’annule jamais.

1 &
Soient A et B deux réels (tels que B < A). Si on sait directement que x — —Arctan(—) est une
a a

primitive sur R de 2 — ————, on peut écrire :

2+ a

[, e =2 [ 5 = 2 waan ()] < (e (7))

ou puisque a > 0 :

A B
lim Arctan<—> = lim Arctan(z) = Z et lim Arctan(—) = lim Arctan(z) = —Z,
A—+o00 a T——+00 2 B——o0 a T——00 2
.y oo 1/m T T o
de sorte que l'intégrale (x)dz converge et vaut — (5 — ( — 5)) = — =1, ce qui acheve de
0 T

oo
prouver que f est une densité de probabilité.
Remarque : si on connait seulement le fait que Arctan est une primitive sur R de la

fonction x — 1522 on doit commencer par écrire :
x

/Af(x)dx—g/A dz _E/A dx _i/A dz
B TJp @®+a® T /p a2(1—|—‘§—§) ar Jp 1—|—(§)2

et on réalise ensuite le changement de variable affine, donc licite : ¢ = % qui donne :

A Ala Ala
1 dt 1 dt 1 A B
/ f(z)de = — a_2 = —/ 5 == (Arctan(—) — Arctan(—))
B am Jps, 1+t T ) 1+1 s a a

et on conclut comme précédemment.

2. La fonction de répartition [’ associée a f est définie sur R par :

Vo eR, F(z)= _x F(t)dt = lin l(Arctan<§>—Arctan<§>)

B——oco 7 a
1 1 1
=— Arctan<§> + ) = —Arctan<£> +—-, CQFD.
m a 2 7r a 2

Si une variable aléatoire réelle X a pour densité la fonction f, on dit que X suit la loi de Cauchy de
parametre a > 0.
Lorsque a =1, on dit que X suit la loi de Cauchy standard.
3. Une variable aléatoire X suivant une loi de Cauchy, admet une espérance si et seulement si 'intégrale
+o0
doublement impropre / xf(x)dx est absolument convergente.

—0o0
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axr axr

Or sur [1;+o0[, z — xf(x) est continue positive, avec :  zf(z) =

SHN

a
(2% + a?) sfoo L2 T

+00
L’intégrale de Riemann / — diverge puisqu’elle est ici d’exposant o =1 > 1 : le critere
1 x

+00
d’équivalence des intégrales de fonctions continues positives, assure que / zf(@)dx diverge,
1

“+oo
et par conséquent / |z| f(z)dz diverge aussi.
—0o

Une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy n’admet donc pas d’espérance.
. Soit X une variable aléatoire réelle.

1
e Si X suit la loi de Cauchy standard, alors : Vo € R, Fx(x) = P(X < z) = —Arctan(z) +
™

N —

(d’apres la formule obtenue a la question 2. avec a = 1), et alors :

a 1 1
VeeR, F,x(z)=PlaX < x) =0 P(X < z) = FX(E) A —Arctan(§> + -,
a a T a 2
donc aX suit bien la loi de Cauchy de parametre a, caractérisée par sa fonction de répartition.
o Réciproquement, si a.X suit la loi de Cauchy de parametre a, alors :
a 1 1 1 1
Ve eR, Fx(z)=P(X <x) 20 P(aX < ax) = Fyx(ax) = —Arctan<%>+§ = —Arctan(x)+§,
s a s
donc X suit bien la loi de Cauchy standard.
On a donc démontré par double implication, I’équivalence demandée.

. Soit k£ un entier naturel non nul. Soit z un réel non nul.

1
B+ E)((@—t)2+1)

' o at+f alr—1t)+7~
L’énoncé admettait qu’il existe des réels a;, 3, 7y tels que pour tout réel t, g(t) = )
q B3, tels que p g9(t) R Ty

a) En réduisant au méme dénominateur le membre de droite de 1'égalité précédente, on obtient :

at+ 58  ale—t)+y  (at+B)(a® — 2t + 2+ 1)+ (£ + k*)(ax — ot +7)
24k2 (x—t)2+1 2+ k) ((x — )2 + 1)

Soit ¢ la fonction définie sur R par g(t) =

Vvt € R,

(—az + B+t + (ax® + a — ak? — 2Bz)t + (B2 + B + ak?z + vk?)
2+ k) ((x — )2 + 1) '

1
(2 + k) ((x —t)2+1)

Par identification des coefficients aux numérateurs vis-a-vis de I’expression initiale

de g(t), vus comme des polynémes en ¢, on en déduit bien les relations :

—az+p+y =0 B+ =ar
ar’ +a—ak?> —2fr =0 <= (a(z®+1-k? =20z
Bz’ + B+ ak’x + vk? =1 B(x?+ 1)+ azk? +vk* =1

b) Puisque z est un réel non nul, alors la deuxiéme ligne du systéme précédent est équivalente a
ax(z?+1—k?) = 2B2%; on peut alors procéder par substitution grace & L; dans L, et on obtient :
B+ 1) B(BF Y)k> + vhk* =1
On peut aussi multiplier des deux membres de Ly par x et développer, pour obtenir :

az® + ar — ark® = 282 = azk® = azx(x* + 1) — 282> = (B +7)(2* + 1) — 2627,
et on peut alors susbstituer awk? par cette expression dans Ls, ce qui donne :
B+ 1)+ B>+ 1) +y(@* +1) =282 +9k* =1 < 28+ y(@x* +k* +1) = 1.

On a ainsi bien obtenu les deux égalités demandées.
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c) Puisque 22 + k* + 1 = 22 + (k + 1) — 2k, alors les deux équations précédentes se réécerivent :

Ba? + (k+1)2) =28k +29k* =1 |, ; il
ke 5y ke 2+k’+12 = k+1 +vk= —— .
24t (k1) 29k =1 (Brak)((="+ (k1)) PSS )

d) Pour tout réel ¢, (ﬁj—)’;’il est un réel strictement positif comme quotient de deux réels qui le sont,
donc G est dérivable sur R, et on peut d’ailleurs écrire le premier terme de Iexpression de G(t)

sous la forme %ln(t2 + k?) — %ln ((z — ¢)? + 1) pour dériver plus facilement :

1
1+ (t—x)?

2t a 2xz-t)

X — X —
t2+k2 2 (:E—t)2—|—1+

1
VtER,G/(t):% ]gXEXT(t)?+7X
k
at alz —1) g 0%

I R T o W TR P

_at+ B alr—t)+y
DR+ E S (r—t1)24+1

g(t),

donc G est bien une primitive de g sur R.

6. Soit k£ un entier naturel non nul. Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy de parameétre k,
et Y une variable aléatoire de loi de Cauchy standard, indépendante de X. L’énoncé admettait que
X 4+ Y est une variable a densité.

a) D’apres le cours, on sait alors qu'une densité de X +Y est obtenue par le produit de convolution
d’une densité de X et d’une densité de Y : il est défini, sous réserve de convergence, pour tout
r € R par

o) = [ it - na= [t

_ ko ! =
1) BFR)((z—-t2+1) 7)o J

k
Pour tout réel =, ¢(x) est bien égal a —2( lim G(t) — lim G(t)), sous réserve d’existence de
T t—+o0 t——o0

ces limites.

2 + k? t? 2+ k2
b) Au voisinage de +00 et —oo : L 1, donc lim R 1, et par
(@ —1)2 + 1 totoo (—t)2 t—doo (x —1)2 + 1
L : : t* + k>
continuité du logarithme en 1, lim In (—) =In(1) = 0.
t—+00 (I — t)2 +1
. . . t m i
Par ailleurs, puisque k& > 0 : tEeroo Arctan<g> ki t£+moo Arctan(t — z),
t
et lim Arctan(—) = " fim Arctan(t — z), donc :
t——00 k 2 t——00
_ g mw™ 7 m(k+1) _ g w m(k+1)
lim G(t) = = —+7= = — A t lim G(t) = ———+y= = —
A GO =Fre 15 =5 (B+7R) 2k (22 + (k+1)2) © =0 0 ="}3t3 2k (22 + (k +1)?)
d’apres 5.c), donc :
k k+1 k+1
Ve eR, ¢(xr)=— x2 mk +1) = +

w2 2k(22 + (k+1)?)  w(22+ (k+1)?)

On reconnait bien la densité de la loi de Cauchy de parametre k£ + 1 : ¢’est donc la loi suivie
par X + Y.
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7. Le résultat précédent rend logique le fait de démontrer par récurrence que la propriété P(k) :
"si X1,..., X} sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi de
Cauchy de parametre a, alors X7 + ... + X}, suit la loi de Cauchy de parametre a" est vraie pour
tout entier naturel £ non nul.

Si k =1, alors X suit bien par hypothese la loi de Cauchy de parameétre a, et c’est le seul terme
de la somme, donc P(1) est évidemment vraie.

Remarque linitialisation aurait en fait plus de sens a partir du rang 2...

Supposons P(k) vraie pour un certain k € N*, et montrons qu’alors P(k + 1) est encore vraie.

Soient donc X, ..., X, X1 des variables aléatoires qui suivent la loi de Cauchy de parametre a,
mutuellement indépendantes : d’apres 4., si on pose Y; = X7 pour tout ¢ € [1;k + 1], alors X; = aY;
et ces variables aléatoires Y; suivent chacune la loi de Cauchy standard, tout en restant mutuellement
indépendantes par le lemme des coalitions.

L’hypothese de récurrence s’applique donc avec les variables Y7, ..., ¥, : leur somme X =Y, +---+Y}
suit la loi de Cauchy de parametre k x 1 = k.

Le résultat de la question 6.b) peut alors s’appliquer puisque, toujours par le lemme des
coalitions Y}, est indépendante de X et suit la loi de Cauchy standard : X4V, = Y+ -+ Yp+Yi iy
suit la loi de Cauchy de parametre k + 1.

Mais alors, la fonction de répartition Fj,, de Xy + - -+ + X + X1 est définie par :

Vz € R, Fk+1(x):P(Xl+---+Xk+Xk+lgx):P(a(Yl‘i"“‘f‘Yk+Yk+1)gaf)

1 1
=P(Yi+ o+ Y+ Vi £2) = ;Arctan(kx_{_al) +3

1 x 1
= —Arctan( —— | + =
P an(a(k:—i—l))—i_27

ce qui prouve bien que X; + - -+ + Xj + X1 suit la loi de Cauchy de parametre a(k + 1), et donc
que P(k + 1) est vraie si P(k) Pest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout &k € N*, d’apres le principe
de récurrence.

Partie 2
8. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0;1].

2,2] doncY =a- tan( (U—%))

est presque-siirement bien définie (elle ne 1’est pas si U prend la valeur 0 ou la valeur 1, ce qui a une
probabilité nulle de se produire), et puisque Arctan est la bijection réciproque de la fonction tan,

toutes deux strictement croissantes et continues sur leurs domaines respectifs R et ] -3 %[ :

Dans ce cas, la variable aléatoire 7T(U y %) est a valeurs dans [

Vz €R, Fy(z)=P(Y <z)= <tan <7T(U - %)) S g) = P(”(U —3) < Amtan(%))

1 1
A P(U —Arctan( ) + %) = —Arctan(ﬁ) + %
™ ™
puisque —Arctan( ) + appartient & [0; 1] vu qu’il s’agit de 'expression de la fonction de répartition
s

F de la loi de Cauchy de parameétre a, et vu que P(U < t) =t pour tout t € [0; 1], par définition de
la loi uniforme & densité sur [0 1].

La fonction de répartition de la variable aléatoire Y est donc bien celle d'une loi de Cauchy de
parametre a.
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De ce qui précede, on déduit (c’est la méthode d’inversion) la fonction suivante, qui simule la loi de
Cauchy de parametre a :

import numpy as np
import numpy.random as rd

def cauchy(a):
U = rd.random()
return a*np.tan(np.pi*x(U-1/2))

Soient n un entier naturel non nul, Xy, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes la

Xi+---+ X,
" .

méme loi que X et X, =

10. La fonction Python ci-dessous renvoie un vecteur de taille n contenant une réalisation du n-uplet

11.

12.

(Xl,...,Xn) :
def realisation(n,a):
V = np.zeros(n)

for i in range(n):
V[i] = cauchy(a)
return V

Dans cette nouvelle fonction Python, on doit prendre garde au fait qu’on réalise ici le calcul des
moyennes empiriques d’effectifs croissants:

Xi=X;, Xo=3X1+Xs),.... X1 =X+ +Xo1), Xn=2(X1 4+ +X,).

def moyennes(n,a):
M = np.zeros(n)
S =20
for i in range(l,n+1):
S = S + cauchy(a)
M[i-1] = 1/ix*S
return M

On ajoute en effet une simulation d’une nouvelle variable de loi de Cauchy a S, et on fait attention
au décalage d’indice provoqué par la numérotation a partir du rang 0 des composantes du vecteur M
qui recgoit ces moyennes empiriques successives.

Les trois figures fournies par 1’énoncé illustrent une forte variabilité des moyennes empiriques de
I’échantillon, méme lorsque la taille de celui-ci augmente, au point qu’on reste en peine de pouvoir

affirmer la suite d’estimateurs (X,,),en+ converge en probabilité.

Il faut dire que puisque la loi de Cauchy n’admet pas d’espérance, la loi faible des grands nombres
ne s’applique pas du tout aux moyennes empiriques d’un échantillon de cette loi.

Partie 3

On considére une suite (X,,),en+ de variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toutes
la loi de Cauchy de parametre réel a strictement positif.

On considére un parametre réel strictement positif, et 'on pose pour tout entier n € N* :

1 si|X,| <M, . YVi4+...4Y
Y, = ot Yn:Q.
0 si|X,| > M. n
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13. La variable aléatoire Y,, est clairement une variable de Bernoulli, ou :
P(Y,=1)=P(|X,|<M)=P(-M <X, <M)=FM)-F(-M).

Pour exprimer cette probabilité en fonction de M seulement, il faut remarquer que la densité f est
paire, et qu’a ce titre, la fonction F' vérifie la propriété suivante :

VM >0, F(-M)= /_M Ft)dt = - FOA=P(X, > M) Z1-P(X, < M) =1—F(M)

(%) puisque X, est a densité. Ainsi :
P(Y,=1)=2F(M)—-1 et P(Y,=0)=1-P(Y,=1)=2(1- F(M)),

soit :

PY,=1) = 2AH:t&n(M) et |P(Y,=0)=1- %Aretan(M)

™ a a

14. La suite (Y},)nen+ est celle des moyennes empiriques d’une suite de variables de Bernoulli mutuelle-

o . . 2 M : ,
ment indépendantes, de méme parametre p(a) = —Arctan(—), qui admettent par conséquent une
T a

espérance et une variance : la loi faible des grands nombres (on peut aussi invoquer le théoréeme d’Or
de Bernoulli pour le cas particulier de ces variables) assure alors que Y;, converge en probabilité vers
la variable aléatoire certaine égale a p(a).
15. a) Les propriétés connues de I’Arctangente assurent que : Vo € R%, 0 < Arctan(x) < 7 (la fonction
est continue, strictement croissante sur R donc strictement comprise sur R* entre sa valeur 0 en
0, et sa limite en 400).
T

M 2 M
Ainsi, puisque M >0eta>0: 0< Arctan(—) 3 4 — 0< —Arctan(—) =p(a) < L.
a T a

La deuxiéme inégalité demandée est un classique; la fonction i : ¢ — (1 —t) = —t> + t est une
fonction trindme du second degré de dérivée h' : t — 1 — 2t, positive pour t < % et négative
pour t > 3.

Cette fonction admet donc un maximum en ¢t = % qui vaut h(%) = }1, de sorte qu’on a bien :
1
p(@) (1 =p(a)) = h(p(a)) < -
b) On note ® la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

On sait que cette fonction est de classe C! donc continue sur R, strictement croissante car de

dérivée @' : ¢ —

22
S ez > 0, et réalise (d’apres le théoreme éponyme) une bijection de R dans
7r
| lim ®(x); hIJP ®(z)[=]0; 1] qui contient 0.975 : il existe donc un unique réel z tel
Tr——00 T—>—+00
que ®(z) = 0.975, et comme ®(0) = ; < 0.975 = $(z), on a bien 0 < z par stricte croissance
de ® sur R.

c¢) On utilise ici la méthode classique de construction d’un intervalle de confiance de p(a) & partir du
Théoreme Central Limite : on sait que les (Y,,),en+ sont indépendantes identiquement distribuées,
de méme espérance p(a) et de méme variance p(a)(1—p(a)) > 0 : le théoréme central limite assure
alors que la suite (Vn*)neN* converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée,
réduite, ou :

n

a)(1 —p(a))_

Y, = 2 e B(V) = = S E(v) = %an(a) o) et VT = =S vy = 2

n n
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Le théoréeme donne ainsi :

lim P(—z< Y, < z) = ®(2) — ®(—2)

n—-+o0o

1 @) (1-p@) g

Puisque p(a)(1 — p(a)) < 7 alors

T2

4v/n
T— Tz —

ce qui signifie que [EY" 1 \/_ 2Yn + \/_}

) au niveau de confiance 95%.

— T2

M T
< Arctan(=) <ZVa
rctan > 5 +4\/ﬁ

est un intervalle de confiance asymptotique

lim P (EE —
2

n—-+o00

)20%,

M
de Arctan <—

a
d) La fonction tangente étant strictement croissante et continue sur son domaine }—g ; g[, on a:

P(E?n— NS Arctan(M) ZE = ) = P<tan (g?n— = > < M < tan (Zﬁ—i— T ))
a

2 4/n 4y/n

M M

2 4v/n

= P( — <a< —
tan <ZYn + 7T—2) tan (ZYn _ =
2 4\/n 2

L’intervalle de confiance asymptotique de a cherché est donc :
[ M / M }
’ T— T2 \ |
tan( i - ) tan (—Y — —)
4\/_ 27" 4yn
16. La figure fournie par I’énoncé illustre bien la notion d’intervalle de confiance asymptotique : le
parameétre a appartient systématiquement a l'intervalle (il est compris entre ses deux bornes), dont

I’amplitude diminue a mesure que la taille de ’échantillon augmente, méme si cette amplitude semble
converger vers une valeur strictement positive (et pas vers 0, donc).

17. Pour un niveau de confiance exigé, un intervalle de confiance pour un parametre a doit pouvoir
atteindre une amplitude la plus faible possible, et le plus vite possible pour un intervalle de confiance
asymptotique, c’est-a-dire pour une taille d’échantillon la plus faible possible. Ces deux qualités
s’opposent souvent (si on veut une faible taille d’échantillon, on sera souvent obligé d’accepter un
intervalle de confiance de grande amplitude, et si au contraire on veut un intervalle restreint, on
devra utiliser un échantillon de grande taille) et on doit généralement trouver un compromis.

Au vu des graphiques fournis dans cette question (le deuxiéme est manifestement un "zoom" de la

partie droite du premier), il apparait que c’est lorsque le rapport — est égal a 1 que I'on obtient le
a

meilleur intervalle de confiance asymptotique.
%% FIN DU SUJET %%
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