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(1) A = D + N .

(2)

◊ N =

Q

c
a

0 ≠1 0
0 0 1
0 0 0

R

d
b

D =

Q

c
a

1 0 0
0 1 0
0 0 2

R

d
b DN =

Q

c
a

0 ≠1 0
0 0 1
0 0 0

R

d
b

et

◊ D =

Q

c
a

1 0 0
0 1 0
0 0 2

R

d
b

N =

Q

c
a

0 ≠1 0
0 0 1
0 0 0

R

d
b ND =

Q

c
a

0 ≠1 0
0 0 2
0 0 0

R

d
b

Donc DN = N et ND =

Q

c
a

0 ≠1 0
0 0 2
0 0 0

R

d
b . ND ”= DN donc N et D ne commutent pas .

Première méthode

(3) a4 = a3 ≠ 1 = a2 ≠ 1 ≠ 1 = a1 ≠ 1 ≠ 1 ≠ 1 = ≠4 .

(4) c3 = c2 + 22 = c1 + 21 + 22 = 1 + 2 + 4 = 7 .

(5) b2 = b1 ≠ c1 = 0 ≠ 1 = ≠1 et b3 = b2 ≠ c2 = ≠1 ≠ 3 = ≠4 .

(6) Cette suite est une suite arithmétique de raison ≠1 et de premier terme a1 = ≠1,

donc pour tout n œ N
∗, an = a1 + (n ≠ 1) ◊ (≠1) = ≠n .

(7) Soit n œ N
∗,

n−1ÿ

k=0

2k =
1 ≠ 2n

1 ≠ 2
= 2n ≠ 1

alors, pour tout n > 2,
n−1ÿ

k=1

2k =
n−1ÿ

k=0

2k ≠ 20 = 2n ≠ 2 .

(8) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2,

n−1ÿ

k=1

(ck+1 ≠ ck) est une somme télescopique donc
n−1ÿ

k=1

(ck+1 ≠ ck) = cn−1+1 ≠ c1 = cn ≠ c1

Rappel :

n−1ÿ

k=1

(ck+1 − ck) = cn −cn−1 + cn−1
¸ ˚˙ ˝

=0

−cn−2 + .

¸ ˚˙ ˝
=0

. . + c3
¸ ˚˙ ˝

=0

−c2 + c2
¸ ˚˙ ˝

=0

−c1 = cn − c1.

(9) Or ck+1 ≠ ck = 2k , donc
n−1ÿ

k=1

(ck+1 ≠ ck) =
n−1ÿ

k=1

2k = 2n ≠ 2 .

Donc pour tout n œ N
∗ , cn ≠ c1 =

n−1ÿ

k=1

(ck+1 ≠ ck) = 2n ≠ 2 … cn = 2n ≠ 2 + c1 … cn = 2n ≠ 1 .

(10) Montrons par récurrence que pour tout n œ N
∗, Hn : bn = (n + 1) ≠ 2n .

Initialisation : n = 1, b1 = 0 et (1 + 1) ≠ 21 = 0 donc H1 est vraie.

Hérédité : Soit n œ N
∗ supposons Hn vraie et vérifions que Hn+1 est vraie .

Or bn+1 = bn ≠ cn =
Hn

(n + 1) ≠ 2n ≠ 2n + 1 = (n + 1 + 1) ≠ 2 ◊ 2n = (n + 1 + 1) ≠ 2n+1

donc Hn+1 est vraie.

Conclusion : On a montré par le principe de récurrence que pour tout n œ N
∗, bn = (n + 1) ≠ 2n
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