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Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Dans tout le sujet on considére un espace probabilisé (2, A,P); toutes les variables aléatoires
qui interviennent dans la suite sont définies sur cet espace.

Soit 7 un entier supérieur ou égal a 3 et f
Pour générer des graphes non orientés de maniére aléatoire, on se donne :

¢ [§=[0,n—1], les sommets du graphe;

e pour toute paire de sommets {u, v} avec 1@@;!1!&{!&51&(1@3@%
e 5

Les variables T}, », pour {u,v} décrivant les paires de sommets avec u < v, sont supposées

1inc es:
e les ’un graphe G ainsi généré sont les paires {u, v} telles que Typ = 1 siu <vou
Tyu=1siv<u e
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Dans tout le probléme, par convention, il

VAUE0, un prodiit vaut T, une intersection

Partie | - Nombre aléatoire de triangles

v,w} & trois éléments de l'ensemble des sommets @le
’

T=Atralghe

Etant donné ¢ = {u,v,w}, un élément de 7, on dit que £ est un thangle d
généré aléatoirement si {u, v}, {v,w} et {w, u} sont E——

4 e M ¢ &tey
Pour tout k € [1,F), on note Y la variable aléatoire de Bernoulli associée .21 1 ;V;n(;!:lgn k
est un triangle de G » et Z, est la variable aléatoire égale au nombre de trian .

On note 7 l'ensemble des parties {u,

nombie de ses éléments et on poser

ans un graphe G

Par exemple si n =5 et le graphe G est représenté ainsi,

alors Z5 = 3.

1. Quelle est la valeur de@en fonction de n?
2. a) Soitk € [1,7]. Posons t;, = {u,v,w} avecu <v < w.M)ntrer que Yy =TNelowluw- \
b) En déduire que, pour tout k € [1,7], Y% suit la loi de Bernoulli de paramétre .

¢) Justifier que Z, = i Y. En déduire que E(Z,) = (3)p°.
k=1
» On s’intéresse A la variance de Z,,.
Si i et j appartiennent a [1,7] et sont différents, on note i = j lorsque ¢; et ¢; onf
exactement deux éléments en commun et i # j dans le cas contraire:
On note & P'ensemble des couples (i, j) tels que i = j, ct F I'ensemble des couples (i, j)
telsquei#jeti#j .
On désigne par a, le nombre d’éléments de £,

coupl

3. a) Montrer que :

r

.
V(Z,) = cov Z i,) Y| = Z cov(Y;, Y))
S (i)elt,r]?
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b) Montrer que si(iF) €, Y; et Y, ’; sont indépendantes. En déduire que :

i
¢) En conclure que :

V(Zn) =rp’(1-p") +

» On notd

4. Montrer que si i = j, E

(ij)eE

En conclure que : V(Z = (3) @ - p°) + an (0® - 1°).

5. Calcul de a,.

( Y. E(YY))

E

(Y'Y') = p° et en déduire que A, = a,p°.

a) Déterminer le nombre de triplets ({u,v},w,y) ot u,v,w,y sont quatre éléments

distincts de 'ensemble [0,n — 1].

—n

-2)(n-13)

b) En déduire que a, = n{n :

Partie 2 - Etude informatique

On se donne un graphe G généré par le procédé décrit dans le préambul

On définit la fonction supprimeDer(L) qui si L est la liste des listes d’adjacence du graphe G
dont les sommets sont 0, 1, ..., n — 1, modifie Lrafin-quelle devienne la liste des listes d’adjacences
du'graphe G’} dont les sommets sont 0,1,...,n — 2, obtenu.en supprimant. dans, G le.sommet,

def supprimeDer(L):
s = len(L)-1

L.pop() # supprime le dernier élément de la liste L

forisasin. L
if.8 1in a:

a.remove(s) # supprime s dans la liste a

6. Compléter la fonction suivante pour qu’elle retourne(le nombre de triangles dont un des

sommets est le sommet s dans le graphe G dont la liste des listes d’adjacence est L :

def triangle2s(s, L):

=0 ]/DMO-DJC)“

adj L[s

Cng da S

for i in range(len(adj)):

for j in range(..D,

len(adj)):

E TR 1

¢ cpt += 1
return cpt
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ons précédentes, qui retourne

7. Ecrire une fonctlon nbTriangles(L), utilisant les deux foncti srcionribherine

t
IP fombre de triangles du graphie G dont la liste des listes d’adjacence €S

jvant les hypothéses
8. On suppose que la fonction graphe (n,p) génére un graphe aléatoire sul

décrites dans le préambule.
Expliquer ce que retourne la fonction suivante :
def fonctionMystere(n):
cpt = 0
for i in range (1000):
L = graphe(n,1/n)
if nbTriangles(L) ==
cpt += 1
return cpt / 1000

Partie 3 - Inégalité de Harris

v L eWf
ghkidésigne un entier naturel monmnuly

e Soit f une fonction définie sur une partle D de R¥ a valeurs dans R”
Si k > 2, on dit que rf‘- k-crois: surDusi@ipour tout (z1,...,Tx) €lément de D et
i € [1, k], B f@e tesnrmensemblededeﬁmtw

il e E%

Sik=1, nnéfoncﬁoml-mmntemv est simplement une fonction croissante sur D.
e On définit de mémerla notion de fonction k-décroissant

e On considér
On admet le résultat suivant (théoréme de transfert d’ordre k) :
'Si f une fonction définie sur X(Q) x ... x Xx(Q) et Yie = f(X1, wey Xi) alorss

“

On note (Hg)la propriété suivante :
Sw)ﬁmmxpwn&daambmmxmﬁniwindém fet g deweA § __'es

(inégalité de

9. Dans cette question k =1, on pose X = X une variable aléatoire finie, f et g sont deux
fonctions croissantes sur X (£2).

a) Montrer que pour tout (z,y) € (X(Q))?, (f(z) - f(¥))(9(2) — 9(y)) >0

b) Montrer que pour tout y € X (),
E(f(X)g(X)) + f(v)a(v) = 9(v) E(f(X)) + f(y) E(9(X))

¢) En déduire que (H,) est vraie.
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On pose Yegr = f(Xiy o Xpgr) et Zipr = 9(Xy ooy Xier)
a) A l'aide des théorémes de transfert d’ordre k + 1 et k, montrer que :

EVenZis)= Y, BE(f(Xty e X 2)9(X1, s Xy 2) P (X1 = 2)
z€Xk41()

b) Justifier que pour tout z € Xg41(f2) :
E(f(Xt, ey Xy 2)9(X 1y s Xk 7)) 2 B(f(X1, s Xy 7)) E9(X1, s X 7))

¢) On pose pour tout = € Xp41(92), u(z) = E(f(X1, ., Xk, z)) et v(z) = E(9(X1, .oy X, x))-

Montrer que et v sont croissantes sur Xg| (Q) et E(Yis1Zk+1) 2 E(u(Xe4 Jo(Xes1))-

d) En conclure que (Hyy1) est vraie. Conclure.
¢) La propriété (Hy) reste-t-elle vraie si f et g sont k-décroissantes? Justifier votre
réponse.

Que se passe-t-il si I'une est k-croissante et 'autre k-décroissante ?

Partie 4 - Inégalité de Janson et application

On reprend les notations de la partie 1.
i
De plus, pour tout i € [1,7], on pose Zy; = Y Yi. On remarquera que Zy, » = Zn.
k=1

Dans cette partie on établit un encadrement de P(Z, = 0).
11. Justifier que ﬂ [Typ = 0] C [Zn = 0]. En déduire que P(Z,=0)>(1- p)(;) > 0.

0<u<v<n—1
12. Montrer que pour tout i € [1,7], B(Y; = 0) = E(1-Y;) et P(Zn; =0) = E (H(l - Yk)).
k=1

13. a) On pose m = (j). Justifier briévement que, pour tout k € [1,7], Yi s'exprime
comme une fonction m-croissante sur {0, 1}™ des variables aléatoires T, , pour u < v

éléments de [0,n — 1].
i1

En déduire que, pour tout i € [2,7], 1 =Y; puis H(l — Y;) s’expriment comme

k=1
des fonctions m-décroissantes des variables aléatoires Ty, , pour u < v éléments de
[0,n— 1].
b) En conclure que, pour tout i € [2,r], P(Z,; = 0) > P(Zpi-1 = 0)P(Y; = 0) puis
que :

P(Z, =0) 2 I:I P(Yi = 0) puis P(Z, =0) > (1 - p3)(g)
k=1
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Inégalité de Boole. Montrer par récurrence sur k > 2 quesi By, ..., By, sont des événements,
ona:

k
1?( B,)szn’w.)
i=l

=1

> S_i A est un événement de probabilité non nulle, on rappelle que la probabilité condi-
tionnelle sachant A est notée P4. On admet qu’elle posséde les mémes propriétés que la
probabilité P,
En particulier 'inégalité de Boole est vérifiée par Pj.
De plus 41 X est une variable finie, on note £4(X) l'espérance de X pour la probabilité
P4 ce qui signifie que :
Ex(X)= ) aPa(X =z)
z€X(N)
gcttc C{spérance conditionnelle posséde les mémes propriétés que I'espérance en particulier
I'inégalité de Harris vue dans la partie 3.
15. Soit A, B et C trois événements tels que P(BNC) # 0 et P(ANC) # 0.
Montrer que Ppne(A) = Po(A)Panc(B).
» On admet que les probabilités conditionnelles qui interviennent dans la suite sont bien
définies.
16. Pour tout i € [1,7], on pose 4; = [¥; = 0.
On note aussi I; = {j € [L,i— 1] /i =i} et Ji={j € [1,i-1]/j #i}

Soit 7 > 2, on définit B; = ﬂ Ajet Ci= n Aj,ainsiona: B;NC; = n Aj.
JEL JEJi J=1

a) Justifier que A; et C; sont indépendants. En déduire que Pg;nc, (4i) > P(4i)Pr e, (Bi)-
b) Etablir que Pine,(Bi) 21— Z; Pinc, (4;).

Jeh
¢) On admet provisoirement que pour j € [1,i - 1)

Pinc, (A7) < Pr(45) (1)

En déduire que, Pp,nc; (4i) < 1 - P(A;) (1 SN IP;‘T(/TJ-)).
JEL

d) Justifier que pour tout z € R, 1 — 2 < exp(—z) et en déduire que :

Pp,nc;(4i) < exp (""P(A_i) +Y PN A_i))

JELi

17. On rappelle que A, = Y E(YiY;) ou £ a été défini dans la partie 1 & la suite de la
(i,j)€E
question 2.
r r
a) Montrer que P(Z, =0) =P (n A,') = ]P(AI)HPB.OC.(Ai)-
i=1

i=2
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b) En conclure que :

P(Zn = 0) < exp (—E(Z") + %—'1) (inégalité de Janson)

¢) En déduire 'encadrement :

(1= 7)) < P(Zy = 0) <exp (—(;‘)p3 +29)

18. Soit ¢ un réel strictement positif.

Montre i (@ (E\ . 08 (N _ @
a) Montrer que "HTGO (g) (n) i 5 (n) 1
3
. . 3 L
b) Etablir que Jim (5 In (1 2 ;;_.,) =

¢) On suppose que n > c et p= £ . En déduire Ia limite de P(Z, = 0) quand n — +00.
n

19. On reprend les notations de la partie 2. L'exécution de I'instruction fonctionMystere(100)
affiche dans la console Python 0.849. Est-ce cohérent avec le résultat de la guesuon pré-
s

cédente si on considére que pour z assez petit, e~ est proche de 1 —z + 2

20. Démonstration de (1) - Soit m un entier plus grand que 2. On considére Xy, ..., Xn
des variables de Bernoulli indépendantes et I un sous ensemble de [1,m]. On note J le

complémentaire de I dans [1,m]. On note A I'événement H X =1}.
i€l
a) Montrer que, pour tout (z1,...,z,) € {0,1}™,

HIP(X,--——I,-) si HI‘= 1

Pa([Xi =21]N...0 [ X = zp)) = ied icl
0 sinon .

b) En déduire que les variables aléatoires X1, ..., X;, sont indépendantes pour la pro-
babilité conditionnelle 4.

» Soit i > 2, on reprend les notations de la question 16.

a—EE Ty

Er|Y; [[a-v)
keJ;

Px(Ci)
d) En utilisant I'inégalité de Harris, montrer que pour j € [1,i — 1] :

¢) Montrer que pour j € [1,i — 1], P4, (4;) =

Princ, (4)) < Px(4;)

FIN
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