MATHEMATIQUES APPROFONDIES - Maths I HEC-ESSEC 2024

Proposition de corrigé par David Meneu

Partie I : existence des matrices de Hadamard

Soit n > 2. On suppose dans toute cette partie I qu'il existe une matrice de Hadamard H € M, (R).
On note ¢y, ..., ¢, € M, 1(R) ses vecteurs colonnes et (q,. .., ¢, € M ,(R) ses vecteurs lignes.
1. Soit P € M, (R) une matrice de permutation, et o la bijection de [1;n] dans lui-méme associée.

Alors, pour tout (,7) € [1;n]? :

SR SLITTE ST
k=1 k=1

Si 7 # 7, alors le produit des deux symboles de Kronecker est toujours nul car il est impossible
que o(k), pour n'importe quel entier k£ € [1;n], soit égal a la fois a i et a j.

. . . t . . .. o .
Si par contre ¢ = j, alors ¢; X ¢; = E 5@'20(;3) = 1 car il existe, par bijectivité de o, un unique
k=1

entier k € [1;n] tel que i = o(k) (un et un seul terme de la somme est non nul, et égal a 1).
Les colonnes de P forment donc une famille orthonormée de M,, 1(R) pour le produit scalaire cano-
nique sur cet espace : P est bien une matrice orthogonale.

La matrice ‘P (qui est de fait, aussi égale a P~!) a pour coefficients :

Pji=0j,

= Yiom(4)-

1 sio(i) =) = i=0"1(j)
® = 0 sinon

. t . . . ., N . —
La matrice 'P est donc aussi une matrice de permutation, associée a la permutation o~ 1.

2. Soit Q € M, (R). Pour tout (i,7) € [1;n]*: (tQQ)i,j = ZQk,z’QkJ correspond au produit scalaire
k=1
des colonnes ¢; et ¢; de Q.

Le fait que les vecteurs colonnes de () soient deux & deux orthogonaux est donc équivalent au fait
que 'QQ soit une matrice diagonale.

Le fait que Q7; = 1 pour tout (i,7) € [1;n]* est équivalent au fait que Q;; € {—1;1}, qui a

, .. . t , .
pour conséquence si i = j, que (QQ);; = E Q?, = n comme somme de carrés de n termes qui

k=1
appartiennent tous & {—1;1}, et in fine que la matrice 'QQ est donc une matrice diagonale dont les
coefficients diagonaux sont tous égaux a n : ‘QQ = nl,.

D’ou I'équivalence :
Q est une matrice de Hadamard <= 'QQ = nl, et V(i,j) € [1;n]? §J =1.
3. D’aprés le critére précédent, H étant une matrice de Hadamard : '‘HH = nl, donc H est inversible,

d’inverse 2 'H, de sorte que (‘H) 'H = H 'H = nl,, et pour tout (4, j) € [1;n]? (tH)ij =H =1,
ce qui prouve que ‘H est une matrice de Hadamard.
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4. Soit D € M, (R) une matrice diagonale ne comportant que les valeurs —1 et 1 sur sa diagonale,
et P € M,(R) une matrice de permutation.

D’aprés 1., P est alors orthogonale et *P est aussi une matrice de permutation. Soit o la permutation

Isii=o(k) < k=0"1(i)
de [1;n] associée & P : pour tout (i, k) € [1;k]?, Py = biom) =
0 sinon

e Pour tout (i,7) € [1;n]?:

n 2
(P, = (Y0 PuHiy) = B2, = 1,
k=1

et : YPH)PH ='H'PPH ="'HI,H = ‘HH = nl,, donc PH est bien une matrice de Hada-
mard d’aprés la caractérisation de la question 2.

e Pour tout (i,7) € [1;n]?:

(DH)?; = (Z DiyH,;)* = D} ;HY; = H; =1
k=1

puisque D;,, = 0sii# k, et D;; € {—1;1}. La matrice D, diagonale, est par ailleurs symétrique,
et par produit de matrices diagonales dont les éléments appartiennent a {—1;1}, D? = I,.

Par conséquent : (DH)DH = 'H'DDH = "HD?H = "HH = nl,,, donc DH est une matrice
de Hadamard.

e Pour tout (i,7) € [1;n] :

n 2
(HP)* = (Z Hz‘,k5k,o<j)> = Hiy; =1
k=1

et (HP)HP ='P'HHP = 'Pnl,P = n'PP = nl,, donc HP est une matrice de Hadamard.
e Enfin, pour tout (z,5) € [1;n]*:

n 2
(HD)* = (ZHikakﬁ = H;Dj; = Hy; =1
k=1

et: YHD)HD ='D'HHD = Dnl,D = nD? = nl,, donc HD est une matrice de Hadamard.
5. Soit H une matrice de Hadamard de taille n x n. Soit D la matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont définis par : Vi € [1;n], D;; = Hy; qui appartient a {—1;1}.

D’aprés la question précédente, la matrice Hy = H D est une matrice de Hadamard, et :

Vi€ [lin], (HD)ij=» HiDy;=H;Di;=Hi, =1,
P

donc la premiére ligne de cette matrice de Hadamard est bien (1,‘---,1).

. . . t . . 212
6. D’aprés la question 3., la matrice "Hy est aussi une matrice de Hadamard, dont les éléments de la
premiére colonne sont tous égaux a 1. Le produit scalaire de cette premiére colonne avec chacune
t . PR 14 .
des autres colonnes de "Hj est alors simplement égal a la somme des éléments de cette colonne, qui
valent tous 1 ou —1.

Or cette somme doit aussi étre égale a 0 : c’est possible si et seulement si le nombre d’éléments égaux
a —1 d’une colonne, est égal au nombre d’éléments de cette méme colonne égaux a 1, et ceci n’est
possible que si le nombre n d’éléments d’une colonne, est pair.
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7.

10.

Soit S € M,,(R) une matrice de Hadamard dont les éléments de la premiére ligne sont tous égaux
al(Vje[l;n], Si;=1).

On sait alors que 'S est aussi une matrice de Hadamard, et comme on I’a vu & la question précédente,
cela implique que la somme des éléments de chaque colonne de S autre que la premiére, est égale
a 0, ce qui est équivalent au fait que la somme des éléments de chaque ligne de S autre que la
premiére, est nulle.

Soit alors (i,m) € [2;n]? tel que i # m :

n

Z(Si,k +1)(Smr+1) = i Sik+ Zn: SikSmk + Zn: Sk + 1.
k=1 k=1 k=1

k=1

n n n

Or ZSW = ZSW’“ = 0 d’aprés ce qu'on a expliqué juste auparavant. Et ZSi7kSm7k =0
k=1 k=1 k=1

également, puisque cela correspond au produit scalaire des colonnes d’indices ¢ et m de tg , qui est

nul puisque i # m et 'S est une matrice de Hadamard.
Ainsi, on a bien :

n

V(i,m) € [2;n]* tels que i # m, Z(S’k + 1) (Smi+1) =n.
k=1

Chaque coefficient S; j, ou Sy, 1, vaut —1 ou 1, donc (S; ;+1)(Spx+1) est le produit de deux facteurs
qui valent chacun 0 ou 2.

L’entier n peut étre égal a 2; si n > 3, le résultat précédent implique que les termes non nuls de la
somme précédente (il y en a forcément, puisque la somme vaut n) égaux a 2 x 2 = 4, donc n est un
multiple de 4.

Soit n > 2 : n doit étre pair d’aprés 6.. Soit H une matrice de Hadamard de taille n x n. Une
conséquence de la question 4. est effectivement que la multiplication par —1 de certaines colonnes
d’une matrice de Hadamard (qui revient & la multiplier & droite par une matrice diagonale D dont
les éléments diagonaux sont égaux a 1 ou —1) donne encore une matrice de Hadamard, de méme
que la permutation de certaines colonnes (qui revient & une multiplication a droite par une matrice
de permutation P).

Comme on I'a fait a la queston 5., on peut multiplier par —1 les colonnes de la matrice dont les
éléments de la premiére ligne sont égaux a —1, et on obtient une matrice de Hadamard dont la
premiére ligne est (1,---,1).

On peut ensuite permuter les colonnes de la matrice, selon la valeur des éléments de sa deuxiéme
ligne, de sorte que 'on regroupe a la fin de la premiére ligne, tous les éléments qui valent —1; le
début de cette deuxiéme ligne ne contient que des éléments égaux a 1.

Ensuite : toujours par permutation des premiéres colonnes dont les deux premiers éléments sont
égaux a 1, on peut regrouper sur les premiéres colonnes celles dont les éléments de la troisiéme ligne
sont égaux a 1 : le deuxiéme groupe de colonnes est donc constitué de colonnes dont les trois premiers
¢léments sont dans cet ordre, 1,1, —1.

On procéde ensuite de méme pour le bloc de colonnes de la matrice dont les deux premiers éléments
sont dans cet ordre, 1, —1 : par permutation, on regroupe ensemble les colonnes dont les trois premiers
éléments sont égaux a 1,—1,1; le quatriéme et dernier groupe de colonnes a ses trois premiers
éléments égaux a 1, —1, —1 dans cet ordre.

Appelons nq,no, n3, ny les tailles respectives des blocs de colonnes de la matrice de Hadamard pré-
cédemment construite.

Du fait que la transposée de cette matrice est encore une matrice de Hadamard, le produit scalaire
des deux premiéres lignes de cette matrice doit étre nul, ce qui donne la relation :

N +ng—nN3—nNy=0 <= n;+ny,=ng+n4 (Rl)
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Par le méme raisonnement concernant les lignes 1 et 3, et les lignes 2 et 3 de la matrice, on obtient :
N1+ N3 = Ng + Ny <R2> et np+ng=ng+ ng (Rg)

L’opération (R;) — (Rz) donne : ng —ng =ng —ny <= ng —ng =0 <= ny = ng,
donc (R;y) donne aussi ny = ny, et (R3) devient alors 2n; = 2ny <= ny; = no.

On obtient ainsi : n; = ny = nzg = ng4, c’est-a-dire que les 4 blocs verticaux de la matrice
3 )
précédemment construite, sont de méme taille.

Ainsi, n = ny +ng +n3+ny = 4ny et on en déduit a nouveau que n est nécessairement divisible par 4.
11. Soient A € M,,(R) et B € My(R) deux matrices de Hadamard.

Par définition, les matrices A et B ont des coefficients tous égaux a 1 ou —1, donc il en est de méme
pour la matrice A ® B par définition de celle-ci.

Notons par ailleurs By, ..., B, les colonnes de la matrice B. Considérons deux colonnes différentes
de la matrice A ® B, il y a deux cas de figure possibles :
Ay ;B
. . Ay ;B
e Soit ces deux colonnes appartiennent au méme bloc de colonnes de A® B, de la forme .
A, ;B
cela signifie alors qu'il existe deux entiers (k,¢) € [1;n]? tels que ces deux colonnes sont de la
Ay ; By Ay By
Ay ; By Ag By
forme ] et i
A, ;i By A, ;i By

Le produit scalaire de ces deux colonnes est alors :

——

S Ay 'BiAiBe = (Z A2 ) - 'ByB, = 0.
i=1 i=1 \:/1"

e Soit ces deux colonnes appartiennent & des blocs de colonnes de A ® B différents, de la forme
Al,jB Al,mB

Ay ;B AymB . L .

, et , : cela signifie alors qu'il existe deux entiers (k,£) € [1;n]? tels que ces

Al _]Bk Al,mBZ

Ay By, A m By
deux colonnes sont de la forme e )

An,jBk An,mBﬁ

Le produit scalaire de ces deux colonnes est alors :

Z Al,] tBkAi,m tBZ - (Z Al,]Az7m) tBkBg
i=1 i=1

N J/
N
=0

n

puisque la somme E A; jA; m correspond au produit scalaire, nul, des colonnes j et m de la
i=1

matrice A.

Deux colonnes distinctes de la matrice A ® B sont donc toujours orthogonales : il s’agit bien d’une
matrice de Hadamard.
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12.

13.

14.

1 -1
donc, d’aprés ce qui précéde, une matrice de Hadamard d’ordre 4 = 22.

La matrice H; = (1 1 ) est une matrice de Hadamard d’ordre 2. La matrice Hy = H; ® H; est

En définissant par récurrence, pour tout n € N*, H,,y = H, ® H; : une récurrence immédiate
montre, grace au résultat précédent, que pour tout m € N*, H,, est une matrice de Hadamard

de Mam (R).
La fonction Python ci-dessous réalise le travail demandé.

import numpy as np

def test_hadamard(M):
n, p = np.shape (M)
if n !'= p:
return -2
else:
for i in range(0,n):
for j in range(0,n):
if M[i,jl*x2 1=1
return -1
for j in range(0,n-1):
for k¥ in range(j+1,n):
if np.dot(np.transpose(M[:,j]),M[:,k]) !'= 0:
return 0
return 1

Dans la deuxiéme double boucle for, on réalise le produit scalaire de chaque colonne j (0 < j < n—2)
avec chaque colonne k (j+1 < k < n—1), c’est-a-dire qu'on calcule bien tous les produits scalaires
de deux colonnes distinctes de H.

La fonction Python ci-dessous réalise le travail demandé :

import numpy.random as rd

def rand_hadam(m, Nmax):
n = 4x*m
for tst in range (0, Nmax):
matpm = np.ones((n, n), dtype = int)
for i in range(0, n):
nb_un = 0
j =0
while 2*nb_un < n and j < n:
val = rd.randint (0,2)
nb_un += val
matpm[i, j]l = 2%xval-1

jo= 371
if (2*nb_un == n):
for k in range(j, n):
matpm[i, k] = -1

if (test_hadamard(matpm)==1):
return matpm
return np.zeros((n, n), dtype = int)

Remarque : A Pexécution, ce programme s’avére assez inefficace : I'appel rand_hadam(2, 100000)
ne parvient pas a générer une matrice de Hadamard aléatoire de taille 8, méme en 100000 essais.
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Partie II : variables aléatoires deux & deux indépendantes sur un espace
probabilisé fini.
15. On vérifie les 4 points qui font de application (z,y) € R"X +— (x; y), un produit scalaire sur R™.

Notons d’abord qu’il s’agit bien d’une forme sur R" : V(z,y) € R" x R™, (z; y) est un réel comme
somme de réels.

e Pour tous vecteurs z,y, z de R™ et pour tout réel \ :

Az+y; 2 Zpk (Azk, + yr)zr, = )\Zpkilszk + Zpkykzk = XNaz; 2) +(y; 2),

ce qui prouve la linéarité par rapport a la premiére variable.

e Pour tous vecteurs z,y de R" :

= Zpkl’kyk = Zpkykl’k = (y; @),
k=1 k=1

ce qui prouve la symétrie.
e Pour tout vecteur z de R™ : Z per; > 0, puisque les (pg)i<k<n sont positifs en tant

que probabilités, il s’agit donc d’une somme de réels positifs.

e Soit x € R™; une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chacun de ses termes est nul,
donc :

(; ) =0 <= Vk € [1;n], ppai =0 <= Vk € [1;n], 2, =0

puisque par hypothése, pr = P({wx}) # 0 pour tout entier k£ compris entre 1 et n.
L’application (-; -) est bien une forme bilinéaire symétrique, définie positive : ¢’est un produit scalaire
sur R™.

16. Soit ¢ € [1;¢]. Comme l'univers €2 est fini, la variable aléatoire Z; admet une espérance et une
variance, et puisque Z; n’est pas constante (vu que Z;(€2) contient au moins 2 valeurs distinctes),
alors V(Z;) # 0 (et en fait V(Z;) > 0).

On cherche donc deux réels a; et b; avec a; > 0 tels que :
1 1

VaiZi+bl-:1<:>a?VZi:1<:>ai: = uisque o(Z;) > 0,
( ) (Z:) N 7) o (Z) P (Z:)

E(Z; . . .
et E(a;Z;+b;) =0 < o;E(Z;)+b; =0 < b = — ((Z )) Il existe bien un unique couple (a;, b;)
o\4;

de R% x R qui vérifie les deux conditions imposées.

17. Solent V et W deux variables aléatoires réelles sur 2.

On pose v = (V(wy),.. V( ) ER™ et w= (W(wi),...,W(w,)) € R™

Par définition : Z V(w)PHwi}) = ivipi = ipﬂ)z‘ x 1= (v; uo),
ot: E(VW)= Z Z V (wi) W (wi) P({w}) Z piviw; = (v; w).

i=1 j=1

18. Des deux questions précédentes on déduit, pour tout (i,7) € [1;n]? tel que i # j :
(xi; wo) = E(X;) =E(a;Z; + b;) =0, (x;; ;) Zp,x = = V(X)) +E(X;)?* =1,
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19. De la question précédente, il ressort que la famille de vecteurs (ug, x1, ..., 2,) est orthogonale, donc
libre dans l'espace euclidien R" : cette famille compte donc au plus n = dimR" vecteurs, ce qui
assure que £ + 1 < n. L’énoncé suppose que ¢ > 2, donc ¢+ 1 > 3.

20. Soit Z une variable aléatoire réelle d’espérance nulle. On pose z = (Z(wl), ce Z(wn)) € R", et on
suppose que Z(Q) = {ay,...,qn,} comprend au moins 3 valeurs distinctes.

a) Pour tout k € [1;m], P(Z = a;) > 0 et les (ag)i1<kem sont deux a deux distincts, donc les
vecteurs Vi = (P(Z = ay),...,P(Z = o)) et Va = (P(Z = ), ..., 0P (Z = ) sont non
nuls et non colinéaires.

Puisque m > 3, alors dim (Vect(V4, Vg))L > 1, et il existe un vecteur B = (51, ..., fn) € R™ non
nul dans cet orthogonal, tel que :

(Vi; By=0 <= > P(Z=a)B =0 et (Vo B)=0 <= Y P(Z=ap)af =0.
k=1 k=1

b) L'application T : @ € Ry,_q[z] — (Q(a1),...,Q(,)) € R™ est clairement linéaire. Comme
dimR,,_1[z] = m = dimR™, il suffit donc de montrer que 7' est injective, pour que ce soit un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

Or, pour @ € R,,_1[z] : T(Q) = Ogm si et seulement si Q(a;) =0 = -+ = Q(a,), c’est-a-dire si
et seulement si () admet au moins les m réels distincts aq, ..., o, comme racines.

Dans R,,_1[z], le seul polynéme qui posséde au moins m racines distinctes est le polynome nul,
donc T(Q) = Opm <= Q = Og,,,_,[a]-

L’application T est donc bien injective : c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

¢) Avec les notations des deux questions précédentes : il existe un unique polynéme @ € R, 1[x]
tel que T(Q) = B <= Vk € [1;m], Q(ax) = bk, de sorte qu'il existe un unique
polynéme @ € R,,_1[z] tel que :

P(Z=a)B =0 < Y Qax)P(Z=0a;) =0 < E(Q(Z)) =0
k=1 k=1

ot Q(Z)(Q2) est constitué des valeurs distinctes prises par les (8x)1<k<m : d’aprés a), cet univers-
image est bien non réduit a {0}.
21. L’énoncé appelle r le nombre de variables aléatoires X; (1 < ¢ < £) dont 'univers-image contient au

moins 3 valeurs distinctes.

a) Le résultat de la question 21.c) peut, comme & la question 18., se traduire ainsi :
pour tout ¢ € [1;/] telle que m; = #X;(2) > 2, en notant z; = (Xi(wl), o ,Xi(wn)) e R”, Q;
I'unique polynéme de Ry, [z] vérifiant les relations de 21.c) et ¢; = (Q;(X;)(w1), . .., Qi(Xi)(wy)),
alors g; # Ogm; et :

(@i wo) =0, (@i ;)0

Soit par ailleurs (i, j) € [1;n]* avec #X;(Q2) > 2 et i # j : par indépendance de X; et X, d’apres
le lemme des coalitions, Q);(X;) et X, sont encore indépendantes, donc :

E(Q:(X)X;) =E(Qi(X;)) x E(X;) =0, ce qui se réécrit :  (g;; x;) = 0.
=0

Ainsi, les vecteurs {z;| 1 < i < €} U {g| i€ [1;] et #X;(Q) > 2} U {uo} forment une famille
orthogonale de vecteurs non nuls de R” : comme a la question 19., un argument de dimension
donne :

l4+r+1#n < r+l<n—1

7 ©David Meneu - 08/2024



b) Par définition, r est naturellement inférieur ou égal a ¢, donc :

22. On suppose de plus dans cette question que ¢ =n — 1.

a) Cette hypothése, rapprochée du résultat de 21.a), implique nécessairement r = 0, c’est-a-dire
que pour tout i € [1;¢], #X;(2) = 2, puisque ces univers-images contiennent par principe au
moins deux éléments distincts, et que (r = 0) aucun d’entre eux ne contient strictement plus de
deux éléments distincts.

b) Soit i € [1;n — 1].
Soient «y; et f3; deux réels tels que X;(Q) = {«, 5;} avec oy > 3;, et soit §; €]0; 1] tel que :

PX;=«a) et P(X;=08)=1-6,.
On a toujours :
E(X,) =0 <= ai0i+8:(1-6) =0 et V(X,) =1 < E(X?) =1 « a20,+5(1-6,) =
ce qui donne :

0; o2 6? 0;
‘ =1 =1
1_9ia2 et 9+1_9a — af 10, ,

fi=—

Si a4, la plus grande des deux valeurs prises par X;, était négatif (ou nul), alors X; ne pourrait
pas étre nulle (somme de deux termes négatifs, dont un au moins strictement négatif), donc
nécessairement «; > 0 > f3;, et par conséquent les derniéres relations obtenues donnent :

w=yl—p et Hi=y \/ 0

¢) Montrons que la matrice M D est orthogonale en calculant MD x (MD) = MD 'D ‘M
— MD?'M, ou D est une matrice diagonale, par conséquent symetrlque, et D? est la matrice
diagonale d’éléments diagonaux py, ..., p,.

Xi(wj)pjsii <n—1
La matrice M D? a pour coefficients (M D?); ; =
pjsii=n

La matrice M D? "M a alors pour coefficients :

r N
kilXi(wk)Xj(wk)pk sitsn—letj<n—1 E(Xsz) sit<n—1letjg<n—1
(MD*"M); ;= 32 Xj(wr)pr sii=netj<n—1 ={E(X;) sii=netj<n—1
k=1
> Dk sii=j5=n 1 sii=j=n

Or par hypotheése : si i # j (avec 1 <14,j < n —1), alors X; et X; sont indépendantes,
donc E(X,X;) = E(Xi)E(X]) =0x0=0.

Si par contre 1 < i = j — 1, alors E(X;X;) = E(X?) = V(X;) = 1 puisque E(X;) = 0.
Enfinsii=net j < 1 le coefﬁ(:lent vaut E(X;) = 0, de sorte que finalement :
1 sii=j
\V/(’L,j)e[[]_7n]]2, (MD2 M)J: ’
0 sii;

donc MD (MD) = I,,, ce qui prouve que MD est une matrice orthogonale.
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d)

Soit Y la variable aléatoire définie par : Vj € [1;n], Y(w;) =
J
Comme MD est orthogonale, on a aussi (MD)MD = I,,. Or la matrice M D a pour coefficients

Xi(wj)/p; sii#n—1
(MD),; = VP , donc la matrice (M D)MD a pour coefficients :

\/p_j sit=n

n—1
vG.5) € [Linl,  ((MD)MD), | = (3 Xa(w) Xilwy) +1) V5D
k=1
n—1
Ainsi, pour tout i € [1;n] : ((MD)MD), = (1 +Z X,f(w))pi, mais ce coefficient diagonal
k=1

doit aussi étre égal a 1, de sorte que :

n 1 n
Vie[l;n], 1+ ZX,%(WZ) = o soit : Vi€ [l;n], 1 +ZX,§(WZ~) =Y (w;),
k=1 : k=1

ce qui prouve 'égalité de variables aléatoires : Y =1+ Z X2

n—1

Soit i € [[1;n—1]. D’aprés ce qui précede : X;Y = X; +Z X; X7, et ces deux variables aléatoires
k=1

ont la méme espérance

Or E(X;Y) ZX (wi) wkpk—ZX wk ZX (wr).

Par ailleurs, et par linéarité de I’ esperance :

n—1 n—1
E<1 +y X,X,f) —E(X)+ Y EXX) Y Y EX)E(XG) + E(XP) = E(XP)
k=1 t( k=1 K’;;’?*lj

(%) toujours par indépendance de X; et Xy, si i # k.
On a bien démontré : E(X}) = Zn:Xi(wk).
On reprend les notations de la ques;ion 22.Db) et on pose :
Vie[lin—1], m;=#{k € [1;n]] Xi(ws) = o}
D’aprés lalrelation obtenue en 22.e), et sachant que X; ne prend que les deux valeurs «;
et fi = ——:

ai'
ZX wk) = miay + (n—my) B,

Le théoréme de transfert donen par ailleurs :  E(X}) = a36; + 32(1 — 6,).

Or, d’aprés la relation obtenue en 22.b) :

1—-6 1 1 1 o?
2 i i
& 0, 0, 1+ a? © 14+a? 1+a?
de sorte que :
3 1 o af —1 (a?+1)(a? —1) 1
E(X3) =ad0, + B1-0)=—i — — . % % — L — - —
(X7) = i + B ) l+af o 14+a? o(l+ad) (14 a?) YT
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En identifiant ces deux expressions de la méme espérance E(X?), on obtient 'égalité :

n—m;
mio; — L=y — = mal — (n—my;) =a; —1,
Q; Q

ce qui donne finalement :

In—m; —1 1 1 m; — 1
n—m (m )O[Z o mz—l e 0%2_’_1 14 n—m;—1 n—2 ( 1)

m;—1

Par hypothese faite au début de la partie actuelle :

0<f, <1 = 0< i~

1
i <l <= 0<m—-1<n-2 <= 1<m<n-1 <= 2<m; <n-2 (A;)
n_

puisque m; est un entier naturel.
Cette derniére relation implique aussi: n—22>2 <= n>4 (A,).

1
g) On suppose dans cette question que pour tout i € [1;n], p; = —.
n

(a) On a alors :

by — #{k € [1;n]]| Xi(wk) = Ozi} omy

n n
ke[ln]
tq Xi(wi)=0
. . m; — 1
mais on a aussi §; = — 5 (A1), donc :
n J—

— = 5 < nm; —2m; =nm; —n < n = 2m;,
n n—

qui implique bien que n est pair, et que §;, = — = —.
(b) Les éléments de la matrice M sont les X;(w;) qui valent a; ou f;, mis & part les coefficients
de la derniére ligne qui sont tous égaux a 1.

1
2

Sachant désormais que #; = %, alors d’aprés 22.b), a; = =letfp =—-L = -1,

1 a;
2
donc les coefficients de M sont tous égaux a 1 ou —1.

Par ailleurs, on sait aussi d’aprés 22.c) que :

YMD)MD =1, <= D'MMD =1, < ‘MM = D2

La matrice D? est diagonale, et a pour éléments diagonaux les réels

donc "M M = nl,.

Ceci achéve de prouver, d’apres la caractérisation de la question 2., que M est une matrice
de Hadamard.

Partie III : deux propriétés des matrices de Hadamard

23. La linéarité de 'application ¢ : R" — M, (R) est assez évidente :
(w1, Tp2) = ["E(i—l)nﬂ] (4,5)€[1 ;n]?
Pour tous vecteurs & = (1, ..., &n2) et y = (y1, ..., Yn2) de R™ et tout réel \,

e(Az+y) = [A'ﬁ(ifl)n+j+y(ifl)n+j} (i.7)e[lm]2 — A [x(ifl)nJrj} ! ;n]]2+ [y(ifl)nJrj] G.)e[lm]2 — Ap(x)+p(y).
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24.

25.

26.

Par ailleurs, pour tout vecteur x = (z1,...,x,2) de R™

H()O ||2 sz )n+j — le?—i_zlxiJrj+le2n+j+”'+zlxi(n1)+]
j= j= j= j=

=1 j5=1

S S e Y e 3

j=n+1 j=2n+1 j:annJrl
n2
= ;=%
j=1

ce qui donne bien, par positivité de la norme : Yz € R™, ||o(z)|] = ||z]|.
Pour toute matrice A € M, (R) :

n n n

AP =) A7, = Z D (A)jiAiy =) (FAA);; = Te(*AA).

i=1 j=1 =1 i=1 =1

Soit A € M, (R).
Pour tout ¢ € [1;n] :

n 2 n
_ 2
( ) |Am~|> =D AL+ D Al Al > E Az
j=1 =1 1<j,k<n
J#k
donc, par croissance de la fonction racine carrée sur R :

n n

ZA?J S Z | Ai | = Z (ZA?,j) < ZZ |A; ;] = F(A)
Jj=1 Jj=1 i=1  j=1 i=1 j=1

Vi € [1;n],

par sommation des inégalités.
n n

Ensuite : la somme Z Z |A; ;| peut apparaitre comme le produit scalaire des vecteurs
i=1 j=1
a= (Al [Aval, s [Aunly o [Analy o [Apal) et w=(1,1,...,1) de R™;

L’inégalité de Cauchy-Schwarz avec le produit scalaire canonique sur cet espace s’écrit alors :

o, u)| < lall - |Jul] <= Y Ayl < [ > 12

1<i,5<n 1<i,j<n 1<z J<n
1/2
= F(A) <2 [ > A —n< )
1<4,5<n =1 j=1

On pose J;, = {x € R"Q‘ p(x) € O,}.
Pour tout couple (i,7) € [1;n]? on pose v : &= (z1,...,2,2) € R” (t(go(x))cp(x))”
Pour tout x = (z1,...,x,2) € R™, on a :

ii() = ) (p@)irp() Zx(k DntiT(k—1)n+js
k=1 k=1
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2 . . 2 . o
donc ¢;; : R™ — R est une fonction continue sur R™ comme fonction polynémiale en les compo-
santes de .

Les équivalences :

0(2) € O, = (p(a)p(x) = L = (Vi€ [1;n], piile) = 1et V(i,§) € [1;n]? avec i # j, pi;(x) =0)

permettent d’écrire #;, comme ’ensemble :

m{xER"|cp” l}ﬂm{xéRn|<p” l}ﬂ m {$€Rn|%,j l}ﬂ ﬂ {$€Rn|§0w( ) = }

1<4,5<n 1<i,5<n
7] 7]

A . . . . . 1. . 2
Sous cette forme, J#;, apparait comme une intersection finie de parties fermées élémentaires de R™ :
. , 2
c’est donc une partie fermée de R™.

Ensuite : pour tout z € J&,, ||z]| = |le(2)]| = Tr((¢ W(x /T = /n, ce qui

prouve que ., est une partie bornée de ]R" .

27. Soit (z,y) € (R™)?

|F(p(x)) — F( ZZ lo(@)]igl = e ()il)

i=1 j=1

< Z Z llo(2)]i; — le(y)li;]  d’aprés I'inégalité triangulaire

i=1 j=1
< Z Z lo(x)i; —¢(y)i;|  inégalité triangulaire renversée

< F(p(z) — o(y)) = F(p(z —y)) par linéarite de ¢
< nl||lp(z —y)|| d’aprés 25.
< nllx —y|| d’aprés 23.
28. La fonction F oy : R™ — R est continue sur R™ : on peut le justifier en considérant que F' est une
fonction polynomiale en les coordonnées de x € R™.

Sinon, on peut utiliser 'inégalité de la question précédente en revenant a la définition de la continuité
d’une fonction de plusieurs variables, & valeurs réelles :

Pour tout € > 0, on peut définir « = £ > 0, qui vérifie :
n>0 27,
Iz —yll < & &5 nlle —yll < e = |F(p(2)) = F(p(y)] <&,

ce qui correspond a la définition de la continuité de F' o ¢ sur R™.

Or %, est d’aprés 26. un fermé borné de R™ : d’apreés le théoréme des "bornes atteintes",
la fonction F' o ¢ admet un maximum et un minimum sur R™ :

3 (w0, %0) € (R™)*; Vo € R™,  F(p(yo)) < F(p(x)) < F(p(x0)).
Or d’apres la question 23., ¢ : R™ — M, (R) est une application linéaire, vérifiant :
Vr € R™, z € Ker(p) <= ¢(z) = Opm <= |lp@)]| =0 <= |z]| =0 <= 2 =0y,

donc ¢ est injective : comme dim R™ = n? = dim M, (R), alors ¢ est un isomorphisme d’espaces
vectoriels, de sorte que : VM € 0,(R), 3 x € R™ ;M = o(x), de sorte que :

z=p_ (M)

VM € 0,(R), F(M) F(o(2)) < F(p(0))),
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ce qui prouve, puisque ¢(xg) € 0,(R), que F admet un maximum global sur 7,,(R); de méme, F'
admet un minimum global sur &, (R) (atteint en ¢(yy)).

Dans toute la suite, on note M, (respectivement M) la valeur minimale (respectivement maximale)
de F sur O, :
M, = min F M = F(Q).
n = Qin F(Q), M, = max F(Q)

29. L’inégalité de gauche de (1) obtenue en 25. s’écrit, pour A € 0, :

i(iAi,thjn>”2<F — Z F(A) < lengF(A)_

=1 j=1 7In i=1

Ce minorant est atteint, puisque I,, est orthogonale et F'(I,,) = n comme somme des valeurs absolues
de tous les coefficients de I,,. Ainsi, M, =

30. On peut reprendre ici une partie du travail réalisé a la question 25. : pour toute matrice A € M,,(R),

n 1/2 n n
ona:Viel, <E A%) < DA, et ZA?J = 1 si de plus A est orthogonale.
j=1 j=1 oy

Par conséquent, pour Q) € 0, :

FQ)=n < ii@”‘ :Z<ZQJ) /2 < Vie[l;n], i@ij: <i‘Q”|)2

i=1 j=1 i=1

<~ Vi€ [l;n], Z |Qij| =0 <= V(i,7) € [1;n]? tels que i # j, Q;; =0
1gjsn
J#
<= () est diagonale et orthogonale <= (@ est diagonale et Q* = I,
<= () est diagonale et ses éléments diagonaux sont tous égaux a 1 ou — 1

31. Soit ) une matrice de &,,. Les formules dans les espaces euclidiens donnent, en notant ici (-,-) le
produit scalaire canonique sur M,,(R) :

1 2 _ 2 l 2_1
HQ—ﬁS(Q)II = [l +nHS(Q)H \/ﬁ(Q,S(Q»

= o> (s @), 30,8

11]1 lel

1
=T (In) + — X - T = |Qz,j|
T n? ;; \/_

=F(Q)

F(Q),

done: F(Q) =20 - 1@ - ZSQIP = F(@) =nvii— Q- =S

32. Une norme étant toujours positive, le résultat précédent assure que : VQ € 0, F(Q) < ny/n, en
particulier pour la matrice orthogonale en laquelle F' atteint son maximum : M < ny/n.
L’égalité est, toujours d’aprés la question précédente, réalisée si et seulement s’il existe au moins une

matrice orthogonale () qui vérifie :

o %S@)H —0 = ViQ =S(Q).
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33.

34.

35.

Si une telle matrice @ existe, alors H = S(Q)) est une matrice de M,,(R) dont tous les éléments sont
égaux a 1 ou —1, et qui vérifie : '"HH = \/ﬁtQ X /nQ =n ‘QQ = nl,, donc c’est une matrice de
Hadamard.

Réciproquement : s’il existe une matrice de Hadamard H dans M, (R), alors @ = %H est ortho-

gonale : 'QQ =L"HH =21 .nl, =1,, ¢t S(Q) = H donc Q = ﬁS(Q) — F(Q) =nyn.
Sin n’est pas un multiple de 4, sachant que n > 3, alors d’aprés 8., il ne peut pas exister de matrice
de Hadamard d’ordre n; et d’apres le résultat précédent, le cas d’égalité dans 32. ne se produit
jamais : M < ny/n.

On suppose dans cette question que n = 3. Pour tous réels a et 3, on pose

a [
U(aa B) = B Q _B
-6 B —a

La matrice U(q, ) appartient a 3 si et seulement si ses colonnes forment une famille orthonor-
mée, ce qui est équivalent au systéme non linéaire d’inconnues « et 3 (en éliminant les équations
redondantes) :

a?+232 =1 a2 +23 =1 a2 =1 9a% =1
— — ou ,
208 - 3% =0 f2a—p) =0 g =0 B =2«
d’aprés la régle du produit nul. Les quatre matrices solutions sont donc :
1 0 0 -1 0 0
ul,0=({o0o1 0|,U0-1,0={0 -1 0],
00 -1 0 0 1
1/3 2/3 2/3 -1/3 -2/3 -2/3
U(.2)=1| 2/3 1/3 -1/3| etU(—3,-2)=|-2/3 —1/3 2/3
-2/3 2/3 —1/3 2/3 -=2/3 1/3

Il reste donc a calculer les images par F' de ces 4 matrices orthogonales, ce qui revient & additionner
les valeurs absolues de tous leurs coefficients :

F(U(L,0) =3=F(U(-1,0)) et F(U(}2))=3x %+6 x § —1+4=5=F(U(-

W=
I
wino
~—
N———

On en déduit donc que : 5 < M, < 3v/3 (puisque 3 n’est pas un multiple de 4).
On suppose dans cette question que n est pair.

a) Soient v = (z1,...,%,) et ¥y = (Y1,...,Yn) deux vecteurs de R™ dont toutes les composantes
valent 1 ou —1, et qui ne sont pas orthogonaux.

n

§ LilYi
i=1
s’annule pas : au pire, un maximum de termes égaux a 1 sont compensés par un nombre équivalent
de termes égaux a —1; comme n est pair, il ne reste aprés simplification que des termes de méme

signe sous la valeur absolue, en nombre pair et non nul, ce qui implique bien :  [{x;y)| > 2.

Dans ce cas, [(z;y)] = est une somme de n termes valant chacun 1 ou —1, qui ne

b) Soient x, y, u et v quatre vecteurs de R™. En remarquant que :

(T5y) —(u;v) = (ys2) — (yu) + (Y u) — (vsu) = (Y2 —u) + (u;y —v),

et puisque pour tout réels a et b : (a +b)? — 2(a® + V?) = —a® + 2ab — b* = —(a — b)? < 0, alors
(a+b)* < 2(a® + b?) et :

((z59) — (w;0)" = ((ys2 —u) + (u;y —0)° <2((y; 20— w)? + (usy — v)?).
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donnant :

({ysz—u)| < lyll-llz—ull <= (y;2—u)* < |lyl]*[|lz—ul|* et de méme, (u;y—v)* < ||ul *|ly—v]]?,

alors on a bien :

(@ 5y) — s o) < 2(llyl Pl — ul® + ul Plly = vl ),
d’ou le résultat demandé par croissance de la fonction racine carrée sur R*.
Soit Q) € 0, telle que S(Q) n’est pas de Hadamard.

. 1 1 2
On cherche & minorer ||Q — ﬁS(Q)HQ = ﬁ||\/ﬁQ — S(Q)||* par pox

Comme la matrice S(Q) a des coefficients tous égaux & 1 ou —1, la seule fagon pour elle de ne
pas étre de Hadamard, est d’avoir deux colonnes non orthogonales.

Notons x et y ces deux colonnes, assimilées a des vecteurs de R", et notons u et v les deux
colonnes de mémes places dans la matrice Q).

alors (u;v) = 0 (produit scalaire dans R™ puisque @ est orthogonale, et |(z;y)| > 2 d’apreés la
question a), puisque les deux vecteurs x et y vérifient les hypothéses menant a ce résultat.

On peut donc écrire, d’aprés le résultat de la question précédente :

2 < Kasy)l = (2 y)—nfu; 0)| = (o3 y)=)vnu; V)| < \/2(||y||2Hx— Vinul? + nlful*ly — Vol ).

Or ||y||* = n puisque y ne contient que des éléments égaux a 1 ou —1, et ||u|| = 1 puisque u est
une colonne de la matrice orthogonale @), donc :

2 < \J2n (|l — vaul? + |y — VielP) <= = <l — Vil + ly — vl

S

Il reste a constater qu’avec la norme dans M,,(R) :

IVnQ =S@QIF =3 (VAQi; = S(@)%,) = D_lIs; — vngyl*

i=1 j=1
ou s; représente la j-iéme colonne de & et g; la j-1éme colonne de (). la norme qui est appliquée
5 Iep J , €t gjla ] ) q ppliq

N 4 n
a s; — y/ng; étant dans ce cas celle sur R”.

L’entier n étant pair et supérieur ou égal a 3, on peut alors naturellement écrire, puisque x et y
(resp. u et v) sont des colonnes s; de S()) (resp. des colonnes ¢; de Q) :

<l = VRl = VI <3l = Vil = < 180Q) - VAQI =il ~ =S

2 1
— — < - —S 2,
= <lle- =S
D’apreés la question précédente et la question 31. : s’il n’existe aucune matrice de Hadamard
dans M, (R), alors pour toute matrice orthogonale Q € 0,

Vn 1 5 N 1
F =nyn— —||Q — —=S <nyn—— X — =nyn— ——,
(@ =i~ 110~ S@IP < R N
et cette inégalité reste vraie pour la matrice ) en laquelle F' atteint son maximum, ce qui donne
bien :
M <nyn— ——

1
%% FINDUSUJET %%
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