3
B "/
UCC Code sujet : 295

BANQUE COMMUNE D'EPREUVES

Conception : EMLYON Business School

1%= épreuve (option scientifique)

MATHEMATIQUES

Mardi 29 avril 2014 de 8 heures & 12 heures

La présentation, la lsibilité, rorthographe, la qualité de la rédaction, la clarié ef fa précision des
raisonnemsnts entreront pour une part imporiante dans l'appréciation des copies.

Les candidals sont invités a encadrer dans la mesure Qu possible les résultats de leurs calculs,

s ne doivent faire usage d'aucun document : Putilisation de toute calculatrice et de toul matériel
glecironique est interdite. Seule 1utilisation d’une regle graduée est aulorisée,

Si au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semnble éire une erreur d'énonce, if a signalera sur
sa copie ef poursuivra sa composifion en expliguant fes raisons des initiatives quil sera amené a
prendre.

PROBLEME 1

On note F le R-espace vectoriel des applications de R dans R continues, F, le R-espace vectoriel des
applications de R dans R de classe C*. On remarquera que & est inclus dans E.

On note, pour tout élément f de ), T(f) 'application de R dans R définie, pour tout z € R, par :

T(f)(z) - / f(t) dt.

Partie T : Propriétés générales de T

1. Etablir que, pour tout élément fde E, T( f) appartient 4 £, et que, pourtout r c R :
(T(5)) (=) = ( (z+1) - fz 1)),

On note T': B — E Vapplication qui, & f, associe T'(f).
2. Montrer que 7 est un endomoi'phisme de E.
3. Est-ce que T est surjectif 7

4. Soit f € E. Montrer que, si f est paire (respectivement impaire), alors T'(f) est paire (respective-
ment impaire).

A cet effet, on pourra utiliser le changement de variable u = —t dans une intégrale.
+oo .
5. Soit f & E. Montrer que, si U'intégrale’ f{t}dt converge, alors T{f){z) tend vers 0 lorsque

z tend vers +00 et lorsque z tend vers —oo
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6.

On note s : R — R Dapplication qui, & tout ¢ € R, associe s{2) = sin(rt).
Calculer T'(s}. Est-ce que T est injectif ?

Partie I1 : Premier exemple

On note, pour tout a € R . fa tR— R, t— f,{t) =e*.
7. Calculer, pour tout a € R et tout x € R, T(f,){z).
2 — g~
0
On note : g:R-— R, ar— pla)= 2a sia#
1 sia=10.
8. Btablir: VYaeR, T(f.) = ¢(a)fa
9. Montrer que  est dérivable sur R et calculer, pour tout a € R, ¢'(a).
Etudicr, selon a € R, le signe de ea— 1)+ e *a+1).
En déduire les variations de ¢ et tracer I'allure de sa représentation graphique.
10. En déduire que, pour tout A € [I;+00], il existe f € & ~ {0} tel que : T(f) = Af.

Partie II1 : Deuxiéme exemple

1

Onnote: h:R-— R, t+—h{t)= -

11.

12,

13.

T+
Vérifier 1 € E et caleuler, pour tout = € R, T{h)(z).
A cet effet, ont remarquera que % est paire, et on distingueralescas 0 < e < let 1 < 2.

Etudier les variations de T'(h) et tracer Iallure de sa représentation graphique.
Ou précisera les tangentes aux points d’abscisses 0 et 1. On dotme m2 = 0,69..., Iu3 =1, 10...

Est-ce que la réciproque du résultat obtenu dans la question 5. est vraie, c’est-a-dire, est-ce que,
pour tout élément f de E, si T(f)(z) tend vers 0 lorsque z tend vers 400 et lorsque © tend
Foe

vers —o0, alors P'intégrale f(t) dt converge?

4 -0

Partie IV : Recherche d’extrémums locaux pour une fonction réelle de deux variables
réelles

Onmnote:  F:ll;400l—R, z+ F(z)=I(z+2) - In{z),
de sorte que F(z) = 2T (h)(x), oui h a été définie dans la partie I11, et on note :

14.

15,

16.

H:Ji;+00*— R, (z,y) v Hlz,y) = F(z) + Fy) — 2F(zy).

Montrer que H est de classe C* sur ]1;+00[? et calculer les dérivées partielles premitres de H en
tout (2,y) €]1; 400,

Etablir que H admet un point critique et un seul, que I'on caleulera.
On note (xp, yo) les coordonnées de ce point critigue.
On admet que H est de classe C? sur 11 ;+oof? et que

FPH &PH . H
— = ~—1,2-1072 — ~ —4,5- 1072,
6.’1’52 (x(), yﬁ) ayz (xﬂs y(]) 1) 0 et amay (33[}, 3}9) 47 9-10

Est-ce que H admet un extrémum local sur |1 ; +oo{*?
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Partie V : Transformée d’uine densité
Soit f € E. On suppose, dans cette partie, que f est une densité.
17.  Montrer, pour tout {4, B) de R? :

B B+1 A+l B4l B-1
[“ T(f)(m)dmm%/B (B—m)f(:r)d:r:—%/;*l (A—:c)f(x)dsc+% f(:c)da:%—% f(z)dz.

-1 At 4-1
1 B+l
18. Montrer : VB ¢ R, 15 / (B—x)f(a:)d:cl < TU)(B).
B-1
1 B+1
En déduire la limite de 3 ] (B — z) f(z) dz lorsque B tend vers -+oo.
B-1

19. Etablir que T{f) cst aussi une densité.

PROBLEME 2

Dans tout le probidme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal & 2.

Pour tout ¢ de {1;n], on note V; la matrice colonne de M, : (R) dont tous les coefficients sont nuls, sauf
celui de la é-ieme ligne qui est égal & 1. On admet que la famille (I/;)ie [ €5t une base de M, (K).

Pour tout (4, 5) de [1;n]?, on note E;; = V;*V;. Ainsi, pour tout (i, 7) de [1;n]?, la matrice E;; est la
matrice carrée de M,,(R) dont tous les coeflicients sont nuls, sauf celui 4 'intersection de la i-itme ligne
ct de la j-iéme colonne qui est égal & 1. On admet que la famille (E,-,j)(g. Hefimpe @St une base de My (R).

On note I, la matrice identité de M, (R).
Soit 4 une matrice guetconque de M, (R) telle que, pour tout ) de R, 4 # AJ,.

On considére Papplication @ 4 de M,(R) dans M, (R} définie par :
VM e M,(R), ®,(M) =AM — MA.

Partie I : Quelques généralités
1. Montrer que &, est un endomorphisme de M, (R).
2. Calculer ®4(/,). I'endomorphisme ® 4 est-il injectif ? surjectif ?

Partie II : Etude d’un cas particulier

On suppose, dans cette pariie seulement, que nn =2 et A = ([1} ;)
3. Justifier que la matrice A est diagonalisable dans M, (R) et donner les valeurs propres de A.

On note B la base de Mx(R) constituée des quatre matrices suivanies :

10 . 01 00 00
E1,1=(0 0)} bl,QZ(O 0); E2,1:(1 0)1 52,2:(0 1)

4. Ecrire la matrice de ®4 dans la base B, puis calculer le rang de cette matrice.
5. Déterminer les valeurs propres de &, et montrer que &, est diagonalisable.
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Partie ITI : Etude du cas ol A est diagonalisable
On suppose, dans cette partie seulement, que la matrice A est diagonalisable dans M, (R).
6. Montrer gue *A est diagonalisable dans M,,(R) et que A et *4 ont les mémes valeurs propres.

7. Solent X, Y € M, 1(R) tels que X (resp. Y} est un vecteur propre de A (resp. de *4).
Montrer que X 'Y est un vecteur propre de ® 4.

8. Soient (X1, Xo,...,.X,) et {(¥3,Ys,...,Y;,) deux bases de M, (R).
On note F la famille F = (X; '“Y}-)W)G[}_;nlg.

Montrer que, pour tout (z,7) de [[1;n]*, V;*V, appartient au sous-espace vectoriel de M, {R)
engendré par JF, et en déduire que la famille F est une base de M, (R).

9. Etablir que ®4 est diagonalisable.

10. Montrer que 'ensermble des valeurs propres de @ 4 est 'ensecinble des différences A — 41 lorsque A et
4t décrivent les valeurs propres de A.

Partie IV : Etude d’un sous-espace propre de ®, associé & une valeur propre non nulle

Soient A une valeur propre non nulle de $4 et 7 & M,,(R) un vecteur propre associé; on a alors :
PA(T)= AT e TH#NO.

11. A Yaide d’un raisonnement par récurrence, montrer - Vk € N, @,(T%) = Ak T*.
12. Fn raisonnant par Pabsurde, montrer qu’il existe un entier g de N* tel que: T9=0 et g < n?
On note p entier de N* tel que 7% = 0 et 777! &£ (.

13. Justifier quil existe X € M,,;(R) tel que TP ' X # 0.
Montrer que la famille (X, TX, ..., TP 1 X} est libre dans M, ,{R), et en déduire : p < n.

Partie V: Etude du cas oti A est symétrique

On suppose, dans cette partie seulement, que la matrice A est symétrique; il existe donc une matrice
P € M, (R} orthegonale telle que P~' A P est diagonale. On note Cy, Ca, ..., C, les colonnes de P.

Pour toutes matrices M = (my ;) jepmpe 6 N = ()@ nefun? de Mp(R), on définit

(M [ N) = Z my 47 5.

(t)Ellin]?
14. Montrer que I'application {.|.) est un produit scalaire sur M, (R).
15. Montrer :  VY(M,N) e M,(R)?, (M|N)= (M W)
16. Pour tout (i,7) de [1;n]?% calculer *C; C;.

17. Pour tout (i,7) de [1;n]? déterminer les coefficients diagonaux de la matrice C; *C; et en déduire
la valeur de {(C,*C; | I,,).

18. Pour tout (7,7, &, £) de [1;n]*, caleuler (C;'C; | Cx *Cy).
19. On considére la famille G = {C; th)(i,j)E[l;nF de M, (IR).

Montrer que & est une base orthonormée pour le produit scalaire (.].) de M,{R) et que G est
constituée de vecteurs propres de O 4.
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