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Exercice 1.
Dans I’espace vectoriel R* muni de sa base canonique B = (ey, €2, €3, 4) on consideére les quatre vecteurs :
fi=1,1,1,1), fo=(1,1,-1,-1), fs=(1,-1,1,-1), fo=(1,-1,—-1,1).
1. Montrer que (f1, f2, f3, f1) est une base de R*. On notera désormais cette base C.
2. On considére ’endomorphisme v de R* défini par les relations :
u(er) = fi, wu(e2) =fo, wules)=/fs, u(es)=fs

(a) Montrer que u est un automorphisme de R*. Expliciter sa matrice associée dans la base canonique B.

Déterminer la matrice associée & I’endomorphisme réciproque de u dans la base B.

(c

)
b) Montrer que ’'endomorphisme u? est un endomorphisme simple, que I’on déterminera.
)
(d) Déterminer la matrice associée a ’endomorphisme u dans la base C.

3. On considére les quatre suites (zn),50, (Yn)ps0> (2n)p50, (tn),>o de nombres réels définies par les valeurs
initiales xg, yo, 20, to et, pour tout entier naturel n, par les relations de récurrence :

1
Tn+l = — (xn + Yn + 2n +tn)

4
1

Yn+1 :Z(xn‘i‘yn_zn_tn)
1

Zn+1 = Z (mn — Yn + 2n _tn)
1

tht1 = Z(xn_yn_zn"”tn)

\
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A Daide de ’endomorphisme u, donner une interprétation vectorielle de ces relations.
En déduire que les quatre suites considérées ont pour limite 0.

4. Déterminer les valeurs propres de u et une base de chacun des sous-espaces propres associés.
L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Exercice 2.

A. Pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose :

T
4

= /tan” zdz.
0

(1) Sans calculer l'intégrale I,,, montrer que la suite (I,,),>1 est décroissante, puis qu’elle est convergente.

(2) Calculer la dérivée de la fonction z +—— tan"*! z.

FEn déduire, pour tout nombre entier naturel non nul n, une expression de I, + I, +2.
(3) Montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul n :
1 <] < 1
2(n+1) n+1

En déduire la limite de la suite (1,,)n>1.

B. Soit t un nombre réel appartenant a I'intervalle }0, % [

Pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose :
¢
P = /tan”:pdm et Sn(t) = I(t) + Ia(t) + - - + In(t).
0

(1) Pour tout nombre entier naturel non nul n et tout élément x de [0, ¢], vérifier que :

tanzx tan™t1 2

a. |tanz + tan?x + - -- 4+ tan" x —

l—tanz| 1—tanz
tan”™ z < tan™t

b. 0 <

l—tanx ~ 1—tant’
(2) Montrer que pour tout nombre entier naturel non nul n :

t

ta tan™t1¢
Sn(t)—/mdx I L

1 —tanx 71— tant
0

En déduire que la suite (S, (t)),>1 a une limite quand n tend vers U'infini.

(3) On se propose de trouver une expression de cette limite.

a. Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0, % { par la relation :
f(xz) =1In(cosz —sinx).

Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.

b. On pose:
t t

J(t):/smx.d:c et K(t /C BT e
0

COST — SIxT ST —sinx
0

Calculer J(t) et K(t) a partir de K(t) — J(t) et K(t) + J(t). En déduire la limite de (S, (¢))n>1
quand n tend vers l'infini.
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Exercice 3.

Soit f la fonction numérique définie sur R par les relations :

f(x):{ﬁx(l—:v) si0<o<l;

0 sinon.

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, 1], de densité de probabilité f.

(b)

()

Déterminer la fonction de répartition F' de X.

Calculer ’espérance et la variance de X.

Montrer qu’a tout élément y de 'intervalle [0, 1] on peut faire correspondre un élément u et un seul de
[0, 1] tel que :

/uf(ﬂf) dr =y.
0

On définit alors l'application ¢ sur [0, 1] en posant ¢(y) = u.

Montrer que ¢ est continue sur [0, 1] et dérivable sur 0, 1[.

3

Z-

Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire Z = 3X?2 — 2X3.
Quelle est sa loi de probabilité ?

Trouver les valeurs de y dans |0, 1] telles que ¢'(y) =

4. On considére des variables aléatoires X; et Xo de méme loi que X. On suppose que les variables X; et Xs
sont indépendantes et on pose T' = sup(Xy, X2). (Autrement dit, 7" est la variable aléatoire qui prend la
plus grande des valeurs prises par X7 et X5.)

Trouver la fonction de répartition de T'. En déduire une densité de probabilité de T et I’espérance de T'.



