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Exercice 1.

Dans l�espace vectoriel R4 muni de sa base canonique B = (e1; e2; e3; e4) on considère les quatre vecteurs :

f1 = (1; 1; 1; 1); f2 = (1; 1;�1;�1); f3 = (1;�1; 1;�1); f4 = (1;�1;�1; 1):

1. Montrer que (f1; f2; f3; f4) est une base de R4. On notera désormais cette base C.

2. On considère l�endomorphisme u de R4 dé�ni par les relations :

u (e1) = f1; u (e2) = f2; u (e3) = f3; u (e4) = f4:

(a) Montrer que u est un automorphisme de R4. Expliciter sa matrice associée dans la base canonique B.

(b) Montrer que l�endomorphisme u2 est un endomorphisme simple, que l�on déterminera.

(c) Déterminer la matrice associée à l�endomorphisme réciproque de u dans la base B.

(d) Déterminer la matrice associée à l�endomorphisme u dans la base C.

3. On considère les quatre suites (xn)n>0, (yn)n>0, (zn)n>0, (tn)n>0 de nombres réels dé�nies par les valeurs
initiales x0, y0, z0, t0 et, pour tout entier naturel n, par les relations de récurrence :

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

xn+1 =
1

4
(xn + yn + zn + tn)

yn+1 =
1

4
(xn + yn � zn � tn)

zn+1 =
1

4
(xn � yn + zn � tn)

tn+1 =
1

4
(xn � yn � zn + tn)
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À l�aide de l�endomorphisme u, donner une interprétation vectorielle de ces relations.
En déduire que les quatre suites considérées ont pour limite 0.

4. Déterminer les valeurs propres de u et une base de chacun des sous-espaces propres associés.
L�endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Exercice 2.

A. Pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose :

In =

�

4Z

0

tann x dx:

(1) Sans calculer l�intégrale In, montrer que la suite (In)n>1 est décroissante, puis qu�elle est convergente.

(2) Calculer la dérivée de la fonction x 7�! tann+1 x.
En déduire, pour tout nombre entier naturel non nul n, une expression de In + In+2.

(3) Montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul n :

1

2(n+ 1)
6 In 6

1

n+ 1
:

En déduire la limite de la suite (In)n>1.

B. Soit t un nombre réel appartenant à l�intervalle
i
0;
�

4

h
.

Pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose :

In(t) =

tZ

0

tann x dx et Sn(t) = I1(t) + I2(t) + � � �+ In(t):

(1) Pour tout nombre entier naturel non nul n et tout élément x de [0; t], véri�er que :

a.

����tanx+ tan
2 x+ � � �+ tann x�

tanx

1� tanx

���� =
tann+1 x

1� tanx
.

b. 0 6
tann x

1� tanx
6

tann t

1� tan t
.

(2) Montrer que pour tout nombre entier naturel non nul n :
������
Sn(t)�

tZ

0

tanx

1� tanx
dx

������
6 t

tann+1 t

1� tan t
:

En déduire que la suite (Sn(t))n>1 a une limite quand n tend vers l�in�ni.

(3) On se propose de trouver une expression de cette limite.

a. Soit f la fonction dé�nie sur l�intervalle
h
0;
�

4

h
par la relation :

f(x) = ln (cosx� sinx) :

Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.
b. On pose:

J(t) =

tZ

0

sinx

cosx� sinx
dx et K(t) =

tZ

0

cosx

cosx� sinx
dx:

Calculer J(t) et K(t) à partir de K(t) � J(t) et K(t) + J(t). En déduire la limite de (Sn(t))n>1
quand n tend vers l�in�ni.
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Exercice 3.

Soit f la fonction numérique dé�nie sur R par les relations :

f(x) =

(
6x(1� x) si 0 6 x 6 1 ;

0 sinon.

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans [0; 1], de densité de probabilité f .

(a) Déterminer la fonction de répartition F de X.

(b) Calculer l�espérance et la variance de X.

3. (a) Montrer qu�à tout élément y de l�intervalle [0; 1] on peut faire correspondre un élément u et un seul de
[0; 1] tel que :

uZ

0

f(x) dx = y:

On dé�nit alors l�application ' sur [0; 1] en posant '(y) = u.

(b) Montrer que ' est continue sur [0; 1] et dérivable sur ]0; 1[.

Trouver les valeurs de y dans ]0; 1[ telles que '0(y) =
3

4
.

(c) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire Z = 3X2 � 2X3.
Quelle est sa loi de probabilité ?

4. On considère des variables aléatoires X1 et X2 de même loi que X. On suppose que les variables X1 et X2
sont indépendantes et on pose T = sup(X1; X2). (Autrement dit, T est la variable aléatoire qui prend la
plus grande des valeurs prises par X1 et X2.)

Trouver la fonction de répartition de T . En déduire une densité de probabilité de T et l�espérance de T .
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