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EXERCICE 1

On considère les matrices carrées d�ordre 3 suivantes :

A =

0

@
�1 �1 2
�2 0 2
�2 �1 3

1

A ; B =

0

@
3 1 �3
0 1 0
2 1 �2

1

A ; C =

0

@
7 3 �8
9 4 �11
9 4 �11

1

A ; P =

0

@
1 �1 1
0 2 1
1 0 1

1

A

On se propose de résoudre le système d�équations :

(S)

�
XP = PX

AX �XB = C

où X est un élément inconnu de M3(R).

1. (a) Appliquer la méthode du pivot, en explicitant les calculs, pour montrer que la matrice P est inversible
et pour calculer son inverse.

(b) La matrice P�1 est-elle solution du système (S) ?

2. (a) Déterminer les valeurs propres des matrices A et B.

(b) Montrer qu�il existe une base de vecteurs propres communs à A et à B telle que la matrice de passage
associée soit P .

3. Dans ce qui suit, on pose : Y = X � P�1.
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(a) Montrer que la matrice X est solution du système (S) si et seulement si la matrice Y véri�e le système
: 8

>><

>>:

PY = Y P0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 0

1

AY � Y

0

@
0 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A = O

(b) En déduire l�ensemble des solutions du système (S).

EXERCICE 2

Pour tout nombre entier naturel n, on considère les fonctions gn et Gn dé�nies sur R+ par les relations :

gn(x) = x
ne�x=2; Gn(x) =

1

2n+1n!

xZ

0

gn(t)dt:

1. Étudier les variations des fonctions g0, g1 et g2. Tracer les graphes de ces fonctions dans un même repère
cartésien.

2. (a) À l�aide d�une intégration par parties, calculer Gn+1(x)�Gn(x)

(b) Calculer G0(x), G1(x) et G2(x).

(c) Déterminer la limite de G0(x) lorsque x tend vers +1. En déduire la limite de Gn(x) lorsque x tend
vers +1 (l�entier n étant �xé).

3. Soit Fn la fonction dé�nie sur R par :

si x > 0; Fn(x) = Gn(x):
si x < 0; Fn(x) = 0:

� Montrer que Fn a les propriété d�une fonction de répartition.
On considère une variable aléatoire Xn de fonction de répartition Fn.

� Déterminer une densité fn de Xn.

� Calculer l�espérance E(Xn) et la variance V (Xn) . Véri�er que le rapport
E(Xn)

V (Xn)
est indépendant de

n.

4. Montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul n, la fonction fn prend une valeur maximale Mn.

Trouver la limite, lorsque n tend vers +1 , du rapport
Mn+1

Mn
:

5. On suppose que le nombre réel strictement positif x est �xé. Soit T une variable aléatoire à valeurs dans N
telle que, pour tout nombre entier naturel non nul n, la probabilité pour que T > n soit égale à Fn�1(x).
Déterminer la loi de probabilité de T . Calculer l�espérance et la variance de T .
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