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EXERCICE 1

Soit f la fonction définie sur R par :

1. (a) Etudier la parité de f.
(b) Déterminer le signe de f(z) suivant les valeurs de z.

)
)

(c) Montrer que f admet 0 pour limite en +00 et en —oo.
)

2. (a) Montrer que f est dérivable et que :

f(z) = 247" _ g7,

(b) Etudier la variation de f. Préciser les points ou f présente un extremum.
(c) Calculer la dérivée seconde de f et déterminer le signe de f”(z).

(d) Construire la courbe réprésentative de f. (On admettra que le maximum de f est sensiblement égal a
0.3.)

3. On considére une variable aléatoire réelle X qui suit une loi normale centrée d’écart-type o. Pour tout
nombre réel strictement positif a, on note p(a) la probabilité de I’événement :

a <X < 2a.

Déterminer la valeur de a pour laquelle p(a) est maximal.
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EXERCICE 2

Soit u = (uy,) la suite réelle définie par la relation de récurrence :

Up+1 = Un + —
n

et la condition initiale ug = 1.
1. Montrer que la suite u est bien définie.
2. Etudier la monotonie de la suite u. Montrer que :

lim wu, = 4+oo.
n—-+o0o

3. Pour tout nombre entier naturel k, exprimer u% 41— u% en fonction de uy.
En déduire la limite de u% 41— u% lorsque k tend vers +oo.

4. Pour tout nombre entier naturel n, on pose :
.
n =
(a) Montrer que pour tout nombre entier naturel k :
Vg1 — vk = L
En déduire que tout nombre entier naturel non nul n :
Up = N.

(b) Montrer que, pour tout nombre entier k > 1 :

1
Uk+1*”k<1+g-

(c) Prouver que, pour tout entier k > 2 :

dt

< | 7

| =

Lo~

k

(d) Déduire des questions {4b| et [4c| que, pour tout entier n > 1 :

1
Up —Vo<n+—+1+Inn.
Vo

v
5. Déterminer la limite du rapport — lorsque n tend vers 4o0.

En déduire un équivalent de u,,.

EXERCICE 3

On désigne par n un nombre entier strictement supérieur a 1.

Un sac contient des boules rouges et des boules blanches, indiscernables si ce n’est par la couleur. La proportion
de boules rouges est p, o 0 < p < 1 ; celle des boules blanches est ¢ = 1 — p. On effectue une suite de tirages
d’une boule, avec remise de la boule tirée aprés chaque tirage, selon la régle suivante :

e dés qu’une boule rouge est tirée, on arréte les tirages ;

e si les n premiéres boules tirées sont blanches, on arréte les tirages.
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. Soit © l'ensemble des suites de couleurs de boules qu’on peut tirer selon cette régle. (Ces suites sont de
longueur finie au plus égale a n.)

(a) Montrer que Q2 posséde n + 1 éléments.

(b) Déterminer la probabilité P sur (£2,P (€2)) associ¢ a cette expérience aléatoire (ou P (£2) désigne
I’ensemble des parties de €2).

. On note N, X1, Xy les variables aléatoires représentant respectivement le nombre de tirages effectués, le
nombre de boules blanches tirées et le nombre de boules rouges tirées.

(a) Etablir une relation simple entre ces trois variables aléatoires.

(b) Déterminer les lois de probabilité de ces trois variables et exprimer leur espérance en fonction de n et
q.

. Trouver la loi de la variable Z = X X5 et calculer son espérance. En déduire I'expression de la covariance
de X7 et X5 en fonction de n et q.

. Pour tout couple (j,k) de nombres entiers naturels non nuls tels que j + k& < n, calculer la probabilité
conditionnelle :

P(N=j+k/N >k).
Quand vaut-elle P(N = j) ?



