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EXERCICE 1

On définit sur l'intervalle }U._ 1} les deux fonctions f:a—axln(z)ctg:ra— " =e¢

# Ina)

1.(a) Les fonctions f et g admettent-elles des limites en 07

(b)
(c)

Dresser les tableaux de variations des fonctions f et g sur [0, 1].

1
Justifier que l'intégrale / g(t)dt cst convergente. On notera I sa valeur.
0

2. Pour tout n € N, on posc :

ct :

(b)

Justifier que pour tout n € N, u,, cxiste.
Montrer que la suite (u,),cx converge vers 0,
Calculer wug et .

A Taide d’intégrations par parties successives, montrer que :

(="
neN, u, = ————.
(4 1)+
Montrer que la série de terme général u,, est convergente.
Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function S = somme(n) qui prend comme parametre d'en-
trée un entier naturel n et qui produit en parametre de sortie la valeur de S,.
A Taide de I'inégalité de Taylor-Lagrange en 0 a Pordre n appliquée a la fonction exponentielle,

1 .
montrer que pour tout x € {——, U} et tout entier naturel n :
€

- oL gk 1
e F < 1 IBIN
— Kl entl(n+ 1)!
Fn déduire que :
i 1
VYneN, [ -85, < .
T (.’.nll(n—l— l)l
Montrer que :
+oc (_ [ }n
I=->
n=1

Ecrire unc fonction Scilab d’en-téte function I = estimation(eps) qui prend comme para-
metre d'entrée un réel flottant strictement positil £ el. qui produit en parametre de sortie une
valeur approchée de I a ¢ pres.
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Soit. n un entier supérieur ou égal a 2.
A

Pour tout élément x = (1, x4, ..., ,) de R, on note X = : le vecteur colonne de ses coordonnées
Tn

dans la basc canonique de R™.
On rappelle que si x est ainsi associé a X et y a V', le produit scalaire canonique sur R™ est défini par :

ki3
<a,y>= Z:I;kyk = XY = 'YX,
k=1

ol 'X représente la transposée de X.
1. On note J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients valent 1.

(a) Justifier qu’il existe une matrice P de M, (R) et une matrice diagonale D de M, (R) telles
que :
J=PD'P

(b) Déterminer le rang de J. Tin déduire une valeur propre de J ainsi que la dimension du sous-
espace propre associé.

(¢) En examinant la trace de J, expliciter la matrice D.

2. On note f la forme quadratique définie sur R" par :

f(:l?l, Ta..o.., xn) = Z Tyl

l=i<jsin

(a) Montrer que pour tout (a, %o, ..., &),

flay,xo, oo ay) = % Z ] — Z s

(b) Déterminer une matrice M € M, (R) telle que :
Ve e R™, [f(z) = 'XMX.

(¢) Exprimer M comime combinaison linéaire de J et I, ot I désigne la matrice identité de M, (R).

(d) En déduire qu’il existe une matrice diagonale A & déterminer telle que :
M=PA'P
(e) Montrer que la fonction f admet un minimum et un maximumn sur Pensemble :
S={(x1,29,....,20) ER" /22 + 23+ -+ 22 =1}

et déterminer la valeur minimale ct la valeur maximale de f sur S.

Tournez la page s.v.p.
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3. Dans cette question, A est unc matrice de M, (R) qui est symétrique ot dont toutes les valeurs
propres sont strictement positives. On note u 'endomorphisme de R™ dont. A est la matrice dans
la base canonique de R™,

(a) Justifier que A est diagonalisable ot montrer qu'il existe une matrice B € M, (R) telle que
B A
Omn note v endomorphisme dont I3 est la matrice dans la base canonique de R"™,
(b) A l'aide de v et de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que :
V(z,y) € R™)?, (<z,y>)* < <ulz),z>x <u'(y),y>
Pour un z € R" non nul donné, trouver un y € R” non nul tel que cette inégalité soit une
égalité.
(¢) En déduire que :
inf (<u(z),z>) x (<u (z),z>) =1

xeR"
al|=1

1 2

(a) Montrer que A est inversible et déterminer A 1.

4. On suppose que n =2 et A = ( B e )

(b) Montrer que toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

(¢) En déduire le minimum de la fonction g définic sur R? par :
g1, m2) = (23 + 225 + 20122) (222 + 25 — 2m1%2)

sous la contrainte z3 + zZ = 1.

PROBLEME

Toutes les variables aléatoires présentes dans ce probleme sont définies sur un méme espace probabi-

lisé (2, A, P).

Partie A

Dans toute cette partie, a est un réel strictement positif et g, est la fonction définie par :

0 siz < 0,
YereR, g,(r) = r _ e? )
. 9a(@) —€ 22 sz > 0.
a

1. Justifier que g, est une densité de probabilité.
2. Soit Z, une variable aléatoire admettant g, pour densité.
(a) Soit N unc variable aléatoire suivant la loi normale centrée ot de variance a?.
Rappeler une densité de N et donner les valeurs de E(N) et E(N?).
(b) Montrer que Z, admet une espérance et calculer F(Z,).

(¢) Montrer que Z, adimet une variance et calculer V(7,).
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Partie B

Pour tout entier n strictement positif, on considére I'expérience suivante : on dispose de i urnes initia-
lement vides, numérotées de 1 a n et on dispose d'un grand stock de boules que I'on dépose une a une
dans ces urnes. Pour chaque boule, on choisit au hasard, de facon équiprobable, 'urne dans laquelle la
boule est déposée.

On note X, le rang du premier tirage pour lequel unc des urnes contiendra deux boules.

. Compléter la fonction Scilab suivante pour qu’elle simule une réalisation de la variable aléa-

toire X, :
function X = tirage(n)
urnes = zeros(l,n)
X =1
choix = floor((rand()*n))+1
urnes (choix) = urnes(choix)+1
choix = floor((rand()*n))+1
X = ... 0. ..
end
endfunction

2. On supposc dans cctte question que n = 1.
Déterminer la loi de X ainsi que son espérance et sa variance.

3. On suppose dans cette question que n = 2.
Déterminer la loi de X5 ainsi que son espérance ct sa variance.

4. On se place ici dans le cas général, n désigne un entier strictement positif.
(a) Déterminer X,,(Q) en justifiant brievement.

(b) Montrer que :
nl(k—1)

veke2,n+1], PX,=k = —"—"—.
[ I PlXa=k nk(n—k+1)!
(¢) Montrer que pour tout entier strictement positif », X, admet une espérance.

(d) On souhaite éerire une fonetion Scilab qui calcule E(X,,) en fonction de n.
Compléter la fonction suivante a cet eflet :

function E = esperance(n)
facto = prod([1:n])
fac = facto
somme = 0
puissance = n
k =2 : (n+1)
puissance = ........

fac = ... ...,

somme = somme + k*(k-1)/(puissancexfac)
end
E = facto * somme

endfunction

Tournez la page s.v.p.
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Partie C

On reprend dans cette partie les variables aléatoires X, étudi¢es dans la partic B.
Pour tout entier n € N* et pour tout m € N, on posc :

m }:“
aln,m) = Z In ('l — ;) :

k=0

. 1
1. Montrer que pour tout réel x de Uintervalle {U; 5} ,

4

—w—a? < In(l —x) <

1 _ n
2. En déduire que pour tout (n,m) € N* x N tel que m < > on a;

m(m—+1)  mm+1)2m+1)
2n 6n2

m(m =+ 1)
2n

< aln,m) < —

3. On suppose dans cette quebtion que x < 0.

Calculer 11111 (vnP (X, = |vnz])).

4. On suppose dan.s cette question que x est un réel x > 0.
(a) Donner la limite puis un équivalent simple de [/nz] lorsque n tend vers 4oc.

(b) Justifier qu'il existe un entier N tel que :
- L
W = f\": L\/E'IJ < 5

(¢) Montrer que :

k-2 .
—1
Vn € N VE e [2,n+ 1], P(X, = k) H (1 - —) .
(d) En déduire que pour tout n = N, on a :

P(X, = |Vnx]) = L\/_IJ — er (a(n, |Vnz] —2)).

(¢) Montrer alors que /nP(X,, = [v/nz]) admet unc limite lorsque n tend vers U'infini et déterminer
cetie limite.
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Partie D

On admettra dans cette partie le résultat suivant :
Si W est une variable aléatoire et si (W),)ene €8t une suite de variables aléatoires telles que :
x pour tout n € N*, W, admet une densité h,, ;
« la variable W admet une densité b,
* pour tout réel z, on a : lim h,(z) = h(z):
n—+00

alors, la suite (W, ),ene converge en loi vers W.
On considere toujours dans cette partie la suite (X, )pen- de variables aléatoires délinies dans la partie B.

On introduit une variable aléatoire U qui suit la loi uniforme sur Uintervalle [0; 1], que l'on suppose
indépendante des variables aléatoires X, (pour n € N*), et on pose :

Af-”_ + {/'r
On délinit enlin, pour tout entier entier strictement positif, la fonction f, par :
VeeR, falz)=+vnP (Xn = L\/H.LJ) .

1.(a) Soit n € N* et k € Z.
Déterminer 'ensemble des réels x tels que L\/ﬁrj = k.

YneN, Y,=

(b) Montrer que pour tout entier n € N*, la fonction f, est une densité de probabilité.
2.(a) Soit n € N* et k € Z. Calculer P(U < /nx — k).
On pourra séparer les cas o k > L\/ﬁrj k< L\/ﬂ_,.:}:_ et b= L\/ﬁrj

(b) A Taide de la formule des probabilités totales, montrer que :
g
Ve eR, P(Y, <) = / Folt)dt.

(c) Justifier que, pour tout entier n € N*| la variable aléatoire Y,, est unc variable aléatoire a
densité, et que Y, admet f, pour densité.

(d) Montrer que la suite de variables aléatoires (Y}, )pen- converge en loi vers une variable aléatoire ¥V
a densité dont on précisera la densité.

3.(a) Rappeler Pénoncé du Théoreme de Slutsky.

_ , , S Xn , . .
(b) Montrer que la suite de variables aléatoires | — converge en loi vers une variable aléatoire
n
nefes

a densité dont on donnera unc densité.
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ESPRIT DE L’EPREUVE

Vérifier chez les candidats I'existence des bases nécessaires pour des études supérieures

de management.

Apprécier I'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et I'appliquer

(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

B SUJET

Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

B EVALUATION

Exercices de valeur sensiblement égale.

B EPREUVE

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence
les principaux résultats, a respecter les notations de I'énoncé, et a donner des

démonstrations complétes (mais bréves) de leursaffirmations.
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EXERCICE 1

1. {e} On sait per croissances comparées que |.1'1:|:|:I|I {rlnz) =0. Done f tend vers 0 en 0. Et par composition
T
de limites (la fonction ¢ — ef étant continue en 0) il vient que g tend vers 1 en O

(b} Lefonction § est continue et dérivable sur |0, 1] en tant que produit de fonctions continnes et dérivables
gur |0,1] et :
¥r elo, 1], fiz) = In{z) + 1.

Omn en déduit les variations de f sur Pintervalle en question :

T 0 i 1

Fi=) - +

fiz) D"‘H ,rff’"u

L fonetion ¢+ ef étant eroissante, les variations de g sont enalopues & celles de f -

T [} 1

s
[

1

glz) | T

1

exp(—+)

(¢} La fonction g est continue sur |, 1] par composition, et on vient de voir qu'elle se prolonge par
continmité & Mntervalle [0, 1] (par g{0) = 1). Lintérrale de g sur [0, 1] est done fanssement impropre

1
ot done Pintégrale f glthde cat convergente.
0

2 (g} On a vu a la question 1.(s) gue la fonction f admet une limite fnie en 0. Done pour tout n & M
la fonction ¢ — (tIn{t)}™ admet clle aossi une limite finie en 0. Son intérrale sur [0,1] est done
fanssement impropre, done convergente. Ceci montre que 4y, existe pour tout m e M.

(b} INapris les variations de f. on sait que :
. 1
v <]0, 1], = = fltl=0

Done pour tout n & B on a:

| L 1“‘:]‘t 1
i€ o f, (E) = e

. 1 . ! :
Or, n!“}-l_,e_» Tl = (. Par encadrement, e suite {1, } converge alors vers 0.
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1
(e} l-u;,:fdt:l_
o

1
. u = f tInft)dt. On se ramine & un segment pour faire une intégration par parties, les fonctions
'

s—#;ethétan:hicu de elasse C! sur tout segment 5, 1] avec 0 << 1, ona:

f:cl.n{:}d: =!i_%£LtEn(L]d£=l:j_?E (Eghm]:—fj%&:] g [é]: = _%

{d}) Pour tout k € [1,n] on a, par intégration par parties -

|
)

Gty n k-1
i n+]£;[h:[:]‘] ar

[ e tateyta S0~ [ tay-tas)

II vient done gue :

1 1
fu £(Infe))"de j Jl; £ (Infe))P—de

(-2 +1} f £ {Infe))"-2ds

. 1
n_lf ) (o) [ e
1 n!

{n+ T R kg ey

(=
(-3
s

(1"

On a done en itérant plasteurs fois la formule precédente que -

. e
u“'_(nq_nn+l
() Pourtout m 21, ona (mn+ 1™ = (n+ 12 =n.

et done -

g 1
i, ful € —

Or Ia série de terme gmnral est convergente, done ks séric de terme général [ug| est convergente.
Done la série de terme L{mcrﬁ iy est absolument comvergente, et done elle ot convergentse.
(£} -

function 5 = somme{n)

8 =1

for- k=4 1 n

8§ =8 + [(-1)s=sk/(Ekvl)*=(k+1)

end

endfunction
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3.(n) Soit & [_E‘ I}jE et e M.

Le fonction t —+ e* étant de elasse C™! sur 'intervalle [z, 0, on peut utiliser l'inégalité de Taylor-
Legrange pour obtenir que :

n k 3 mil
— ) = —0|
e — cﬂl:r 5 !
N g
Clest & dire -
[l

{ﬂ+1]'

35l

{car |¢'] = 1 sur 'intervalle considérd). Bt puisque 2| = E‘ il vient que :

E ;,u‘ ,:r-+l|:n T
(b} De la question précedents on déduit 1'encadrement -
1 1 = ok 1
e [0 < LR < T
On sait depuis 1'étude des variations de la fonetion f que pour tout ¢ £]0,1] on & tlnit) € [—11 ]
e
Il vient done que :

gthnft) _ z [1"[]13‘{'5”jl 1

S = F )

eﬂ+1{n Y e

Paszant cet encadrement. & 'intégrale entre 0 et 1, il vient que -

mn

1 1
CTRT R o oo
e 4 1)1 s E“*’E e Him 1)

Clest & dire que -
1

”—S!ll'-im

{¢) [Mapri= la question préctdente, il vient que S, tend vers T lorsque n tend vers 4o,
e

En d'auntres termes, Zﬂ“ =1, c'est & dire :

ANNALES DU CONCOURS ECRICOME PREPA 2017 : EPREUVE - PAGE 4

Les sujets et corrigés publiés ici sont la propriété exclusive d’ECRICOME. Ils ne peuvent étre reproduits a des
fins commerciales sans un accord préalable d’ECRICOME.



CONCOURS

ECRICOME
PREPA

{d} Il suffic de prendre n tel que £ £ pour essurer que S, donne ane valeur approchee de J

1
Hin 1)
& £ pres :

function I - estimation(eps}
n =0
facto = 1
while exp(n+i}*facto < 1feps
n = o+l
facto - facto = (n+i)
end
I = somme(n)
endfunction

XERCICE 2

1. (g} Le matrice J est réelle ot symétrique. 11 existe done une matrice réelle orthogonale P et une metrice
réelle disgonale I telles que J = PDP-' = PD P,

{b} Toutes les colonnes de J sont égales (et non milles), done J est de rang 1.
Done le noyeu de J est de dimension n — 1 = 0.
Done 0 est valeur propre de J, et ke sons-espece propre associé est de dimension n— 1.

(¢} Le matrice disgonele I) comporte done n— 1 fois 0 sur se disgonele. Comme sa trece est cgale & celle
de J (car I} et J sont semblables), on a Tri) = net done la « derniére » valenr propre de J est no

b s R
o o

Cm peut done prendre D = | :
3 LU}
o - 0 n

2. (g} Sechant que

{i’-}! _ ;Zia_.-i+g Z oy

(n a bien que :
! )= 2[(Xa)’ y ]
[z, %9, .- . ®n =3 i —h-] k|

(b} Introduisons le vectour-colonne V =

O a alors que -
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1l vient alors que :
flz) = F(CXV)VX) - XX)

(
{‘X{V'V}Lx - 'xx]
(

v | = bl | = ]~

U JX -*xx}

_ lx{%w -n)x

On a done fi{z) = "X MX avec M =%{J—f}.
{c} On I'a démontré dans ls question précédente - M = (0 — I).
{d} D'eprés ce qui précide, on a :

M — %[J—I]
s %(pnfp_ﬁp}

= P(%(D -n)p

Omn & done M = PA'P aver

1
-5 O L]
0 -
A==(D-I)= g
1
-1 0
il o2

qui cst bien diagonale.

{2} On zait d'aprés le cours que la forme quadratiqee f sdmet un minimum et un maximum sur le ferme
horne 5. :
Le minimum de [ sur & est la plos petite veleur propre de M, & savoir g

Et ke maximum de f sur § est la plus grande valeur propre de M| & saveir n;l_

3. (&} En tant que matrice réelle symétrique, A est disgonalisable.
Il existe alors une matrice Dy = Diag{A, Az, ..., An) et une matrice inversible (et méme orthoronale)
P telles que A = PP
Les wvelenrs propres A, ..., An de A étant strictement positives, on peut introduire la matrice Do =
DiaglvAy, v3a. ... w3 )
La matrice B = PD,P-! verifie alors B2 = A,
Observons de plos que B est elle aussi symétrique, quielle st inversible (ear ses valeurs propres somt
toutes non nulles) et done que son inverse est elle aussi svmetrique.
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(b} Soient r et y deux vecteurs de B™. Alors -

(zy)? *

(zolv~(a)
(wz)o(3)) " fear v st symétrique)

(v(z)0(z)) (v~ (w)2~"(3)) (par Cauchy-Schrwarz)
{u?.::}_:} {r!{g}_y] {ear v et v sont symétriques)
(u(z).)(u~" (3).)

}2
)

A

M

11 suffit de prendre y = uiz) pour obtenir P'éralité (et u(r) est bien non ml puisque o est inversible,
sos valeurs propres etant toutes non oulles).

(e} Boit r un vecteur de E® de norme égale 4 1. En appliquant 'inégalité de la question précédente avec
¥ = =, on obtient que 1 = (u{z) =h{u(z).2).
Ceci prouve que la borne infericure en question existe, et qu'elle est supéricure ou érele & 1.
Prenons alors = un vecteur propre de o de norme 1.
11 existe done un A = 0 tel que uir) = Az,
Et alors -

{ufz).zhu"(z).x) = {«’-1-1){%1'-1') ={zzf? =1
Done Ia bome inférieurs étudiée vaut 1 (et on peut meéme dire qo'elle est atteinte, c'est en fait un
minithnrm ).
die) 1x2-1=x1=1z0, donec A est inversible.
La formule d'inversion d'une matrice carrée de taille 2 donne alors -

oy NG ]
Pl S)
{b) Sait Ac B.

Ae Spld) = A — Al est non inversible
= (I-A)z-A)—-1=0
o M_34+1=0

= 4+ K
A admet done deux veleurs propres reelles - - Eﬁ et 2 _2‘,.-':, qui sont toutes les deux strictement
positives.
(¢} Notant u Fendomorphisme de B* associé dans la base canonique a la matrice A, on observe que
ulry, wo). (2, 72) = (g + Tp, 71 + Bra) {7y, 7)) = 2 + D] + Doy
et :
u Yz, ) lmy, 2a) = (22 — 7, 7y + 1) {2y, 72) = 1'1'? + T§ —2rm,

Done on & :
glzy,x3) = uizy, 2o} {7y, 23} = ﬂ_]{ih-'l'z}-(ﬂ-'hi'ﬂ

D'apris la question 3, le minimum de g sous la contrainte 27 4+ 28 = 1 vaut 1.
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PROBLEME

Partie A

1. La fonction g, est continoe et positive sur B, De plus -

o & ] 2
galt)dt f: ode + A
— L

s 0
A
= 0+ lim ({—e';!])
A-sdaa o
= (n_{_n}
=k
Done gg est bien une densité de probebilité.
1 Tl
2 (s} Vaprés le cours, N admet pour densité la fonction = — &
(e} DVap po i

Ona:EiN)=0et BE(N*) =V(N})+ E(N})® =a®.
40 12 .1
{b} Za admet une espérance =i 'intégrale f =" Tt converge (absolument).

o 1 A

Cotte intégrale est bien convergente cer N admet un moment d'ordre 2 et E(N?) = f 7=
e O
De plus, par parité de la fonction intégree, on & - -

e~
T e

1
= E\-"Em::

E(Za)

2
(e} Zzndm.ctunecapm'mml‘nmg:alc] —|:' _’d.t,cm:lmgc:

Or, pour r =0 on & :
’l‘:" L
f—e_ﬂ'dt
o a?

'ﬁ“-ﬁ"-n
E‘
EI.-

Done Z; admet un moment d’ordre 2 ot done une varianee

VIZ,) = E(Z2) — E(Z,)% = %a? - %u‘i =t {2 2 l;}a?
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Partie B
L

function I - tirage{m)}

urmes = zerocs(l.m)

X=-1

choix = floor{ramd{)*mn}+1

while urnes{choix) -- O
urnes {choix} = urmes{cheix} + 1
choix = floor(rand{)=m)+1
I - X+1

end

2. 8in =1, on est sir qu'su deuxiéme tirege 'urne contiendra deux boules. Done X5 suit ls loi certeine
de valeur 2 ot donc E(X;) =2 e V{X;) =0
3 8in=2 alos:
# =it on choisit deux fois v méme woe loms des deux premiers ticages, suquel ces on sure Xz =
* zoit on cheisit deux urnes différentes lors des denx premiers tirages et elors on mettre forcément une
denxitme boule dens 'orme choisie sn troisiome t.1ra,gc, tant ot 5 bien qu'on aoure Xo = 31
Done Xo(0) = {2, 3} 3 PlXa=23)= P{X: = 3]
[ vient alors E{X;) = 3 et V{X;5) = -

3 -1'

4. (&} Au minimum Xn veot 2 (si on ch.malt, deux fois de suite la méme urne anx denx premiers tirages) et
an maximum X, vaat n+ 1 (si on met une boule dens chacune des n urmes, svant de devoir forcéement
en mettre une deuxiéme dans I'ume choisie au i+ 1-eme tirsge). Pour tontes kes walours k€ [2,1+1]
on peut réaliser (X, = k). par exemple en chosissant suecessivement les urnes 1,2, E—1,1. Done
Xa(fly=[2n+1].

{b} Introduisons les événements Ay définis pour tout & € [1,n + 1] par « Purne choisie an k-itme tirage
contient déja une boube », et notons By Iévénement contraire de A Alors, pour tout k€ [2.n+1] -

P(Xg =F) PBinBzn_._.nBy ;A

= P(B)Pp,(Ba)--- Poyn_ni,_o{Be 1) Prronn,  (Ar)

n—1 n—2 n—k+2 k-1
* W M e

=: 1

n n n
(m—1}m—2}---(n—E+2) !
= P (k—1) = o= 7P 1]![-’?— 1)

() Xn est une variable aléstoire finie, elle admet done une esperance.
(d)

function E - esperance{n)
facto = prod{[i:nl}
fac = facto
somme = 0O
puissence = 0
for k =2 3 (n+l)
puiasence = puissance = o
fac = fac/{n-k+2)
somme = scmme + k*(k-1)/{puissance=fac)
end
E = facto * somme
endfunction
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Partie C
1. Definissons sur [0,%] les fonctions o ot ¥ par :

glrb=In{l -z} + = () =l(l - ) + T+ =
Ces denx fonetions sont continues ot dérivables et -

—x ) 1 =1 — 2r)
l=— =0 ¢z =——— +14+Fp="" — 7
+ £ 0; ¥'(x) gt -

ql:‘r"rﬂ=_l—:1- 1-=x n

» est done décroissante, aver (0] = 0, done Yr = [ﬂ,%l Jelz) = 0, clest-i-dire :
i |

¥ 1
VI e [G:E] Jn(l — ) £ —x.
¥ est croissante, sver ¥{0) = 0 done ¢ est positive, o'est-a-dire :
1] 2
¥re D,il,hil—zja —F—T.

Co i prouve Uencadrement attendu.
2. Soit (n,m) € M* = N tel quem < g Alors pour tout k & [0, m] nnn% £ [ﬂ,%!.
|
L'encadrement de la question précédente donne alors que -
;. EoOE k
Vkeom], —— - —<shfl——)< -

n?

I
n

En sommant ces encadrements de 0 & m on obtient :
e o [
2
—;Ek—?Zk £ ain,m) £ —EZE
] ) k=0
Et done, par les formules classiques de sommes -

mi{m+ 1} m{m+ 1)(2m+ 1)
I 6nt b

mim+ 1)

o(n,m) £ — et

3. Boit ne M.
Puisque = = 0, on a aussd nx < 0 et done |Re| < 0.
Or Xn prend ses valours entre 2 at n + 1, done nP(Xn = [nz]) =0
Et done “Elﬂl_ VP Xy = |yhz|) =0

4. (8} Pour tout m € N* on & Rz -1 < | /ur| £ /nr.

On a done - ; (/e
Ve N, 1 - —— < T o
E N, ‘.-"r_tz{ v";ﬂﬁ
Et done par le théoréme d'encadrement on & -
Ll
| B
En d'autres termes :
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(b} D'aprés la question précédente, on & :
|vnz) oz 2z

b siizay i Y
g B oo E rl—:il-.ﬂ AT T e

Ce quotient tendant vers 0, il est inféreur 4 1 & partir d'un certain rang.
Done il existe N tel que :
Yn = N, [vhr] < %

]
k-1‘i_l‘2(1 i)  E—1%m—i
T =0 T m =0 n
k-2
[0
E—1 i
T Tm T
k-1 7 .
= gy M1 §
-n_ktz
k—1 n!

e b e A

{d) Pour tout n = N, on a |yfr| < g-‘in-i- L
{Remargue © Pénoned dtair smprécis, d fout sgalement prendre n = % pour assurer que | /nzr| = 2)
[Vapris la question précédents on & alors :
|| -2

P(X, = |vAz]) = &nj‘l o (@-3)
|2 .
T S

L2121 o (atm, e~ 2)

(e} Appliquant 'encadrement de le question 2. on obtient que pour tout i = N -

A0 T YT Y S VY T S

n Gin

Et:
' (/AT - 2)(|Az] - 1)
n

ﬂ{l'.l-: I_y‘ﬁf] T 2} S

Or (|y/fiz| — 2)(| yiiz] - 1) ~ na.
Et (|viiz] — 2)(|vEiz| — 12| vTz| — ) ~ 22702
Il vient donc per encadrement quoe :

aln, |viiz] —2) — _§

e

|vfme] —1
Comme d’sutre part on & q"ﬁn"fr_— ~ = —+ =z il vient que:
T [ BCE T T

2

VAP, = (viaz)) — zexp(-3)

e
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Partie D

1. (m}
k k417
Va |

E k41
=
—m:[ (car Xo(f}) = [Z.n+ 1]}

[vre| =k &= ksynr<k+leze

{b} L& fonction f, est positive sur B.

Elle est de plus constante sur chaque intervalle de la forme [ pour ko [2.n+ 1] et elle

2T n+42
est mulle sur |—:-c.- —_

vn wn
Done fu m:mntmuaur]lsau.fmunmbmﬁmdepmum I:lcampu-mkﬁgﬁ n+ 2.

|

4l

f_i fiinde = f {ﬂl+§j:= Jp{x,._k}du,f 0de

ntl

VA P(Xn = k}j

k=2

ntl

vu Yy PlXn= k}—
" v

E PX, =k =1
=3

Done fy est bien une densité de probabilite.
2. (m}
0 g k= |yAr
P(U < vz - { e |Viz] &k |V
5 k< -V"E:r_,

(b)

PYo<1) = PXp+Uz J/nr)

= Pl = nr— Xq)

- f P{{U&'v'ﬁr—xu]n{xn =k}} {par les probabilités totales)
[

— ¥ P = VA2 — )N (Xn =)
[

= f Pl < ur — B) « P{Xn = k) (par indépendence de I7 et Xn)
B
Lvz]1

- ¥ P(x.=k}+[ﬁ:- ;ﬁ:j}P{x = |mz]) (dspris 2.a)
e —
[vRz]-1

o]
- 3 fm falt)dt + f T o

f falt)dt (par Ia relation de Chasles)
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(e} Soit V' une varieble sléatoire sdmettant fn pour densite.
L& question précédente montre que ¥Yn et Voot le méme fonetion de répartition.
Done ¥y et V' osnivent la méme loi.
ot donc Yy suit s loi de demsité fo.
{d} D'aprés la partie C, f(z) tend vers 0 5 = = 0 et vers .'rerp{—’;} g5or 0.
[Vepriz le résultat admis an début de cette partie, il vient que la suite (Yalpene tend en loi vers la
variable aléatoire &) de e partie A.
3. (e} Soient (X,) et (¥,) deux suites de variables aleatoires telles que pour tout noon a X, et ¥, qui sont
definies sur un meéme espeee probabilizé (F et telles que -
» (X} converge en loi vers une verisble eléatoire X
& (¥y) converge en probabilite vers une constante o
Alors -
# (Xn + ¥n) converge en loi vers la verisble eléatoire X + .
& (XnYn) converpe en loi vers la variable aléstoire o X .
{b) Dna£=1"u—v—b;?.
On a vu que (¥, )newe comverge en lod vers 2.
Pour tout £ = 0 on a:

P{|—% {E} P = J/mc)

= 1¥nz—
1

ek
B oo

Done la suite de variables aléatoires (— %} - tend en probabilité vers la constante 0.
e
Vepris le théoreme de Shotsky, il vient done qoe la soite {E

Jﬁ}r»:N'

converge en lol vers 2, de
o g r=l

dnnsltég:{r}:{:m{_;;] 6 or=0"
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RAPPORT D’EPREUVE

Commentaires généraux

Rappelons quelques faits importants ;

» Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d’en comprendre la problématique et de
hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors au candidat d’aborder le sujet par les exercices (et/ou les
questions) qui lui sont les plus accessibles.

» Une copie soignde est appréciée.

o Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentaux du courp est un prérequis indispensable
a la résolution correcte de nombrenses questions d'un sujet de mathématiques.

» Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi que la vérification, on an minimum
le rappel, des hyvpothéses nécessaires & 'application d'un théoréme utilizé forment une part extrémement
importante de la note attribuée i toute question.

« Vérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux résultats proposés,

» L'aménagement des caleuls et des raisonnements afin d’obtenir impérativement les résultats proposés est
fortement sanctionné.

Rappelonz que les questions informatiques sont assex larmement valorisées an sein du baréme de Pépreuve
et que, plus des deux tiers des candidats ¥ répondent de facon suffisamment satisfaizante,

Avec une moyvenne de 10,94 ot un écart-type de 5,27, cotte épreuve a permis une sélection tout & fait
satizfaizante des candidats.

Commentaires particuliers

Exercice 1

Cet exercice d’analyse proposait ici I'étude d'une intégrale impropre, en exprimant sa valeur comme la
somme d’une série convergente,
L'exercice était volontairement progressif, les trois premiéres questions étant classiques ot abordables, les der-
niéres questions plus délicates,

1. (a) Cette guestion a été globalement bien réussie par les candidats maitrisant leur cours.

(b)) De méme, cette question a été généralement bien faite, mais il est dommage de constater que certains
candidats ne voient pas gue leur tablean de variation contredit les réponsges trouvées dans la question
précédente. On peut souligner que la plupart des candidats prennent le temps de justifier correctement
ot efficacement que [ ot g sont dérivables.

{c) Cette question a été bien traitée par une large majorité de candidats.

2. (a) La méthodé était similaire & celle de la question 1(c), il fallait préciser que 'intégrale était faussement
impropre car (tInt)™ admet une limite finie lorsque ¢ — 0. Une légére pénalité était prévue pour les
candidats affirmant que cotte limite était nulle méme lorague n = 0.

(h) Certains candidats confondent les notions de suite convergente et d'intégrale convergente. Peu de
candidats ont finalement 1'idée d’encadrer U'intégrale pour déterminer sa limite, et beaucoup veulent
directernent « passer 4 la limite sous Pintégrale =. ...

{c) Conformément an programme, on attend des candidats qu’ils pratiquent 'intégration par parties sur
des intégrales sur un segment puiz qu’ils effectuent un passage a la limite.
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(d) Cette question délicate n'est traitée que par les bonnes copies. On attendait des candidats qu'ils
réalisent au moins une intégration par parties correcte (sur un segment), puis qu'ils itérent plusieurs
foiz la formule de récurrence trouvée. Certaing candidats maladroits ont tenté une récurrence.

{e) La guestion a été bien traitée par les candidats sériensement préparés. Certains candidats affirment

e 1 i : ; =
que la série Z rEs est une série de Riemann. On remarque également des équivalents faux,

par exemple (1 + 1) ~ a".
(f) Une moitié des copies seulement a abordé cette question informatique, tous pratiquement pensent &
utilizser la boucle for. Cette question est valorisée dans le baréme.

3. (a) Rares sont les réponses complétes et précizes. La formule de Taylor est connue, mais les hypothéses
ne sont pas rappelées ou de maniére incomplétes. Les vérifications, quand elles sont faites, sont un
peu baclées,

(b)) De nombreux candidats ont compris le principe de la solution mais manguent de rigueur.
{c) Bien traité par les candidats ayant abordé la question.
(d) Cette question est peu abordée. La commande while est souvent utilisée, mais peu de candidats ont

=1 utilizer le lien entre eps et ———.
oS & it 1)

Exercice 2

Cet exercice mélangeait algobre lindaire ot optimization de fonctions de plusieurs variables, et offrait de
nombrenses questions de cours abordables pour des éléves moyens. Ainsi, les questions 1, 3a, 4a et 4b ont 6té
plébizcitéos par la majorité des candidats.

1. {a) De nombreux étudiants disent simplement que la condition & démontrer traduit la diagonalisabilité
de J. On attendait ici deux arguments, I'un expliquant que J était diagonalizable, 'autre expliquant
pourquoi la transposée de P apparaiszait en place de P71
Les candidats écrivent souvent « diagonalisable dans une BON =. Nous rappelons que les abréviations,
méme répandues, ne sont pas forcément familieres du correcteur, et il est hon d’écrire en toutes letires
au moins une fois, puis de précizer 'abréviation utilisée par la suite.

(b)) Trés pen d'étudiants précisent que J n'est pas la matrice nulle, pour affirmer que rg{J) = 1.

{c) Peu d'étudiants citent la propriété suggérée par I'énoncé (deux matrices semblables ont méme rang).

2. (a) Bien traitée en général, lorsque les candidats partent de (1) + 72 + -+ + 2, )%

ib) Environ une copie sur deux trouve la bonne matrice M.

{c) Bien traité par les candidats ayant répondu & la guestion précédente.

(d) Plusieurs candidats ne remarquent pas que la matrice P désigne la matrice introdunite dans la question
1{a).

{e) Danz beaucoup de copies (et méme parmi les bons candidats), on veit le candidat chercher le (ou
les) point(s) critique(s) sous la contrainte, alors qu'on attendait Pappel au théoréme du cours sur les
axtrema d'une forme quadratique sur la sphore unité, visiblement peu connu des candidats.

3. (a) Cette question est abordée par la plupart des candidats, et sa résolution était dans ce cas correcte.

(b} La plupart des candidats a rappelé l'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui rapportait déja quelques
points. Peu ont abordé véritablement l'indgalité, mais quand elle Pa été, les caleuls étajent ménérale-
ment bien faits.

{c) Pen abordé par les candidats.

4.(a) Bien traitée par de nombreux candidats.

(h) De nombreux candidats gagneraient & savoir gue les valeurs propres d'une matrice 2 x 2 s'obtiennent
en résolvant une équation du second degré.

{c) Peu de candidats ont su faire le lien entre los matrices 4 ot 4-! ot leur forme quadratique respective.
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Probléme

Le probléeme proposé cette année modélisait une convergence en loi intéressante d'une suite de variables
aléatoires discrotes vers une variable & densité, en utilisant le théoréme de Shitsky. Le probleme était assez long
et permettait d'insérer des questions de modélisation informatique. 11 était voulu de maniére progressive, sépardé
en parties indépendantes, pour permettre d'une part de départager les candidats, et de permettre i ces derniers
de prendre des points sur de nombreuses questions. Les questions ont dans ensemble bien abordé les parties
A, B, la guestion C.1, ainsi que la question [.3(a).

Partie A

1. La justification de la continuité de g, est trés souvent erronée. Les candidats ont dans 'ensemble bien
vu comment calculer l'intégrale.

2. (a) Cette question de cours est mal traitée. On voit trop souvent la fonction

L] sizr<D

= 1 _=
fiz) g % giT =0
2ma

pour donner une densité d'une loi normale, ce qui fansse les caleuls pour la snite.

(b De nombreuses erreurs de calculs.

{c) Denombreuses erreurs de caleuls. 11 est regrettable de laisser sans commentaires une variance négative,
Perreur de signe était en général due & un non respect des opérationsz indiquées juste avant dans le
calcul.

Partie B

1. Pour la premiére ligne, on voit trés souvent urnes(choix)<2. Les candidats ayant déja compris qu'il
fallait regarder une condition sur urnes (choix) plutdt que sur choix ont été valorisés.

2, Globalement bien traité par les candidats,

3. Globalement bien traité par les candidats. Certainzg candidats pensent que toute variable aléatoire ne
prenant que deux valeurs suit une loi de Bernoulli.

-

. (a) Bien traité. On attendait ici surtout une courte justification des valeurs extrémes de X, (02).

i(h) Lorsgue le résultat de la question est donnée, certains candidats se contentent d’expliquer les termes
qu’ils voiont dans la formule finale, On attendait ici un raisonnement rigoureux avec des événements
et application de la formule des probabilités composées. Dans une question délicate de ce type, lea
points sont décomposés © I'écriture en événements rapporte des points, I'écriture correcte des proba-
bilités composées avec les dvénements rapporte des points, .. ..

Certains candidats & 'aise avec le dénombrement ont pu répondre & la question de maniére combi-
natoire.

{c) Iri, il s'agissait de vérifier si les candidats voyaient simplement que la variable aléatoire considérée
était finie (ou bornée). Trés peu ont finalement compris cette question, et on a vu des études non
abouties de convergence absolue de sommes (finies ... ).

(d) Trés peu de réponses & la deuxiéme ligne.
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Partie C

1. Cette gquestion est dans Pensemble bien traitée par candidats ayant abordée.

I
2, On attendait explicitement que les candidats vérifient que chagque o appartenait & l'intervalle [0,1,/2]
pour appliquer la question précédente.
3. Etonnamment, peu de bonnes réponses sur cette question, ou il suffizait d'énoncer que la probabilité
était toujours nulle dés que = < 0.

4. La guestion est bien traitée par les bonnes copies.

Partie I

La partie I a été globalement pen abordée par les candidats, hormis les meilleures copies.
Cependant, environ une copie sur trois a abordé la question 3(a) et I'énoncé du Théoréme de Slutsly était en
méméral correctement écrit. Ceci montre que les candidats lisent hien le sujet jusqu’au bout pour trouver des
points 4 gagner sur les questions de cours comme celle-ci.
Cette partie permettait 'aboutizsement du probléme et pourra étre reprise 4 bon escient par les enseignants et
los futurs candidats pour 8'exercer i des parties plus délicates du programme.
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