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Exercice 1

La lsttie » désigne un entier naturel fion nul.

Soit £, la fonction définie sur R, par: VxeR,, f,(x)=1-x-x".

1) Montrer que équation £, (x)=0 d’inconnue xposséde une seule solution, notée u, .

2) 4) Vérifier que u, appartienta ]0, I[.
b) En déduire le signe de f,.; (-u,_? ) puis tablir que la suite ( u,,) est croissante.
c) Conclure que la suite (1,) converge et que sa limite appartient A '[O, 1.
d) Montrer par Fabsurde que lim u, =1.
fri50

3} Pour tout enitier naturel » noxi nul, on pose y; =1—u,.
a) Tiistifier que v, est strictement positif, puis montrer que Iny, ~ —nv,,
] . ot
—Invy,’
I f -

ny,

b) Etablir que lim 2 ¥ L () et en déduire que : Inv, ~ F:ln'n '
a3 Sy, A '

Inn
¢} Montrer enfinque: v, ~ —
420

4) Donner la nature des séries de termes généraux v, et v2.
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Exercice 2
On conisidére lespace éuctidien R?, muni du produit scafaire noté (, } défini par:
V( y) (R'i )2 x= (xl,xg x;) y= (y-]._’yz,yg) , (x)y) =50 ,|.;x:2.y2 + X305

La norsme di veotenr ¥ est alors définie par: %= {x.x) -

On considére un-endomotphisme f de R? qui ‘vérifie la condition suivante :
Vi e(®RY, (£(x),9)=-{xs(2))
1) Btablirque; Vi eR®, {f (x};2)=0
2) Onadinet que tout endomorphisme dé R* admet au moins une valeur propre réelle. Montrer, en utilisant
1’égalité obtenue 4 la question 1), que 0 est la seule valeur propre réelle de /.

Dans la snite,.on se propose de montrer qu’il existe une base de R* dans laquelle la matrice de f est de la
forme

(0 u 0
A=l-o 0 0},avec o réel
0 0 ¢

3) Montrer que Ker ( f) etIm(f) sont supplémentaires orthogonaux dans R*.
4) Résoudre le probléme posé si dimKer(f) = 3.

5} On suppose, dans cette question, que dim Ker ( I ) =2,
a) Monirer que ’on peut irouver une base orthonormale 3= (¢, &, e3) de R>, 61t ¢ appartient & Im (/')
et oll (e, ) est une base orthoriormale de Ker (/). ' '
' g 00
b) Montrer que la matrice de fdans la base @ est de laforme: A=b& 0 0.
¢ 0 0)
¢) Vérifier que Im\(ﬁ' F) est stable par f'puis monrer que & et ¢ sont nuls.
d) En considérant le réel < f (el),ej_}, donner la valeur de a. Que dire dé I"hypothése dimKer (f) =37
6) On suppose, dans cette question, que dimKer ()} = 1.
3} Moitrer que P’on peut trouver une base orthonormale &= (¢, e, e3) de R3, oli (e, ez} est.une base

orthonormals ds Im ( ya ) et ol e appartient 3 Ket (f ) .
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¢} Montrer que @ ¢t d sont nuls et que c=—b.
d) Conclure.

Exercice 3
On admet que toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur le méfite espace
probabilisé (2,4, P) que I’on ne cherchera pas 4 déterminer.

Ori considére urie vatiable aléatoire X suivant la Jof exponentielle de patametre —12— etonpose ¥ =X .
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1) On rappellé qu’en Scilab; la commande grand(l, 1, ‘exp”,1/lambda} simule une variable
aléatoire suivant la Joi exponenticiie de paramétre &, Berire une (ou des) commande(s) Scilab utilisant
grand et permettant de simuler ¥,

2) a) Déterminer la fonction de répartition 7, de ¥,
b) En déduire une densité fy de Y.

3) a) Rappeler la valeur du moment d’ordre 2 d¢’une variable aléatoire Z suivant la loi normale centrée

réduite.
b) En déduire que Y a une espérance et donner sa valeir,

4) Onpose U=1-e¥2,

a) Vérifier que U{Q)=]0,1].

b) Déterminer la fonction de répartition £, de U et reconnaitre la loi de U.

¢} Exprimer X en fonction de U, puis en déduire une simulation Scilab de Y utilisant uniquement la
fonction rand.

Probléme

Dans ce probléme, on désigne par A un réel strictement positif.

On admet que toutes les variables aléatoires présentées dans ce probléme sont définies sur un méme espace
probabilisé (Q, 4, P) que I’on ne chetchera pas & déteriminer.

On s’intéresse aux appels parvenant 3 un central téléphonique et on suppose, d’une part, qu’ils arrivent de
fagon indépendante au central, et d’autre part, que le nombre d’appels regus par le central pendant un certain
intervalle de temps est indépendant du nombre d’appels regus par le central pendant un intervalle de temps
disjoint du précédent.

lintervalle de temps [0,2] et on pose, pour tout entier naturel ¢ p, {¢) = P(N, =n).

1y Justifier que po.(()) =l et p; ( 0) =0 pour r supérieur ou égal a. 1. En déduire la loi de N, .

On admet que, pour'tout entier naturel z, p, est dérivablesur R, et que:
(Y=ot
V20, Py (1) D(.) N
VreN, p,' (t}=-hp, (£} + Ap,s (1)
2) Pour tout entier naturel » et pour tout réel 7 positif, on pose : f, (£)=ep, (1).
a) Montrer gue la fonction f, est constante, puis utiliser la premiére question pour détérminer cette
constante,
by Exprimer, pour tout-n d¢ N”, £, (¢) en fonction de Aet £, (?).

ay
¢} On suppose que, pour un certain entier naturel k non mul, ona: v 20, £, (t) =%—)~1~)~? .
o n-1}1

) M)
{i) Montrer qu’il existe une constante X' telle que: Vne N*, V20, f, (r) .-_-_(—-lu)~+ K.
" A

(i1) En utilisant 12 valeur de p, (0) pour » supérieur ou égal a 1, donner enfin, pour tout » de N*,

I'expression explicite de f, (¢) en fonction de A, n et £.
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3) 2). Donner p, {f) pour fout entier naturel # et pour tout réel ¢ positif,
b) Conclure que A, suit la loi de Poisson de paramétre At .

4) Pour tout entier riature! # supéricur ou égal 4 1, on note S, 1a variable aléatoire &gale A Pinstant ou
survient le #-iéme appel. _
a) Comparer, pour tout récl £ positif; les événements (S > # et (N, = 0) puis reconnaitre 1a loi de ..
b) Comparer, pour tout réel ¢ positif, les événements : (S, > £} et (N, <n—1).
¢} Montrer que S, est une variable & densité dont une densité est fa fonction. £, définie par:
?l.” f"_l
f_; (f).: (H—l)!

05150

e™ sifs0

5) Soit (¢, u} un couple de réels positifs tels que w <t
a) Justifier sans calcul que les variables aléatoires. Ny, et N, ~ N, sont indépendantes.
b) Btablir I'égalité suivante : Van e N, P(N, =n} =-'ZP(NH ={)P(N, ~N,=n-i),
©eb '
¢) En déduire la valeur de P{N, — N, =0} puis celle do (N, - N, = 1.

% Z'— Y . )
d) Montrer par récutrence.que: YneN, P(N, - N, =n) =L-£-—;-‘)l~ g Meu),
!

. . (51 (@) siH, (0)21
6) On pose, pour tout @ de Q, R, (m) ="e) ( ) I( ) et on admet que R, est une variable
- |0 si N, (©)=0
aléatoire, | '
) Diéerire ce que représente la variable aléatoire Ry
by Utitiser le systéme complet d’événements (':_N," = n‘)new ‘pour iehitér que :
__ = o
V0, Vue[0, 1], P(R, >u)=Y P([S, > u] [N, =n])
' ) . “n=l
¢) Utiliser la question 4b) pour établir 1a relation

) oo p—l .
Vi>0, Vue[0,], P(R, su)= > Y PNy =i]~[N, =N, =n-i])
) . n=li=0 . '
d) Montrer-enfin que la fonction. de répartition de R, est la fonction. F; définie par :

Osiu<?
F(u)={e ™M) si 0 sust
Isius>t

¢) Lavariable R, est-elle & densité 7 Est-elle discréte ?
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