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Lo présentotion, lo l is ibi l i té, l 'orthogrophe, lo guol i té de lo rédoction , lo clorlé et lo précision des roisonnernents entreronT
Pour une port importonte dons l 'oppréciot ion des copies.
Les condidqts sont invités à encodrer dqns lo rnesure du possible les résultots de leurs colculs.
I ls ne doivent foire usoge d'oucun document :  l 'ut i l isot ion de toute cqlculoTrice et de tout motériel électronique est
i  ntendite.
Seule l 'ut i l isot ion d'une règle groduée esT outorisée

Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on note,M"(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n
à coefficients réels, .I la matrice identité, et l\l",1(lR) I'espace vectoriel des matrices à n lignes et 1 colonne.
On confond rt4",r(R) et lRn.

Préliminaire

Soit E un espace vectoriel réel. On appelle norme sur -8, toute application y de.E dans lR+
i) v(r): 0 si et seulement si ir : 0 ;
ii) pour tout À réel, pour tout c de .E : u(Àr) -- lÀlrz(c) ;
ii i) pour tout couple (r,g) de E2 : v(x + g) < v(r) + v(y).

Montrer que I'application ll ll- de lR' à valeurs dans lR+ définie par : pour tout vecteur X :

l lx l l -  :  max lc;1, est une norme sur R'.'  
l ( i ( n '

Partie I

A. Une norme sur,,V"(R)

1. Montrer que I'application qui, à toute matrice A: (ot,i) de,Â4.(lR), associe le réel 
,mæc

définit une norme sur M"(R). La norme de À sera notée llAll.

2.  a) Établ i r  pour tout X de IR' ,  I ' inégal i té :  l lAxl l -  < l lAI l  x l lx l l* .
b) Montrer qu'il existe un vecteur X6 de IR", non nul, tel que llAXgll-: l lAll x llXoll-.
En déduire que l lAl l  :  sup l lAJl l -

X € R 1 X + 0  l l ^  l l æ

vérifiant :

fi) 
deR',

( Ë ' " " ' ) '



c )  É tab l i r  a l o r s  que  pou r  t ou t  coup le  (A ,B )  de  (M , (R ) )2 ,  on  a  l lAB l l<  I lA l l x l lB l l .

On dit qu'une suite (A^)^2o de matrices de M,(1R) converge vels une matrice A de Mr(JR),

t j  
- \T-  l lA^ -  AI I  :  O.  On pose A^:  (a i , r ( rn)) t<n, i< '  e t  A:  (ou,r ) t<o,r< ' '

3 . a )  M o n t r e r q u e ( A - ) - > 0 c o n v e r g e v e r s , 4 s i e t s e u l e m e n t s i p o u r t o u t ( i , j ) d e [ 1 , n 1 2 , - [ T _ a t i ( m ) - a i , r .

b) Montrer que si (A^)^>o converge vers A et (B*)^2o converge vers -8, alors (,4-B^)m2o converge

vers AB.

4. Soit A un élément de .Â2.(R) tel que |l,4ll < 1.

a) Détermin"t 
-\T_ 

I

b) Montrer que si À est une valeur propre réelle de A, alors lÀl < 1.En déduire que les matrices I - A et

1 *Ason t i nve rs ib les .
/ m  \

c) Montrer que la suite ( I r* 
) 

.onu"rg", et exprimer sa limite en fonction de la matrice A.

\ t =o  /  m

Soit (A^)^20 une suite de matrices de "^l^(R). On dit que la série de terme général A^ (qu'on notera

s - ,  / n  \  ^  
+ æ

) A-) converge. sr Ja suite ( t ,- 
| 

,onu"rg". Dans ce cas. sa Jjmite est no#e, An.

m)O \m:0  /p  m:0

5. On considère dans cette question, une matrice non nulle ru de ,Â1"(lR) qui vérifie la propriété suivante : il

existe un entier p supérieur ou égal à 2 tel que Np : 0 et yn-r 10.

a) Montrer que Ia série | ]No .onu".ge. on note M: î *"-
?,o' 

" 
?--okl

b) Montrer  que {X € R' / (M -  I )X -  0}  :  iX e R"/ l /X :0} .

6. a) Soit D une matrice diagonale de,Â,.1,(R). Montrer que la série | ]D* "oot"rg".
F-o*

b) Soit A une matrice de "Â4,(lR) diagonalisable, D une matrice diagonale et P une matrice inversible telles
+ æ 1

que A : P D P-r. Montrer que Ia série ,, *.Or converge, et exprimer sa somme I i 
r- en fonction de P

7'''' K'
* * r

e t  I  i l k .
k :0

On admetjusqu'à la fin du problème que pour toute matrice A de Il"(R), la série I *O- 
converge,

k>o
+ æ .

et  on note :  exp(A):  f  ian
&:0

7.  Soi t  A un é lément  de, , !4"(1R).  On pose,  pour  tout  rn de N* :  A^:  ( t *  
la) - .

a)  Établ i r  I ' inégal i té  :
l l n  -  l l

l l i * r -  -  r - l l  .  i  ( r  -m(m-  t ) "  l n t -  k+ r ) \  l l '  l l k
l l ;o ' ,  l l  Ë \  rn )-tr-

b) En déduire que la suite (A^)* converge vers exp(,A).



B. Propriétés de I 'exponentielle de matrice

On admet que si A et B sont éléments de M"(R) tels que AB: BA, alors, exp(,A + B) : exp(A)exp(B).

1. Montrer que pour toute matrice A de I,1"(R), la matrice exp(,A) est inversible et déterminer son inverse.

2. a) Soit,4 une matrice de,À4.(lR). Montrer qu'i l  existe une matrice ̂ 9a telle que exp(A) - I: A(I +Sa).

b) Étudier la fonction définie sur lR+ par:o t-) €î _ 1_ 2x.

c)  En déduire que s i  l lA l l  <  1,  a lors l lse l l  <  t .

d) On suppose que ll,4ll < 1 et que exp(A) :1. Montrer que A est la matrice nulle.

3. On note,S^ I 'espace vectoriel des matrices symétriques réelles d'ordre n, et.Sj+ I 'ensemble des matrices
symétriques réelles d'ordre n dont les valeurs propres sont strictement positives.

a) Montrer que si A est un élément de 5,, alors exp(A) est un élément de Sj+.

b) Montrer que I'application exp restreinte à & est une surjection de.S, sur Sj+.

4. Soit A et B deux matrices de S,, telles que exp(,A) : exp(B). On note u (resp. u) I'endomorphisme de
IR' canoniquement associé à .4 (resp. B), et exp(u) (resp. exp(r;)) I'endomorphisme de lR.n canoniquement
associé à exp(,4) (resp. exp(B)).
a) Montrer que .4 et B ont les mêmes valeurs propres.

b) Montrer que .4xexp(B) : exp(B) x,4.

c) Soit F un sous-espace propre de u.
i) Montrer que F est également un sous-espace propre de exp(u).

ii) Montrer que Ia restriction de u à F induit un endomorphisme de F diagonalisable.

d) En se plaçant dans une base de diagonalisation de u, montrer alors que u et u ont les mêmes vecteurs
propres. En déduire que A: B.

Partie II

1 .  On considère lR '  muni  de sa base canonique B:  (et ,e21. . .1en) .

Soi t  /  I 'endomorphisme de lRn déf in i  par  / (e1) :0,  et  pour  tout  i  de [2,  n\ , f  k) :  e i_r .

On note N la matrice associée à / relativement à la base 6. Déterminer, pour tout k de N, la matrice NÀ.

2 . S o i t p u n r é e l d e l 0 , 1 [ . O n d é f i n i t l e s m a t r i c e s  R o u t Q o p a r : R n : ( l - p ) I + p N : I * e p .

a)  Étabt i r  l 'égal i té  :  exp(Qo) : f  " -oLNi .
j : o  r '

b) Caiculer l lnol l  et l lSpll .  Montrer que l lexp(Qo)l l  ( 1.

3. a) Soit m un entier supérieur ou égal à 1, et pt,pz,.. . ,pm des réels de I ' intervalle 10, 1[.
On pose pour tout i de [1, m\, Rt: ,?o, et Q;: Qp,. Montrer les égalités suivantes :

fr "*o,on, : *o (Ëa-) =..0([- Ëo-](1- r/))
f t : l  \ t : i  /  

"  
t = r

b) ÉtaUtir Ia relation suivante :
m m

f l n o - l l . * p ( 8 * )  = [ Ë r - e x p ( Q r ) ] ( À 2 x . . . x , ? - ) - e x p ( e i ) [ u * p ( e r ) x . . . x e x p ( e à - R x , . . x R - ]
k : l  È : l

c) En déduire la majorarion suivante , llfr .- 
- fr u*o(eo,ll . Ë lln5 - exp(e,,)ll.

l l t : t  ' t c= l  l l  n=r



n - l  ^ k

4 .  a )  M o n t r e r  l ' é g a l i t é :  l l e x p ( Q 1 ) - n t l l :  l e - p '  -  1 + p r l  + p l e  p '  *  1 l + r - o ' I * .' 
7-- kl

b) En déduire successivement Ies deux inégalités :

Partie III.

Les notations sont ceiles de la partie IL

On considère m pièces de monnaie (1 ( - < n), telles que pour tout i de [1,-n, h i-ième pièce donne Pile

avec la probabilité pi, et Face avec la probabilité | - pn. On pose I : 
! fn.
i =1

Un joueur lance successivement Ia première pièce, la deuxième pièce, etc. jusqu'à la rn-ième pièce, cette
expérience étant modélisée par un espace probabilisé (Q,"4,P). Pour tout ,k de [1,rn], on note,Sp la variable

aléatoire égale au nombre de Pile obtenus à I'issue des k premiers lancers.

1. a) Montrer que pour tout k de [1,rn], les À*1 premiers éléments de la première l igne du produit matriciel

R1 x R2 x . '. x .RÈ représentent la loi de ,S1.

l l  -  m  l l  1 - r |  \ k r
b) Montrer la relar ion suivanre'  l l l lo,-  f l "*o(8,) l l  :  t  l . ( [S- :  È])-  r -^] l

lli:i :i ll É | Kr I
l - æ l  \ f t t  n

c) En déduire I'inégalité suivante ' I lp(lS- 
: ,tl) - u-^il < z lri

f t : o '  I  i : 1

2. Dans un programme Pascal sont faites les déclarations suivantes :

a ^ n c Î  m  =  .

T y p e  t a b  =  a r r a y [ l . . n )  o f  r e a l ;

Var  p rob  :  tab ;

On suppose que prob contient les probabil i tés p1,p2,.. . ,p^ (ainsi prob[1] contient p1 etc.)

Écrire une fonction Pascal dont I'en-tête est Sn(prob : tab) : integer qui simule Ia variable aléatoire S-.

n"*p(e,) -nrlt (2p? et 
l l_Û"-fr*oro-,l l  =rË"


