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Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on note M, (IR) 1'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n
a coefficients réels, T la matrice identité, et M, 1 (IR} I'espace vectoriel des matrices & n lignes et 1 colonne.

On confond M, 1(R) et R™.
Préliminaire

Soit E un espace vectoriel réel. On appelle norme sur E, toute application v de E dans R* vérifiant :
i) v(z) = 0 si et seulement i x = 0;
ii) pour tout A réel, pour tout x de E : v(Az) = |Nv(z);
iti) pour tout couple (z,%) de E? : v(z +y) € v(z) + v(y).
L1

Montrer que I'application || de R™ & valeurs dans R™ définie par : pour tout vecteur X = [ : | de R™,

In
[|X|lec = max |x;|, est une norme sur R™.
1€ign

Partie I

A. Une norme sur M, (R)

n

1. Montrer que l'application qui, & toute matrice 4 = {a;;} de M, (R), associe le réel max Z a0 |
HLihh N
j=t

définit une norme sur M, (R). La norme de A sera notée {|A].
2, a) Etablir pour tout X de R, linégalité : [JAX |00 < ||A]] X [|X||oo-
b) Montrer qu'il existe un vecteur Xy de R, non nul, tel que }|4Xo||oo = ||A]] % |{X0l|oo.

En déduire que ||4]| = sup HAX”OO_
xernxzo 1K



¢) Etablir alors que pour tout couple (4, B) de (Mn(R))?, on a [[AB]| < [|Al}x||B|}.

On dit qu’une suite {Am)m>o de matrices de M, (R) converge vers une matrice A de M, (R),
si 11111 ||Am — AH =) OD pose Am = (ﬁid‘{’fn)}lgi‘jgn at A = (ai,j)lgi,jgn-
T+ 20

3. a) Montrer que (A, );msp converge vers A si et seulement si pour tout (4, ) de [L, 7] : mlil}}}oo a; j(m} = a,j.

b) Montrer que si (Ap}mzo converge vers A et {Bp)mzo converge vers B, alors (An B )mzo converge
vers AB.

4. Soit A un élément de M, (R) tel que |4} < 1.

a} Déterminer lim A™.

M— 100
b) Montrer que si A est une valeur propre réelle de A, alors [A| < 1. En déduire que les matrices [ — A et
I + A sont inversibles.

e
c} Montrer que la suite (Z A") converge, et exprimer sa limite en fonction de la matrice A.
k=0 m

Soit {Asm)m>o0 une suite de matrices de M,(R). On dit que la série de terme général A,, {(qu'on notera

p 4o
Am ) converge, si la suite Am | converge. Dans ce cas, sa limite est notée A,
g g
r

m =0 m=0 m={

5. On considére dans cette question, une matrice non nulle N de M, (R) qui vérifie la propriété suivante : il
existe un entier p supérieur ou égal A 2 tel que NP =0 et NP~1 £ 0.

+ oo
R 1
: AT —N @ — ~NF
a) Montrer que la série E o N* converge. On note M = E kTA .
k=0 k=0

b) Montrer que {X e R*/(M — X =0} = {X € R*/NX = 0}.

1
6. a) Soit I une matrice diagenale de M, (R). Montrer que la série Z ?{ID& CONVETEe.
k20
b} Soit A une matrice de M,,(R) diagonalisable, 1D une matrice diagonale et P une matrice inversible telles
+ oo
1 1
que A = PDP~1. Montrer que la série Z EAk converge, et exprimer sa somme E EAk en fonction de P

kx0T k=0
+oe

ct Z %Dk.

k=0

. 1
On admet jusqu’a la fin du probléme que pour toute matrice A de M, (R), la série Z FA" converge,

kzo
+ o0
1

ct on note : exp{A) = z FA",

k=0

7. Soit A un élément de M, (R). On pose, pour tout m de N* : 4, = (I + iA) .
™

a) Etablir I'inégalité :

Z%A‘C _ A,

k=0

si(1— mfm*l)“'(m—kﬂ)) A%

k |
peard m k!

b) En déduire que la suite {4, ), converge vers exp{A).



B. Propriétés de 'exponentielle de matrice
On admet que si A et B sont éléments de M,,(R) tels que AB = BA, alors, exp{A + B) = exp(A) exp(B).

1. Montrer que pour toute matrice 4 de M, (R), la matrice exp{A) est inversible et déterminer son inverse.

2. a} Soit A une matrice de M, (R). Montrer qu'il existe une matrice Sy telle que exp(A) — I = A(J + 54).
b) Etudier la fonction définie sur Rt par : 2 r— e® — 1 — 2.
c¢) En déduire que si ||4]] < 1, alors ||S4]| < 1.
d} On suppose que |[4]] < 1 et que exp{A) == I. Montrer que A est la matrice nulle.
3. On note S, I'espace vectoriel des matrices symétriques réelles d’ordre n, et S;f™ I’ensemble des matrices
symétriques réelles d’ordre n dont les valeurs propres sont strictement positives.
a} Montrer que si A est un élément de Sy, alors exp(4) est un élément de S+,
b} Montrer que I'application exp restreinte & S, est une surjection de S, sur S;+.
4. Soit A et B deux matrices de S, telles que exp(4) = exp({B). On note u (resp. v) l'endomorphisme de
R™ canoniquement associé & A (resp. B), et exp(u) {resp. exp(v)) 'endomorphisme de R" canoniquement
associé 4 exp(A) (resp. exp(RB)).
a) Montrer que A et B ont les mémes valeurs propres.
b} Montrer que Axexp{B) = exp{B) x A.
¢} Seit F' un sous-espace propre de w.
i} Montrer que F est également un sous-espace propre de exp{v).

ii) Montrer gue la restriction de » & F induit un endomorphisme de F diagonalisable.

d} En se plagant dans une base de diagonalisation de v, montrer alors que u et © ont les mémes vecteurs
propres. En déduire que A = B.

Partie 11
1. On considére R™ muni de sa base canonique B = (eq,es,...,¢,).
Soit f I'endomorphisme de R™ défini par f(e;) = 0, et pour tout i de {2, n}, f{e;) = ;_1.
Oun note N la matrice associée & f relativement a la base B. Déterminer, pour tout & de N, la matrice N*.
2. Soit p un réel de |0, 1[. On définit les matrices R, et @, par: Ry = (L —p)I +pN =T + Qp-
n-1 ;
a) Etablir I'égalité : exp(Q,} = Ze_pgjf\ﬁ.

=0

b) Caleuler [|R|| et |Q,[i. Montrer que |jexp(Q,)|} < 1.

3. a) Soit m un entier supérieur ou égal & 1, et pr,py, ..., pm des réels de Pintervalle 10,1[.
On pose pour tout i de {1,m], R; = R,, ot Q; = Q,,. Montrer les égalités suivantes :

ﬁ exp(Qr) = exp (i Qk) = e)Cp( [— i?k] (I - NJ)
k=1 k=1 k=1

b} Etablir la relation suivante :

TFL m

1 B = [T exo(@e) = [R1 - exp(@u)] (Ry % -+ X Ryn) —exp(Qy) [exp(Qs) x - xexp(@um) — Rax- - x Ry

=1

e t L
¢} En déduire la majoration suivante : H B, - H exp{Qr)l| € Z || B ~ exp{Qr)l-
k=1 k=1 k=1




-1

k
4. a) Montrer U'égalité : ||exp{Q1) — By||= e =1+ ml+mle™ — 1| +e™ %
k=2
b) En déduire successivement les deux inégalités :
m m ™
llexp(Q1) = Rifil < 2p} et |\]] R — [] exp(@u)| €2 52
k=1 k=1 k=1

Partie III.
Les notations sont celles de la partie I1.
On considére m pieces de monnaie (1 € m < n}, telles que pour tout ¢ de [1,m], la i-itme piéce donne Pile

m
avec la probabilité p;, et Face avec la probabilité 1 — p;. On pose A = Zp{‘
i=1
Un jouneur lance successivement la premiére pidce, la deuxiéme pidce, etc. jusqu’a la m-iéme pitce, cette
expérience étant modélisée par un espace probabilisé (£, 4, P). Pour tout k de {1,m], on note Sy la variable
aléatoire égale au nombre de Pile obtenus & l'issue des k premiers lancers.

1. a) Montrer que pour tout k de [1,m}, les k+1 premiers éléments de la premigre ligne du produit matriciel
Ry x Ry x --- x Ry représentent la loi de S%.

e m n—1l
Ak
. . —X
b} Montrer la relation suivante : H R; - Hexp(Q‘-)l = Z P([Spm=k]) e Tl
i=1 i=1 k=0
+0o0 /\k ™"
¢) En déduire P'inégalité suivante : Z P{{Sm =k]) — e_)‘y £ 2 Zp?
k=0 ’ i=1
2. Dans un programme Pascal sont faites les déclarations suivantes :
const m =...;
Type tab = array[1..m] of real;
Var prob : tab;
On suppose que prob contient les probabilités py,p,,. .., pm {(ainsi prob[1] contient py etc.)

Ecrire une fonction Pascal dont 'en-téte est Sm(prob : tab) : integer qui simule la variable aléatoire S,,.



