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La présentation, la lisibilité, 'orthegraphe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront powr une part importante dans Iappréciation des copies.

Les candidats sont imvités é& encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

s ne doivent fuire usage d’aucun document : 'utilisation de touie calculatrice et de tout matérie! électronique
est inferdite.

Seule P'utilisation d'une régle graduée est mutorisée,

NUAGES DE POINTS ET APPROXIMATION D'UN NUAGE

Dans tout le probléme n et p désignent des entiers naturels supérieurs ou égaux a 2 et on pose Ep = M, 1 (R).
L’espace Fy, est muni de sa structure ewchidienne canonigue; lo norme euclidienne d'wn vecteur x de B, est
notée ||xlf ; le produit scalaire de deux vecteurs z et y de E, est noté {r,y).

81 u est un vecleur non nul apportenant ¢ &, D, désigne la droite vecterielle engendrée par u et 5i x est un
vectewr de By, Pp {x) est le projeté orthogonal de x sur la drotte D,,.

Si F est un sous-espace vectoriel de E,, le supplémentaire orthogonal de F dans E), est noté F*.

Pour toute matrice A appartenant ¢ My, ((R) on note &4 application hinéaire de M, ; (R) dons M, | (R)
définie par : ¥X € M1 (R}, 4(X) =

Pour tout r appartenant ¢ N* et toute famille (uidigicr de vecleurs de Fp, Vect{uy,...,u,) est le sous-espace
vectoricl de B, engendre par les vecteurs uy, ..., ur.

Si g est une fonrtwn définie sur un sous-espace vectoriel F' de E), ei & veleurs dans R, on désigne par l\(.[d.}( glx)

i|:t~ﬂ 1
ou Max {g(.r) xr € F et Jxfl = 1} le mazimum, lorsqu’il existe, de la fonction g sur Uensemble des vecteurs T
de F doni la norme est égale ¢ 1.

Partie I. KEtude d’un exemple

Dans cette partie et uniguement dans celle-ci, on suppose que p = 2, On note {uy,uy) le base canonigue de Fo.
1} Oun considére les vecteurs w1, ve ¢t vs appartenant & Fp et dont les coordonnées dans la base (uy, u_;) sont
respectivement (1,2), (=3, -1}, (2,—1).
On considére un réel m et on note, pour fout 7 appartepant & {1,2,3}, v} le projeté orthogondl de v; sur
la droite vectorielle engendrée par wuy + wing.
a) Calculer en fonction de m la quantité : o4 % + b2 + foi)?.
b) Déterminer la va,lcur mp de m pour laquelle cette guantité atteint son maxinmm; ce maximum est noté

At
2) Soit X la matrice { L 5
} Soit X la matrice 9 1 -1}
a) Vérifier que A} est une valeur propre de & xtx i H1 -+ moup étant un veciewr propre associé & At.
b} Déterminer I'autre valeur propre de ® 1 et la comparer & Aq.
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Partie II. Les axes principaux d’inertie d’un nuage

Les notations infroduites dans cetic partic seront uitlisées dans toute lo suite du probléme.
On définit lo matrice X = (:L'ij) 1gige  uppartenant & My, (R} appelde nuage; ses colonnes ¢, ... 00 sont
1€5<n '

appeldes points du nuage ; X est donc un nuage de n points dans un espace de dimension p.

On définit la matrice V = X 'X.
On appelle F' le sous-espace vectoriel de [Yy engendrd por les vecteurs colomnes ¢1, ..., ¢n &l on suppose gue
dimF=relp>rzl.
Pour tout vecteusr v non nul de E,, on pose I{v) = Z HPn,(e;)II” ; cette quantité s’oppelle Vinertie du nuage
X sur la draite D, 3=t .
Pour tout couple de vecteurs (v,w) appartenant & EF, on pose : J(v,w) = EI{U, ¢y, ).
1) a) Mentrer que la matrice V est diagonalisable et que ses valenrs prop;es sont des réels positifs ou nuls.
On note Ay, ..., Ap les valeurs propres de V' et on suppose que Ay 2 ... 2 Ay,
Justifier 'existence d'une base orthonormale (e1,...,e,) de B, telle gue: Vi € {1,....p}, Ve; = Aeq.
b) e Montrer que le noyau de $y est égal & celui de $x.
o Iin déduire que le rang de V est égal 4 ».

» Moztrer que: Ay = ... =i, =0

s (Que peut-on dire de Ay, ..., As7

e Montrer que (£1,...,er) est une hase de F. o

2) a) Montrer, pour tout vecteur v de norme 1 appartenant & E,, Végalité: I{v) = *v V.
b} Déterminer, pour tout i appartenant & {1.....p}, I{e;) & I’alde des nombres Ay, ..., Ay,
c) On définit les sous-espaces vectoriels I, ..., K. de L} par:
Fy=F, B=Rn(D]), ..., Fr=F_in{D;_))
o Montrer que: Yie {1,...,7}, Fi = Vect(es..'..?e,-).

» Montrer que: I{e;} = Max {I{v); v € E, et v} =1} = Max{I(v};. v € F et vl =1}.
» Montrer que: Vi € {1....,7}, I{e;) =Max {I{v); v & Fi et {lofl = 1}.

3} Soit w un vecteur unitaire de E, tel que I{w) = Max {I(v}; v & E, et |lvf = 1}. Montrer que w appartient
al.

4} On suppose dans cette question que £y, ..., £, sont r vecteurs de norme 1 appartenant & F, e que
1, .+ .., G, sont 7 sous-espaces vectoriels de ), tels que:
( Gi=F

£1 € Gy et I{er) = Max {I{v); v € Gy et [Jof] =1}
j Ea € Go =G ﬂ(DEJ;), et I{eg) = Max {I{v); ve Gaet fu] =1}

{(#)
€1 € Goo1 =Gz N (D;j;_2), et I{e 1) = Max{f(*u); vEG,_yet v = 1}
LEr € Gr = G N{DE ) et I{e,) = Max {I(v); v€ Gy et ol =1}
Les drattes vectorielles I, ..., I); sont appelées azes principaus d’inertie du nuage.
a} Vérifier que {£1,...,&,) est une base orthonormale de F et que {51. oy Era€ryl, ... €p) €5t une base

erthonormale de E,.
b) Montrer que pour tout couple de vecteurs (v, w) appartenant & Eg S, w) =ty V= (v, by (w)).
¢} On se donne deux vecteurs v; et va, unitaires, orthogonaux et appartenant & F.
Pour tout réel ¢, on pose @) = Flcost vy + sint vs).
s Exprimer ot} & Vaide de I{vy), T{vae}, J{vy,vg) et 1.
+ Montrer que ¢ est majorée sur B ef quelle admet un maximoimm,
» On suppose que le maximum de ¢ est atteint en (. Montrer que J{vy,ve) = 0.
d) « Montrer que pour tout (7,7} appartenant & {1,...,7}2, J{e;,£;) = 0 dis que 7,
e Déterminer la forme de la matrice de @y dans la base (€1,...,5r €r41,--.,8,).
¢ En déduire que ponr tout { € {1,...,r}, & est un vecteur propre de V associé & A;.
5} Dans le langage des statisticiens les colonnes ¢; de X représentent des individus d’une population stotistique
ot p varishles statistiques «;,{1 <1 < p) ont respectivement pris les voleurs £i1, 252 .., %50, (1K1 < p),
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valeurs fizées de telle sorte que leur moyennes sont rulles, c'est ¢ dire : Z Ty =0, 1gigp.

ot .
Calculer la covariance cov(zg,z¢) des variables zp et x; lorsque & ef £ appariiennent & {1,...,p} puis
comparer ia matrice V¥V ot la matrice ( cov(;z:k,;zg)) 15k -

15 Egp

Partie III. Une décomposition de la matrice X

Pour tout ¢ € {1, ..., p} on note II; la matrice dans la base canouigue de E,, de la projection orthogonale de’
Ly sur Dy, ; les vecteurs e3. ..., g, ont été définis auJ1 1 a.

P
1} Montrer que: Zﬂg = I, {ob T, est la matrice appartenant & M,(R) dont tous les déments sont nuls

. oi=1

excepté les éléments diagonaux qui valent 1).
2} Déterminer [1;11; pour tout (2,7} € {1,... p}? tel que ij.
3) Calculer pour tout 1 & {7+ 1,...,p}, ; X et en déduire que: X = Z L X

i)
4) Pour tout s & {1,...,7r}, on pose X, = ZH‘EX'
i=1
a) Montrer que: Im@x, T Vect{es,.... e} _
b) Calenler X, "Xe; pour tont § € {1,...,p} et détermniner le rang de X,.

Partie IV. Une norme euclidienne de matrices carrées

Pour tout enfier noturel ¢ non nul ef toule malrice corréde A = {045} 15550 apportenant & M, (R), on pose
1<54q

q
PI(A) = zjl {1if -

On sait q:ie Tr définit une application lincaive de M, (R) dons R ef que 5i A et B appoertiennent respectivement
d M., (R) et M, (R} alors Tr{AB) = Tr(BA). On sait également que si denx matrices A et B sont semblables
alors Tr{A) = Tr{B)}. '

Pour tout M et N appartenant & M, o{R) on pose: O(AM,N) = Tr( M ‘N).

1} Montrer que (M, N} — ©{M, N} est un produit scalaire sur M, ,, ().

Pour toute mairice M appartenant & Mpn{R), on note |{|M}} = \HT{‘(.ﬂ.:{ "M}, appelé ici norme euclidienne

de M. . :

2} Caledler pour tout {4,5) € {1,...,p}?, 8(H; X.1i; X). On distinguera les cas i = § et {5+, et on exprimera
les résultats en fonction des nombres Aq, ..., An. '

3) Calculer [||X — X%, en fonction de Ay, ..., A,, pour tout s appartenant 3 {1,...,7}.

Partie V. La meilleure approximation du nuage

On rappelle que si Hy et Hy sont deur sous-espaces vecloriels de E,, alors :
dim(H; + M} = dim H; + dim Hs ~ dim (H1 f Hg)

On considére un entier naturel s appartenant & {L....,r — 1} el une matrice N appartenant & M, (R} telle
que rang(N) € s. _
1} Justifier rapidement Uexistence d'une base orthonormale {ay,..., 8} de £, formée de vecteurs propres de
(X —N)Y(X — N). On note 71, ..., ¥ les valeurs propres de (X — N) '{X — N} assocides respectivement
aux vecteurs ay, ..., g, ¢ on suppose que 7 2 ... 2 .

2} Soit ¢ un entier appartenant & {1.....7 — s} et un sous-espace G de E, de dimension supérieure ou égale
b

a) Momntrer que : dim (G N Vect(ag,- .-, a.p)) =1,
b) En déduire qu’il existe un vecteur unitaire 4 appartenant i G tel que | 4{X — N)ul® < 7.
¢} On considére Pespace vectoriel H = (Ker @ ¢y} 1 Vect{er, ..., espi).
e Montrer que: dimH 2= 4.
» En déduire: Aog: € -
. »
3) a)} Montrer que: [{|X — NI = 3w
i:
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b) En déduire que: IX —NIE 2 3o A
=41
¢) En déduire que X, réalise la meilleure approximation de X par des matrices de rang inférieur on égal

a s au sens de la norme euclidienne définie plus haut sur M, .(R).
4) Soit G un sous-espace vectoriel de E,.
On note Py la projection orthogonale de E, sur G, Ilg sa matrice dans la base canopique de E, et
T

K(G) =Y |Pa(c)l*.
i=1
La quantité K(G) s'appelle Vinertie du nuage X sur le sous-espace G, et dans le cas ou G = By, K(G) est
I'inertie totale du nuage X.
a) Montrer que: K(G) = }”HCXHI

b} Montrer que: K(G) = ||| X]I]F - 11X — Nz Xl
¢} On suppose toujours que J est un entier appartenant 4 {1,...,r —1} et dimG < s
» Montrer que: K{G) Z Ai.
i=1
» Montrer que K {Vect{ey,...,e,)) est le maximuam des nombres K(G), lorsque G parcourt Pensemble
des sous-espaces vectoriels de E, dont la dimension est inférieure ou égale a s,
d) On suppose dans cette question que s appartient a {1,...,p}, on ne suppose donc plus que s < r — L.
Montrer que K { Vect(ey,...,e,)) est le maxinwun des nombres K{G), lorsque G parcourt 'ensemble

des sous-espaces vectoriels de F; dont Iz dimension est inférieure ou égale & s,

Partie VL. Non multa, sed multum

Dans cette partie, on propose une interprétation pratigue des résultats théoriques précédents a propos d'une

enguéte de consommations.

On a étudié les « consommations » anmlelles de B denrées alimentaires (ce sont les 8 varlables s*tatlsthues
z;, {1 £ ¢ < 8) que Uon suppose centrées}, par différentes eatégories socio-professionnelles, # savoir : celles des

exploitants agricoles {AGRI) représentées par la colonne ¢, des salariés agricoles (SAAG(— Ca }) des professions

indépendantes (PRIN{= c3)), les cadres supérieurs (CSUP(= c4)), des cadres moyens {CMOY(= ¢5)), des

employés {EMP{= cg)), des ouvriers (QUV{= ¢7)), des inactifs (INAC(= cs}). Dans notre exemple un individu

est done une catégorie soclo-professionnelle.

On a consigné les résnltats de enquéte dans une matrice X = {;;)1g:¢s. Par exemple xyp représente la

consommation movenne de la denrée 1 par la catégorie SAAG. o

Les valeurs propres de la muatrice V = X 'X sont approximativement ?U, 20, 3, 3. 2, 0, 0etQ assocides

respectivement & e1..... ez,
1) Quelle part de Uinertie totale est contenne dans U'inertie dn nuage de points smr le sous-ospace de base
{e1,22) 7
INAC &
L]
On a représente dans le dessin ci-contre les projetés orthogo-
naux dans le plan de base {e,, e;) des 8 individus (c;)1454s,
c'est-a-dire des 8 colonnes représentant les consommations
moyennes de chaque catégorie socio-professionnelle. _ . e2 | PRIN ' csuP
2} Que représente le nuage de points du dessin pour le nuage ' e - N
X de Penquéte? ] * AGRI . .
OUVR .
SAAG Erip

CRY)
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