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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
enireront pour une part importante dans ['appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de feurs calculs.

1is ne doivent faire usage d’avcun document. L'utilisation de toute caiculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule Uutilisation d’une régle graduée est auiorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lut semble éire une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Le probléme comporte quatre parties.

Onpose: E, = {f e C*(R,R), bornée sur IR} ;si feE,,onnotera Ny(f)= sup‘f(x)| .
xel

Partie I — Construction de la fonction arctan.

= dt
o1+8

On définit, sous réserve d'existence, la fonction arctan: xe R+ I

i} Vérifier que la fonction arctan est bien définie sur R, impaire, de classe C” sur R et préciser

. d
une expression de a(arctan).
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273 Montrer que arctan admet une limite finie, notée provisoirement L, en +ooet justifier que
arctan est une bijection de R sur |-L,Z[.

3) Pour tout x & ]—g—,%{ , calculer arctan[tan(x)] , en déduire la valeur de L.
4) Tustifier que, pour tout (x,) € R?, |arctan x —arctan y{ < |x - y|.

- . 1 =«
5} Montrer que, pour tout xe R, arctanx +arctan—=—.
x

Si f e E,, on définit, sous réserve d'existence, ®(f):xeRw> I arctan (tx) f( ) s dt
L’objectif du probléme est d'obtenir quelques propriétés de O(f) etde ©.

Partie I — Premiéres propriétés de ©( 1) etde @.

6) Vérifier que E, est un sous-espace vectoriel de C°(R,R) .

f()

71 Soit f € E,, montrer que,

2
8) Soit f € E,, montrer que ®( f)est bornée et Nu[(l)(f)]s%No (f).

9) Continuité de ®(f) pour f €k, .
Dans cette question, f désigne un élément de E, et xun réel.

a- Soit 4 un réel strictement positif et se R, vérifier que :

< dt est absolument convergente.

arctan{¢(xx + ) - arctan (t.x)]

[o())(x+m-[o(N]0)|s (f)(I: prenite D) aemleh .-

1+

b- En déduire que, pour tout he R, pour tout 4>0,
+o
oA Lo 0 ol 1)

Soit heR", en choisissant 4 = l% .

établir que :

[«
I

N, 1
[ (0RO L1 e, (ot
Montrer alors que ®{ f) est continue sur K.
En déduire que @ : f € E, > ®( ) est un endomorphisme de £, .

d

Ly’]
H
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Partie III - Etude d’un exemple.

Dans cette partie, on s’intéresse a I'application g:R > R, x> g(x)= j .

« arctan (£x)

e &

gest 'image par @ de I’application constante égale a 1: xe R 1.

10) Vérifier que g est impaire.

1) Dérivabilité de g sur ]O,+oo[ . Soit x un réel strictement positif.

a-

b-

f.

Vérifier que, pour tout v R, |a_rctan"(u)1 < .
1+

Smt a et b deux réels distincts et / le segment d'extrémités a et b. Montrer que :

arctan b—arctana - _Ci|_(b a) ( )
1+a| 2 w14

Soit he }% , %[ et £ un réel positif, établir :

th o
arctan[t(x+h)]—arctan(tx)—l+t2 2|< e
I+—
4
X X
Montrer alors que, pour tout he}w-zw,ai[,
g(x+h)-g(x)-hf " L <om | A
(142257 ) (1+¢%) 0 (4+057) (1+7)

En déduire que g est denvable sur 0,+] et justifier que, pour tout x>0,
1

#0=[ e

g est-clle denvabie sur |-o0,0[ ? Si oui, que vaut g'(x)pour x<0 ?

12) Calcul de g'(x)pour x>0,

a- Déterminer g'(1}.
b~ Pour tout x € J0,1{ U, +o0[ , chercher des expressions 4(x)et B(x), indépendantes de
f
= A(¥)—— 4 B(x)- s .
t, telles que, pour tout re R, (1+t2x3)(1+t2) A(x)1+t2x2 + (J«:)“_t2
c- En déduire que, pour tout x € J0,][ UL +of, g'(x)= ;1-1—1—3—
d- g est-elle de classe C' sur 0, +oo| ?
13) Une nouvelle expression de g(x) pour x> 0.
Int

a-

Justifier, pour tout x >0, la convergence de 1'intégrale I dt.

01
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marctan(tx)d I Int

1412 T

b- Montrer que, pour tout x>0, que I T

14) Etude de 1a limite de g en +o0.

zl e 1 1
a~- Démontrer que, pour tout x >0, g{x)=—- arctan| — dt
ane. P 8(x) 4 -[0 (tx)lﬂ‘z

[1] i
arctan 7
x i+t

1] I
2\/‘ ~:1+r Jx

b- Ecrire, pour tout x>0,

I;marctan(—tj—c-jl+ Ifarctan( 1 )1 !

| arctn] 1)

¢- Déterminer alors lim g(x}.

alors que :

.. o 1
i3} Application au calcul de .
; (2n+ 1)2
a- Montrer que . aide des questions
précédentes.
Int 1 Int
b- Vérifier que | —rdi=2f —

c- Soit ne N, démontrer que j: _l_l_n_% di=Y, L: * Intdt + j:lln—:z—rz""zdt (on justifiera
_ & _

Pexistence des iniégrales introduites).
d- Pour tout ne N, calculer j': £ Intdt .

e- Montrer que lim I; Tl—n;%tz"*zdt =0,

f-  Donner alors la valeur de Z -. En déduire celle de Z-}? .
0 (2n+1) ~n

Partie IV — Retour a Pétude de @.

, N{@(f)] »
16) Montrer que sup ——————===—.
’ aue fegoga} N, (f) 4

Dans toute la suite du probléme, on considére :
o JicRtelque lﬂ] , Ol POUITA POSEr ¥ = ———Iﬁ.l

e« pourtout ne N, ®" = ®o---0d, autrement dit " = id, et, pour tout neN,

n tois

@™ = dod".
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* feE\{0},onposera M =N, {f).

o pourtout neN, p, = A"®"(f).
171 Vérifier que, pour tout ne N, g, = A0(p,) et No(g,..) <rNy(e,)-
18) Peut-on avoir A®(f)= 1 ? Que peut-on alors dire de id g —AD?

19) Démontrer que, pour tout ne N, N, (9,)<y"M et que la sériec > N, (o, ) converge.

nz0

20) Montrer alors que, pour tout x € R, la série y_ @, (x) converge.
nz0

On note alors fp:xeRHiqp"(x).
n=t

21) Montrer que ¢ est bornée sur R .

22) Continuité de ¢.
a- Vérifier que, pour tout ne N, pour tout xR, pour tout hc R,

B (x+ )=, (x)| <] N, (q)n){@]n(l_ + -;:3-) + narctan|h|] :

b- En déduire que, pour tout x& R, pour tout #eR’,

|qo(x+h)—¢)(x)| < |A|(ZNO (qon)){%i}n(l+-;1~§—)+:rarctan|h|}+|f(x+h)—f(x)} .
n=0)

c- Justifier que @ est continue sur R .

23) Application aux valeurs spectrales de ©.

n+l

a- Pourtout ne N, calculer (r‘da) - A(I))(Z cpk) et montrer que
k=0

n+l
nlitga NO I:(idgo —A'(D)[Z¢k )_f} =0.
k=0
b- Montrer alors que (id% —E(D)(ga) = f . Que peut-on dire de id, —AD ?

2
c- Soit 2R tel que @ — prid, ne soit pas bijective, montrer que |4 < % )
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