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La présentation, la lisibilite, Forthogrophe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
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Les condidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs caleuts,

Ils ne doivert faire usage dlaucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel lectrenique est
interdite. Seule Mutilisation d'une régle graduée est autorisée.

5i ay cours de [épreuve, un candidat repére ce qui fui semble Etre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra 5a composition en expliquant fes raisons des initiatives qu'il sera.amené & prendre

s Toutes les variahlos aléatoives qui interviennent dans ce probléme sont réelles of définies sur un méne espace
probahilisé (EE, A, P), ol P pent dépendre de puramdtres rdels inconnus a, b, ¢ ofc; elles admetient toutes
e espérance €F uone variance © st J désigne Pune de ces variables aléabolres, on note E(J) son espérance et
V{3 sa variance.

St Jy, Jo et Jy o+ T sond des variables aldatoires & densitd, on admet alors Vexistence de In covariance de J;

On admet que les covariances de variables aléstoires & depsitd vériflens les mémes régles de calend que celles
des varlables aléatoires diserdtos,

s Pour tout (&, £ de (N}, on note Afg o(R) Uensemble des matrices & & lignes et £ colonnes & eoefiicients réels ;
on note Mp{R) Vensemble des matrices carrées dordre k. '

o On note (G la transposée dune mairice Q.

s Dans tout le probdéme, » désigne un entior supérieur on ézal & 3.

Ligljet du probléme cst Uétude de quelques propridiés du inodile de régression linéawre élémentaire.

Partie L. Quelgues résuliats statistiques et algébriques

On considbre ume population d'individus statistigues dans laquelle on étudie deux raractfres qunantitatifs &
el Y. On extrait de cette popilation, un échantillon de » lndividus sélectionnds selon des valenrs cholsics du
earactere A of numdrotés de 1 A n.

Pour tout i de [, 0], lex oéels w0y ef 3 sont les observations pespecilves de A ot de Y powr Vindividu 7 de
P échantilon. On snppose gue les réels @), 0e, ..., 2y De sont pas tous égaux,

Yoit o e b deux paramitres réels. On pose pour tout 4 de {1, n) @y = o - {aw -+ b ()

1. On note 7 {resp. ¥) ot 52 {resp. ‘aé} la movenne empirique of la variance empivigue de la série statistigue
i % L

} .
{ril1cicnl{resp. (Mi)i<ica): op rappelle que 1 @ = ;L: @y eh 82 = :; E £ F)z
I =1

a) Monirer que s2 > 0.

n i T i
b) Etablir les formules - Z(fr:g_ — Ty = Z{:z:.,;yg_} T E{:{:i - = Z(rf) - nz2.
fl el _ t i=1

..... =1
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. = " * " 1
e} Om pose pour wont i de 11, nk oy = i%:aél Montrer gue : ;Qﬁ; =1} ;Cﬁgff)f = ] et ?Z gt = ?;i .
gre wy w1 1
2.0npose: y=1 | €M LR, v=1 | le M, (R}, §= (g)e Myy(Ryet M =17 1 [ |e M, (R).
Hn iy, wn 1

Les » relations (&) g'éerivent sous la forme matriclelle suivante : y = M+ w.

ay Quel est le rang de la matrice M 7

) Cailculer la matrice M A7 et justifier son nversibilité.

par les vectonrs (27, %2, ..., 2.0 68 {1,1, ..., 1} de R™ On note K la matrice du projecteur orthogonal de B™
sur F dops 1a bhase cenondgne de B™ of G o= — K ol J désigne ko matvice identité do A (R,
k3 k3
5o z 4 - . s < . . _ L
at £ chorche les matrices § = ( I}) de My (R} qui minimisent E ul % (g — (e +8))7
; ] sz
Montrer aue oo problome admet une unique solution 8 = ( ; ) ot mivelie vérifie la relation ; "AT AT = Ady.
b} Montrer gue t & = E ety el b=~ 47

iz :
¢ Bxprimer A en {onciion de A4 et "M,

T2

e} Ea dédnire les dealivés @ 55 02w Yol fay a Ty,
i oy

Partie I3, Le modele de régression linéaire

Le confexte of les notations sont ceur de lg paréie L Dans celle portie, on cherche & modéliser les fluctuations
afdatodres du coractére ¥ sur Udchantilion.

Les hypothises du modéle de régression lindaire élémentaire somt les suwivantes

a leg réels a et b sont des paraméives Inconyas

» pour tout ¢ de [1, 0], la valenr x; du caractére X est copnne of ln valenr 1 do caractére Y est la réalisation
d’une variable sléatoire Y; |

o pour fout ¢ de [1,n), ¥; est la somme d'une compogsante déterministe ax; + b, fonction affine de la valeur
cholsie @y, of 4 ane composante aléatoire 75 ;

o los variables aldaroires I, Uy, oL 17, sont mutuellement indépendantes, de méme loi, possédent une densité,
et pour tout € de [1, 0] : B{U;) = 0 et V(U;) = o”, ol le parametre inconnu ¢ est striciement positif.

Le modéle de régression lindaire §°6erit alors @ ponr tout $ de [, n], ¥V = a2 + 5475 (10
L'objectif consiste & estimer les paraindtres inconnus a, b et 02 dn modéle (1)

- iy} 8
— i == — 1 .
Onposepourtount w23 : %, — — Y Y. et U, =~ E .
Ti bt 1l 4
=y i=1
it
4. On note A, et B, los dew variables aléatoires définies par @ A, = E a;Y; et By, = Y, — A,F, oi le véel uy
o,

a $1¢ Qéfiad daus Ja gnestion Tl

aj Montrer gue 4, ob B, sont des ostimatours sans bials de a et b respectivement.

h) Etablir Ies formules suivantes : V{A,) = ~—2 et V{B,)={1+—5 1 —.
' T s2) n

¢) Calenler CoviAy, 8,).
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3. Draps cette question undquement, UVentler n n'est plus fixé. On suppose Uexistence de A= Im -~ E & el
=20 1L
IS
1 4]
pr= lm = E TP, aveo (A p) € B x RY,
n—rioz T O-

[
Muomtrer goe los denx suites (4, )53 eb (B lnyy convergent en probabilité vers ¢ et b respeciivement.,

£.2) On pose pour tout z de 1, NJ; U, =Y ~ A,z; — By. Calculer L’{I?)
b} Etablir I"égalité : ‘T U7 Z(U;_ — U~ nsi (A, —a).

j.x_i P

ki3
ey . . . . . "
o) Calenler ( E _Uf’) . En déduire un estimateur sans biais de ¢,

=t

Partie IIE. Hypothése de normalité et prévision
Le contexte ot les notations de cette partie soni ceur des parties I et 11 De plus, on suppose duns cctte partie
que powr toud i de [1al, lo variable aldatoire U, sutt une loi normale N0, 0%).
¥i 2
Onpose: Y =1 | jetli= o j-Le mod#e (1) de 1a partie T g'éorit alors matricielement 1 Y = M8 +17.
Vo Un
Soit Wi, Wa, ..., W, (g € N*}, g variables aléatoires séelles définies sur {€, A, P). On définit Ie veetenr nléatoire
(W, Wy,..., W q} A valeurs dans RY, en associeant 3 tout w de 2 le vecteur (1) \w}? Walw), ..., Wiiw)) de RY.

Ou dit que Je vecteny aléatoive (W7, W, ..., W} est normael s pour tout g-uplet {py, pa,. ... pq} de nombres
g
réels, différent de {0,0....,0}, la variable aléatoire Z 2: W5 suit une lol nommale de varlancs non nulie.
....... N
Dans e cas ofi lo vecteur (Wi, W, .. W) est 11(}1111;,%1 on admet que tes varviables aléatoires Wi, Wi, . . W,
sont mutuelloment indépendantes si et somlement 81 pour fout (4, §) de [1, ¢1% avec 154 §, Cov(W,, W,y = 0.

7.a) Montrer que le vecteur aléatoire (Y1, Ya, . .., ¥, } est norvaal mais gue le vectewr (V1 -, VoY, .., Y, %)
ne Uest pas.
b} Déternidner 1a loi de chacune des variables aldatoires 4, ot B,,. Le vecteur aléatoire (A4, B, ) est-il norniad 7

&, Soit 5 vne matrice inversible de M. (BY. On note 7' la matrice-colonue des conposantes du vecteur aléatoire
(v, 4, ... ) telle que T = SU, :
a} Montrer que le vecteur (73,75, ..., 7}, est normal.
ny On suppese gue Lo matrice 5 est orthogonale. Montver gue T3, Ta, . . ., T, sonr mutuellement indépendantes.

8. Boit 0y, 0y, .. Lﬂ les variables aléatoires gul ont 664 définies dans la guestion 6.
. - . = > bl v S 1.
O note U la matrice-colonne de composantss Lq \ [;'-_2, .. L définde par =Y M ( L
T

a) Montrer gue U7 = GU, ol la matvice G a 616 définie dans la question 3.
h) J w;tifier l‘i‘ﬁﬂtoncv dune nmtrieo orthogonala R de M, (R) et d'une matrice diagonale D de M, (1), telles

43 2 .
2} Boit Z la matrice-colonne de composantes Zy, Zy, .. ., 7, définie pay Z = *BU. Quelle est 1a loi de z Z%7
kT . _ 2
d; Fn déduire gue la variable aléatoire z UZsnitlaloi I ( 252, 2 )
=1 2
o) Soit 5w réel donné vérifiant § < p < 1. Frablir Pexistence dun réel &y De dépendant pas des paramétres

inconnus a, b et o2, tel gue P ( l z & ;2 F T 2]) = p.

im1
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Dans les questions 10 et 11, on suppose qu'une (n-+1)-idme valeur de X', notée x,41, est cholsie mals gue la valens
correspondante y,.1 de YV est inconuue. On suppose que g, est la réalisation dune variable aléatoire ¥, 41 i
vérifte Yoo = axaa: + b4+ Uay, o8 les varishles aléatoires I, Us, .. ., Ly sont mutuellement indépendantes
¢t de méme 1ol A0, 670
) k13
L= mY
i=t

o wr(r L ; . o PRt Ve w1
Lienscmble JtYrE,—»}N r e BP Y est Yensemble des " prédicteurs Hnéaires” de Vo,

16, On pose ponr tont pouplet r = {rlora.. .., r,) de B ¢

) Soit g la fonetion définie sur B™ & valeurs réelles, telle que powr tout r = {31, 72,. . ..v,) de B?
k23 o
I o (2; ~F
Gl 7y o Ty ) 2 r7. On ranpelle que pour tout i de {1, 0} 1 oy = m)—)
e e
i k3
ir - + + . = g .
Montrer gue la fonction g admes un minlmum absoly sons les confraintes E rpe= 1ot )z Tag,
¥l Yyl .
5 L 3 # F ot * > : T # i =
atteint en Junique point o = {#.r5. .. L) ol pow tout 2 de [1n], v = — + {£paa — Tos.
. . n :

b} Montrer que parmi les prédictenrs Huéaires }:}i}, de Y, 10, qui vérifient & {Y,Eﬂi) = E(Yua1) pour tont

varianese,

(e,h) de B2 V77 ot cobui qui a ta plus petite

R o '
L1 = Aﬂ,.?_..n i1 Bn .

Vérifier que ¥,

114} Déterminagr 1a lot de la variable aléatoire Yo — (Apuyp 4 Bo b

. o e Car " . e L
b} On note ¢ la fonction de répartition de 1a lol A0, 1). Soit p un véel donné wériflang 3 <p<

B dol) = p.
¢} En déduize, 3 Unide de Ia gnestion G.e), un intervalle dond les bomes ne dépendent que des (V3% qign,
1. e gy ek dy, ool contlenne ¥, avee une probabilitd supérieure on dgale & 2p — 1.

que P{Y,.q ~ (A,

des {r)ig

Hagit-il d'un intervalle de eonfiance au gens visuel du terme 7
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