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La présentation, la lisibilité, forthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisannements entreront
pour une part importante dans Fappréciation des copies.

Les candidats sont invitds d encadrer dans la mesure dy possible les résultats de leurs calculs,

Lis ne doiven? faire usage d'aucun document : I'utilisation de toute calewlatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule Futilisation dune régle gradude est auteriséz,

5i au cours de Iépreuve, un candidat repére ce qui lui semble &tre une erreur diénoncé, il la sighatera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des inftiatives quil sera amené & prendre

Dans tout le probléme :

= toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un espace probabilisé (£2,.4, P);

» pour tout réel ¢ > 0, X, désigne une variable aléatoire & valeurs strictement positives qui suit la loi gamma
de paramétre t, notée (1) ;

o U désigne une variable aléatoire qui suit Ia loi uniforme sur 10,1];

» T'espérance et la variance d'une variable nléatoire A sont notées respectivernent E(A) et V(A);

s la notation exp désigne la fonction exponentieile de bage e .

On rappeile cu on admet sans démonstration les résultats suivants :

L o]
e la fonction I' définie pour tout réel ¢ > 0 par T'(t) = f e~ *u'"du, est de classe C™ sur R™ ; on note I”
0
+oo
cb I les dérivées premiére et seconde de la fonction I'. Pour tout réel 2 > 0, les intégrales f (Inw)e“ut—tdu
U

toa .
et / (Ilnw)*e~*u!~du sont convergentes et valent respectivement T/(2) et T(2) ;
0
# on a pour tout téel ¢ > 0 : T (3 + 1) = 0(t);
. ml—e“*m""‘ siz>0
s pour tout réel £ > 0, une densité fx, de X est donnde par: fx,(z) = - I'(t) ;
0

sizg0
e T(1/2) = /7.

L'objet du probléme est de démontrer quelques propriétés de Ia fonction T en utilisant des méthodes
essentiellement probabilistes,

Partie 1. Quelques résnitats préliminaires
n
1 . . ; .
L. On pose pour teut  de N* : A, = Z T On considire les deux suites (v }an1 €t (U )nz1 définies par :
k=1

pour tout n de N*, v, = A, — Inn et v, = a1 — Y.
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@ Dans un gremiey temps on povere wounkver v e

i
£ 8.2( e p Qi td 2 '
( ( € )) ¢ €l€-() (e~}

a) Montrer que la série de terme général v, est convergente.

b) En déduire la convergence de la suite {7,)n>; ; on note ~ sa limite.

¢) On pose pour tout réel £ > 0 : dy, 4 =+ In{t + n) — hy,. Déterminer 111}.1 dn,t-
=30

2. a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de E(X;) et V{(X;).
b) On note pour tout réel ¢ > 9, ¥(E) = I'{3}/T'(t), ot 9 la dérivée de 1. Montrer que F(In{X,)) = {t) et
V(In{X,)) = ¢'(¢).

3. a) Montrer que pour tout réel ¢ > 1, E(1/X,) existe et calculer sa valeur. néne tkm‘c povy E (d’ K:‘ )
b) Etablir pour tout réel £ > 0, I'encadrement ; 1 — % Shegs-—1. lo\rsq ve € 2.

2
En déduire que I'on a : (Ing)? g (1 - i) +{z-1)%

L3 L 4 ’ r - . r L - ” X
c) A I'aide des questions précédentes, établir les inégalités suivantes : pour tout réel £ > 0, E (ln (Tf‘ £0;

X 1 7
pour tout réel ¢t > 1, KB (ln (Tt)) = —7 i pour tout réel ¢ > 2, K (ln2 (—-Xf)) £ (tf—t2)2‘

d) Soit ¢ un réel fixé strictement positif. Montrer que la suite de variables aléatoires | In

converge en probabilité vers 0.

4. Soit (Apn>1, (Brlazi et (Cplpsy trois suites de variables aléatoires & densité qui convergent en probabilité
vers 0. On pose pour tout n de N* : D,, = 4, + By, +Cy. Soit (tn)nz1 une suite réelle qui converge vers u.
On considére deux variables aléatoires réelles & densité M et N telles que pour tout n de N*, M est de méme
loi que N + Dy, + ty,.
a) Montrer pour tout réel & > 0, Pinclusion : {|Dy| > €] C [|4n] > /3] U [|By| > &/8] U [|Cr} > €/3].
En déduire que la suite (Dy,),51 converge en probabilité vers 0.
b) On pose pour tout n de N* : V,, = Dy, + 1,, — u. Montrer que la suite de variables aléatoires (Vi,)nz1
converge en probabilité vers 0. Fn déduire 1a limite en probabilité de la suite ((V + ©) + Vi Jno1-
c) On admet sans démonstration que la convergence en probabilité entraine la convergence en loi,
Montrer que les variables aléatoires M et N 4 u sont de méme loi.

5. Soif {o, 8} un couple de réels strictement positifs, ¢t X, et Xy deux variables aléatoires indépendantes de

lois respectives (o) et y(F}. Onpose : T g = %, Qo8 = In{Ty,6) et Bla,B) = -IF;((—?_-I‘—‘_%%.

a) Préciser Qq,p(92). Déterminer une densité de In(Xe) et de — In{Xg) respectivement.
b) En déduire qu'une densité fq, , de Qu g est donnée par : pour tout réel ,

—p= +oo
Touo®) = iy |, e (e )

c) A I'aide du changement de variable u = £¥(1 -+ ¢™%), dont on justifiera la validité, établir la formule
ectm

1
Blnf) (L +es)=t8

suivante : pour tout & réel, fq, (@) =

d) En déduire une densité fr, , de Ty s

w

——=% . Montrer quune densité de J, 5 est donnée par :
Xa + Xlﬁ q f Jn,,ﬂ C\",,@ p

e) On pose : Jug =

0 & 7 ¢]0,1|
1 = =N — 2 iz
Ju (%) BB Wi -2t sizeln, ]

Partie II. Etude de la variable aléatoire In(X;)
Soit (Yi)x»1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle de parametre 1. On
suppose que pour tout réet o > 0, X, est indépendante de chacune des variables aléatoires de la suite (Yi)r»1.
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k
On pose : S = 0 et pour tout k de N*, Sy = Z Y.
i=1
6. Rappeler sans démonstration la loi de S ainsi que les valeurs respectives de E{S) et V{(8k).

7. a) Justifier pour tout n de N*, I'dgalité suivante : In{X:)=In (H T}q—;—}.) +In{X; + 8,).
k k.

b) Montrer que pour tuut entier m de N*, la loi de X, + Sy o5t celle de Xy,

On admet jusqu’a Ia fin du probleme les résultats suivants :

* solt 1 un ontier de N* et Ay,..., 4, des variables al¢atoires réelles mutuellement, indépendantes, Alors, pour
tout p de {1,n — 1}, pour toutes fonctlons réelles ) et 5 continues, les variables aléatoires w1{A1,..., 4p) 6t
w3(Ap+1,. .., An) sont indépendantes ;

e si A ot I sont deux variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors AR admet une sspérance
et E(AB) = E{A)E(B);

* pour tout couple (o, ) de réels strictement pasitifs, si les variables aléatoires X, et X4 sont indépendantes,

de lois respectives v{a) et ¥{#3), alors les variahles aléatoires
X -
8. On puse pour tout k& de N* Rip= —‘u%_l_
¢+ Sk
2} Montrer que R; et R; 2 sont indépendantes. On admet dans la suite que les variables aléatoires By x(k > 1)
sont indépendantes,
b} En déduire & l’alde des questions précédentes que pour tout n de *, les variables aléatoires in(X;) e

Eln(Rf &)+ In(Xyyn) sout de méme loi.
k=1
9. a) Déterminer la 10i de la varisble aléatoire — InlJ.
b) A Taide de la question 5.e, calculer une densité fg, , de la variable aléataire Ry .
¢} Soit (/)1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que I/, Montrer que pour tont &

X, L
X, +an et X, + Xp sont indépendantes.

de N*, les variables aléatoires R, ; et U FET sont de méme loi,
d) Déduire des questions précédentes que pour tout 7 de N*, la variable aléatoire In(X,) est de méme loi que

-1
. 1 Yer1 Xegn
lawulablealeatoxrek§=o(k+l~t+k)+ln(t+ +dne— 7.

10. En utilisant les résultats des questions 1.¢,2.5,3.c et 9.4, montrer que pour tout Téel ¢ > 0,ona:

0t 1 =
E(In(X,)) = ¢(t) = ~v+ = vV (I(Xe) =¢'(t) = 3 —i
t) ¥ g(k_{_l t—l—k)e Ay kz_o(t'f—k)z

11. En utillsant la question 3.c, calculer , Ii+m (#(t) — ).
— =00

12. On pose : W = UY¥ ol 1 désigne un paramétre réel strictersent positif inconnu. Afin d’estimer u, on

considére pour p supérieur ou égal & 3, un p-échantillon (W, Wa,..., W) iid. de Ia loi de W.
-1

P
On pose : G = —p Zln Wi | . Justifier que la variable aléatoire Gy, est un estimateur du paramétre p.

l&st-il sans biais 7 Est—if?onvergent?
13. On rappelle que ’appel 3 la fonction Pascal random a pour résultat un nombre de type raal pris au hasard
dens Pintervalle [0, 1[.

&) Soit X la fonction Pascal suivante

function X(lambda : real} : real;
begin

X := -1n(i-random)/lambda
end ;
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Cette fonetion simule une variable aléatoire réelle. Donner sa loi. Justifier votre réponse.
b) Ecrire une fonction Pascal d’en-téte g(n : integer) : real simulant une variable aléatoire de loi v(n).
¢} Seit m.1a fonction Pascal suivante : ’
funct:,on m(p : integer) : real;
begln L P
:= p/g(p}
end ; ) .
- :On appelle 1a fonction m pour-différentes valeurs de p de plus en plus grandes. Que devrait-on constater ?
Partie ITL. Quelqiies profiviétés de la fonetion T
Les notations Sont ceﬂes des partles TetIL

14, Premiéie apphcatlon Jes formitles dé Wilks et Legendre.
a} Soit (ax)ken une suite réelle. Pour tout n de N* et tout réel ¢ > 0, établir I’égalité :

2_1'_}:'7.1 1 Gk+1 . n—1 1 . Akl n—1 -1 azk+2 - 'ﬂ;-—*l . 1 .1 ’
2 { —— = = — - | ——— 2 -
Z(}H—l t—}—k) g(k—kl %+k)+§(k+1- !:;1«+;;)+ ;_D(Qk"l-l 2k—|—2)

k=0

n—1
b) Exprimer w, = kz: (551-—':_1 5_?5}:5) en fonction de deux termes de la suite {hy)nz1. En déduire que

Hm . w, =In2,
LR o]

¢} Pour £ > 0, soit Xt et X,y 1 deux var!ables aléatoires indépendantes de lois respectives (1) et v(i + 3).
En utilisant les questions 4 et 9.d, montrer que la varisble aléatoire 2In{X;) est de m&me loi que la variable
aléatoire ln(X%) + ln(Xz_-g_n_) +2In2.

d) On pose : t = 2s. Déduire de la question précédente que pour tout réel r > 0, (Xp,)?" et 2° (Ko ) Koy )"
sont de méme lol.
e) En choisissant une valeur particuliere de s, établir pour tout r > 0, la formule :

27T (r + %) = [/

15. Deuxiéme application : la formule de Stirling.

. . . _ _ 1 _ a b ¢ d
a) Déterminer quatre réels g, b, ¢, d tels que pour toutréel v > 0,0n a: meTon o (u =Yy +’u+ T
En dédui t tt>Dlarelation'1,b’(t)~—1+ ! +1+f !
n déduire pour tou » 12 relation : /{f) = 3 + oo 2k=0_(t+k:)2(t—]—k+l)2'

On admet sans démonstration que pour tout u > 0, on a:

11_1)<1<£(i_1)
B\(u+4)® (+38)B) T wu+1)? T3 \ud (ud1)3)

b) Déduire des deux résuitats précédents, pour tout ¢ > 0, les deux encadrements :

1 1 " 1 11 11 1 1

T o t Int — t Int — —_—

5 TR 5 SO -3<gEtEE e 5 e SO Skt g Iy
En déduire un équivalent de E(ln(Xt)) et de V'(In{X;)) respectivement, lorsque ¢ tend vers +oco.

v
c) Calculer pour tout y vérifiant ¢ > ¢ > 0, intégrale : ( (z) ~ In(z) + :2-5) dz.
t
Montrer pour £ fixé, Uexistence de lim In (—@-—— ; on note @ cette limite,
y—+-+oo y‘y_‘%e—

T 1 —
d) En utilisant la question 14.e et Videntité : 2* = (m + §) (1 + E) , valable pour z > 0, calcuter &,
En déduire que T'(z) est équivalent & vInz®~%e~2, lorsque # tend vers +00,
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