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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, lo clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans lappréciation des copies.

Les candidats sont ihvités d encadrer dons la mesure du possible les résultats de leurs caleuls.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : Futilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule [utilisation d'une régle graduée est autorisée.

5i au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble Efre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené d prendre

Dans tout le probléme, N désignc un entier supérieur ou égal 4 1.

On note E{X) et V(X) respectivement, I'espérance et la variance lorsqu’elles existent, de toute variable
aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé.

Soit (Un)nz1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (€2, A, P}, mutuellement
indépendantes ¢t de méme loi uniforme discréte sur [L, N].

On pose, pour tout » de N* : Ty, = sup(U), U, ..., Uy) et Zy, = inf(U1,Us, ..., Uy). On admet que T, ef
Zy, sont des variables aléatoires définies sur (Q, .4, P}. Ainsi, pour tout w de £, on &

T (w) = max(Uy(w), Ua(w), - .., Up(w)) et Z,(w) = min(Us{w), Uz{w), ..., U, (w))

On rappelle que si C' désigne un élément de .4, on note 1¢ la variable aléatoire indicatrice de I'événement
C', définie sur (2, A, P) par :
N fl siweC
lofw) = {0 siwéC

N-1 "
k .
On pose, pour tout n de N* d,(N) = Z (}\_r) Bi IV 2 2
k=1
0 siN=1

Préliminaire
1. Soit ¥ une variable aléatoire définie sur (2,4, P), & valeurs dans [1, N]. Etablir les deux relations
suivantes :

N—-1 N—-1
EY)=) P(Y>H) et EY?)=> (2%k+1)P(Y > k)
k=0
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Partie I. Inf et Sup

2. Reppeler, sans démonstration, les valeurs respectives de E{U1) et de V(U1 }).

3. a) Calculer, pour tout & de {1, N, P{[T,, < k]).

b) En déduire la loi de probabilité de T,.

4. a) Montrer que la suite (dnp(N))nz1 est convergente el calculer sa limile.

b} Exprimer E(T,) en fonction de N et d,{N). En déduire la valeur de liz‘:'t_am E(Ty).
T

¢} Etablir la formule suivante : V(T ) = (2N — 1)d,,(N) — 2Ndpy 1 (N} — 2 (N).

En déduire la valeur de lil_‘f'_l V{T.).

Pl O

da 1 (N
d) Montrer quesi N z 2, ona: lim ﬁ =1- % ; en déduire que, lorsque n tend vers +o00, on

notoc dn(N)
a: V(T,) ~ d,(N).
5. Déterminer la loi de Z,,. Calculer E(Z,,) et V(Z,).

6. On rappelle que la fonction Pascal randem(N) permet de simuler une variable aléatoire suivant la
lot uniforme sur [0, N — 1]. Eerire une fonction Pascal d’en-tdte simulmax(n : integer) : imteger qui
simule la variable aléatoire T,.

Partie II. Couple (Inf, Sup)

7. On pose, pour tout n de N* et pour tout couple (k, £) de N? : ¢,(k, £) = P([T,, < k| N [Z, < £)).

a) Montrer, pour tout (&, £) de [1, N}?, la relation suivante :

BN ,
(N) sikg?
k n kmp n .
b} Etablir, pour tout (k,£) de {1, N]?, la formule suivante :
P(Tn = kN[Zn = 8]) = dn(k, ) + dn(k — 1,£ = 1) - gk — 1.£) — Sk, £ — 1)

c} En déduire, en distinguant les trois cas k < £,k = £ et k > #, I'expression de P{[T;,, = k]N[Z, = #]) en
fonction de k et £.

‘f’n(k? E) =

8. On donne, pour tout couple {m,n) de (N*)?, les deux relations suivantes :

T
DY MG+ =2+ (G~ )" = (m+ 1 —m” —1;

T
i) Y516+ 1 =277+ (G — D" = m(m 4 1" — (m + D,

i=1
2} En déduire, pour tout n de N*, la formule suivante : E(T;,Z,) = N (1 + dn1 (N)).
b} On note, pour tout n de N*, p,, le coeflicient de corrélation linéaire entre T, et Z,,.
Calculer nliI-Eoc or, lorsque N = 2.

9. a) Pour tout n de N* et pour tout couple (k,#) de [L, N]J?, calculer la probabilité conditionnelle

P, =) ([Zn = ]).
b} En déduire, pour tout n de N* et pour tout & de |1, N], I'expression de V'espérance conditionnelle
E(Zy/[Tn = K]} de Z,, sachant [T}, = k].
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Partie ITL. Prévision

Pour n entier de N*, on dispose d’un (n + 1}-6échantillon indépendant identiquement distribué (i.i.d.)
(U1, ... Unyt) de la loi uniforme sur {1, NT.

On pose : T,, = sup{Uy, Us. ... . Upn) et Trq = sup{U, Uy, o Unir) = suplTy, Ungr).

Pour tout t = {t,te....,tx) de RY, on pose : Wi(T,,) = zik X g, =4)-
k=1

Dans ceite partie, on se propose de déterminer la valeur de ¢ pour laquelle les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

1) E(Wt(Tn)) = E(Tn-l-l) 3

i) E[(Tne1 — Wi(T,))?] est minimale.
10. Montrer, pour tout k de [1, N}, la relation : P([W¢(Ty} = 8]} = P([Tn = k]}.

11. Etablir, pour tout & de [1, N], la formule suivante :
E(Tos1 X Y, op)) = E{Tu 1 /[Tn = K]) x P({T, = &)

12. a) Caleuler, pour tout couple (k, 7} de [1, NJ?, P([T = k] N [Thi1 = j]).

b) En déduire, pour tout couple (k, §) de [1, N]?, la probabilité conditionnelle Pz, 2 {([Trt1 = 4]}

¢) Déterminer, pour tout k de [1. N}, l'expression de 'espérance conditionnelle E(T,.1/[T, = k]) de
Tn+1 sachant [T5, = kJ.

d) En appliquant la formule de l'espérance totale, déduire de la question précédente la relation suivante :

N+1 1
— ol
N
13. Etablir I'égalité suivante : (Wy(Tn))* = Z th X Liz, ).
k=1

E(Tn+1) = E(Ts) - E(Tlra))

14. Soit g la fonction définie sur R"Y & valeurs réelles par :
g(tl,t2, R -tN) = E[(Tn+1 - Wt(Tn})2]
a) A Taide des résultats des questions 11, 12 et 13, expliciter g en fonction des variables 21, £5,...,¢n.

b} Montrer que g admet un minimum global sur RY atteint en un point 8 = (61,8,,...,0x) que P'on
déterminera en fonction de E{Tny1/[Th = 1) E{Thr1/[Tn =21, ..., E{T 11 /[Tn = N])-

15. Etablir les deux relations suivantes :

E (WYB(T?‘&)) = E(Tn+1) et V (WS(Tn)) < V(Tn-i-}.)

N
16. a) Etablir, pour tout ¢ de N*, I'égalité suivante : Zk* X L=k = (T,
k=1
i . . N+1 1 o
b) En déduire la relation suivante : Wy(T},) = 5t IN (T2 — Ty).



Partie IV. Estimation
Soit I/ une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (£, 4, P), de loi uniforme discréte sur

11, N}. On suppose que le paramétre N est inconnu.
Cetle paritie a pour objet la détermination d'un estimateur ponctuel de N, sans biais et de variance

minimale.
Pour n entier supérieur ou égal & 1, soit ({7}, Us,..., U} un n-échantillon iid. de la loi de U7,
17. Soit £ un réel strictement positif. On pose -
An(e) = [T — N| 2 €] et Byle) = [T — E(Tn)| + [du{N)| = £]
a} Peut-on dire que 1), + d,,(N) est un estimateur sans biais de N 7
b} Montrer que la suite (T}, )»»1 est une suite d’estimateurs asymptotiquement sans biais du paramatre N,
c) Montrer que A,(e) C B,(e) et quil existe un entier naturel ng tel que, pour tout »# > ng, on a :
Brle) C [|Th — E(T)] 2 /2]

d) En déduire que la suite d’estimateurs (T}, ), est convergente.

"
18. &) Calculer, pour tout n-uplet (w1, u2,...,%,) de [1, NJ?, P( ﬂ[U,; = ui]).
i=1

b) En déduire que, pour tout k de [1, N, la loi conditionnelle du vecteur aléatoire (Uy, s, . .., I/, sachant
[T = k] est donnée par :

T 1 . -
Pir ) ( ﬂ[Ui - ui}) - { m si pour tout i de [1,n], 1< u; < N et 1%133“(154) =k
i=1 0 sinon

On remarquera que cette loi conditionnelle ne dépend pas du paramétre N.

k"+1 _ (k _ 1)n+1
19. On pose, pour n entier de N* : §, = T}, + Z,, —1 et, pour tout k de [1, N : 4, (k) = Py P

a) Montrer que 9, est un estimateur sans biais de N.

b) Etablir, pour tout k de [1, N|, Pégalité : ¢, (k} = E(S, /[Ty = K]).

¢) En déduire que 4,{T},) est un estimateur sans biais de V.

c}) On pose, pour tout & de f1, N : ¢n(k) = E(S?/(T, = k|).

Etablir, pour tout & de [1, N], Pinégalité : v2(k) € wn{k) {on pourra utiliser la fonction définie sur R
par : A E{(Sp — A)?/{T,, = k])). En déduire que V (¢, (T3)) < V(Sn).

¢} Caleuler V(S,,). En déduire que v, (T} est un estimateur convergent de N.

20. Soit, pour n entier de N*, un estimateur sans biais B, du paramétre N.

On pose, pour tout & de {1, N] : f,(k) = E(R, /[T, = k]).
a) En utilisant une méthode analogue & celle de la question 19.d, montrer que : V{(fn{T,}) < V{(R,).

b) Soit F une fonction réelle. Montrer que, pour n fixé dans N*, la condition «pour tout N de N*,
E(F(T,)) = N» est vérifiée, si et seulement si, pour tout k de [1, N}, on a : F(k) = ¢, (k).

c) En déduire que dans l'ensemble des estimateurs sans biais de N, Pestimateur 1,(%},) est. optimal, dans
le sens oit V{3, (T%)) est minimale.

La partie IV constitue une démonstration du théoréme de Lehmann-Scheffé dans le cas particulier d’une
loi uniforme sur [1, N], avec N inconnu.
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