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Toutes les variables aléatoires gui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur le méme
espace probabilisé (2, A, P). Sous réserve d'existence, on note E{X} et V(X)) respectivement, 'espérance
et la variance d'une variable aléatoire réelle X quelconque. Pour toute variable aléatoire réclle X
admettant une densité sur R, notée fx, on note Py Pensemble des réels s pour lesquels la variable

X

aléatoire e*X admet une espérance, et on note ®x la fonction définie sur Dx par : ®x(s) = E(e™*).

On admet les résultats suivants :

+ 51 deux variables aléatoires X et V sont telles que ®x et $y coincident sur un intervalle cuvert non
vide, alors X et ¥ ont la méme loi;

e si n ost un enticr naturel non nul, et Xy, Xo, ..., X, des variables aléatoires réelles quelconques,
mutuellemnent indépendantes, alors, pour tout entier p de [1,n ~ 1} ot pour toutes fonctions réclles
continues i) et g, les vartables aléatoires w1 (X1, ..., Xp) et wa(Xpp1,. ., X»n) sont indépendantes ;

o s8i X ot ¥ sont des variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors XY adimet unc
espérance, et E(XY) = E(X)E{(¥).

+oc 2
-z
La fonction exponentielle est également notée exp. On rappelle que : / exp (T) dr = /2.

— o

Dans tout le probleéme, UV désigne une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

Préliminaire
+oo
On rappelle que, pour tout s de Dy, ona : $x(s} = [ exp(sx) fx{c)de.
W= DG
1. Soit g un réel non mul et & un réel quelconque.
+oc
. . "
a) Montrer que l'intégrale / exp{ —a.:ng)dz est convergente si et seulemnent si « > 0, et vaut alors \/j .
a

P



+ o
b) En déduire que I'intégrale / expl{—ax? + ba)dr est convergente si et sculement si @ > 0, puis
— O

+oc - bz
exp{—ax? + bx)dz = \/; exp (5)

2. a) Déterminer Dy; ; pour tont s de Dy, caleuler $y;:(s).

montrer gue dans ces conditions, on a : f
o

o 1
b} On pose : Z = {J2. Etablir que : Dz =]~ o0, =[; montrer, & I'aide du théoréme de transfert, que pour

tout réel s de Dz, ona: $z(s) = (1 — 25)~1/2

3. Soit X une variable aléatoive réelle A densité, et soit p et 3 deux récls quelconques.

a) Montrer quun réel s appartient & D, x g st et seulement si ps appartient & Dy, et que dans ce cas,
on a: Puxip(s) = exp(3s)Pxc(ps).

k) On suppose que X suit unc loi v de paramétre v, ou v est un réel strictement positif.

Montrer que : Dx =] — oo, 1[; pour tout s de Dy, établir la formule : $x{s) = {1 ~ )7, De méme,
déterminer Dy ; pour tout 8 de Dypx, calculer ®ox(s).

Partie I. Loi du y? centré
Soit  un entier supérieur ou égal & 1. On considére une variable aléatoire X, suivant la loi I' de paramétres

'r n . Fl -
2, 5) c’est-a-dirc que X, posséde une densité fx_ donnée par :

1
fx.(x) = { 27 x T'(})
0 six <0
On dit que X, suit une loi du x? («chi deuxn) centré & r degrés de liberté, et on note : X, — x*(r).

x £2~1 x exp (—%) siw >0

1. Etudicr les variations de fx, et tracer sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.

Xr . ; o ey
2. a) Montrer que la variable aléatoire -5 suit une loi ¢ de paramétre g En déduire E(X;} et V{X;).
by Déterminer Dy, : pour tout s de Dy, , calculer & x, (s).

3. Soit » un entier de N*. On considére n variables aléatoires indépendantes Uy, Us, ..., Uy de méme loi
que U. Pour tout ¢ de [1,n], on pose : Z; = UZ.

a) Vérifier que X3 et (/2 sont de méme loi.

Th
b) On pose : W, = ZZi. Quelle est la loi de probabilité de W, ?

i=1
¢} Déterminer Dw, , et pour tout s de Py, exprimer $w, (s} en fonction de s et de xn. Etablir une
relation entre @y (s) et &z, (s), d2,(s),..., Pz, (s).
1. Soit T une variable aléatcire qui suit la loi normale centrée, de variance o2 inconnue, ¢ étant un
récl strictcment positif. Pour n entier supérieur ou égal & 2, on dispose d'un n-échantillon indépendant,

identiquement distribué (i.i.d.), T1,Ts, ..., Ty da laloi de T'. On considére la variable aléatoire Sy, définie

1
par: S, = —ZTE.
Tt
i=1
a) Montrer que S, est un estimateur sans biais ct convergent du paramétre o2.

bY Soit o un réel vérifiant : 0 < « < 1, et soit k, le réel strictement positif tel que : P{{W,, 2 k,]) =1—2.

ns . : .
Montrer que 'intervalle }0, ——"} est un intervalle de conflance de o2 au risque .

s



Partie IL. Loi du x? décentré
On considére une suite {M;});51 de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (0, A, P),
mutuellement indépendantes, telles que pour tout j de N*, AM; suive la loi normale d'espérance my;
{rny € R) et de varisnce égale a 1,
n n
Pour n entier de N*, on pose : Yy, = > M7 et Ay = > _m?.
On dit que Y, suit une loi du 2 dé::e;tré an degré; (11'9 liberté, de paramétre de décentrage Ay, et on
note : Y < x2(n, An).
1. Dans cette question uniquement, on suppose que 'entier n est égal 4 1.
a} Montrer les deux égalités suivantes : E(U?) = 0 et E(U/?) = 3.
b) En déduire, en fonction de Ay, les valeurs respectives de E(¥1) et de V(¥1).

1
¢} Maontrer que : Dy, =] — o0, -2—[ et établir, pour tout récl s de Th, la formule suivante :

_ 5A
Dy, {5) = (1 —28) 12 x exp (1 _23)

2. Soit n un entier de N*.
a) Calculer E(Y,) et V(Y,,} en fonction de n et A,,.

1
b} On admet que l'on a: Dy, =] — oo, 5[ Powr tout s de Dy, exprimer @y (s) en fonction de s, et A,,.

Partie III. Nombre aléatoire de degrés de liberté

Sur un espace probabilisé (€2, 4, £), on considére une variable aldatoire X & valeurs dans R admettant
une espérance F£{X), et une variable aléatoire K & valeurs dans N. On note Ny Uensemble des entiers
naturels % vérifiant P{[K = k]} > 0, et on suppose que pour tout entier k de Ny, la variable aléatoire X
admet une espérance pour la probabilité conditionnelle Pg—y;, notée E(X/K = k).
On admet alors I'égalité suivante : (x) E(X) = Z E(X/K = E)P([K = k])
KENy

Soit g I'application définie sur N par : g(k) = {E(X/K = k) q] ke NK‘

0 sinon
1. Vérification de la formule (x) sur un exemple.

Soit {J;);31 une suite de variables aléatoires définies sur (2, .4, P), indépendantes et de méme loi uniforme

sur intervalle [0, 1]. Pour tout & de N*, on pose : X = sup (J;); autrement dit, pour tout w de {2,
1<igk

Kifw) = max Ji{w). Soit K une variable aléatoire définie sur (£2, 4, P} qui suit la loi uniforme discréte

1gigk

sur [1,n] {n € N*). On suppose que K est indépendante des variables aléatoires de la suite {J;)iz1.
Pour tout w de §2, on posc : X (w) = max( }J-; (w), et on admet que X est une variable aléatoire définie
1SS R (w

sur (£2,.4, P}.
a} Etablir, pour tout entier k de [1,7] et pour tout réel z, la relation : P ([X < 2]} = P([X < z]}.
b) Déterminer la fonction de répartition Fix de la variable aléatoire X.

¢) Eu déduire que X est une variable aléatoire & densité, qui admet une espérance E{X) que 'on exprimera
k

k+1
d} Vérifter I'épalité (x) : E(X) = E(g(K)).

™
en fonction de Z
k=1

2. Soit (Uy)sz1 une suite de variables aléatoires indépendantes qui snivent la loi normale centrée réduite.
Soit K une variable aléatoire indépendante des variables aléatoires de la suite (U/;)i>1, qui suit la loi de

. . "
Poisson de parameétre Z strictement positif.



Pour n entier de N*, on pose : H, = U+ U2+ .- + U2 +ere- On admet que A, est une variable aléatoire

13
i densité & valeurs positives, et que Dy, =] — oo, 5[
) ., 1
Soit s un réel de | — oc, 5[
a) Montrer que pour tout k de N, la loi conditionnelle de H,, sachant [K = k] est la loi de la variable
aléatoire W), o) définie dans la question I.3.h.
b) En posant : X = ¢®¥~ déterminer, pour tout entier & de N, expression de g{k) en fonction de k.

<) Etablir la formule suivante :

E(g(K)) = (1~ 25)"/2 x oxp (1 1\23)

d) En utilisant 1'égalité (x), admise au début de cette partic, avec X = e*#~  déterminer la loi de H,,.

e] A I'aide de la question 111.2.a, montrer que pour tout entier n supérieur ou égal & 3, on a :

1 1
E(H,A):E(n——2+2K)

Partie IV. Estimateur de James-Stein

Soit p un cntier supérieur cu égal 4 3. On suppose qu'un modble aléatoirce défini sur (2, 4, P) comporte
p parametres réels inconnus #,...,8, non tous nuls. Un échantillon d’observations statistiques permet

d’exhiber des estimateurs é;, cey é;, sans biais des parametres £,,...,8, respectivement. On suppose gue
les variables aléatoires 6}1, e ,é;, sont indépendantes et suivent une lei normale de variance égale & 1.
o N P, B
Onpose:f=(f1,....0,),0=(01,....0,), B,= 0 etb,=3 67
i=1 F=1

On dit que le vectenr aléatoire § est iin estimatenr sans biais di paramétre vectoriel #, ct E(#) est alors

le vecteur 6.
On définit le risque quadratique scalaire d'un estimateur ¢* de 6, noté R{0*, 8}, par :

p
R(#",0) = E(Z(e;f -6,
i=1
Dans cette partie, on cherche un estimateur 8 de ¢, représenté par un vecteur aléatoire (67,...,8;), dont
le risque R(0*, 0} cst strictement inféricur & R(0, 6).

1. Justifier que la variable aléatoire B3, suit la loi x*(p, b,), et qu'elle constitue un estimatenr biaisé de by.

L -~
2. On pose : #* = (1 - —) x @, ol ¢ est un parameétre réel strictoment positif. Soit K une variable
P

b
aldéatoire qui suit la loi de Poisson de parameétre -22.

2K

m), établir I'égalité suivante :
-

P
a) En admettant que Uon a : E(BL ZQJ' Hj) =F (
B =1
- 1
*8)—RO.8) = (P —2(p-2x E{ ————
RE60) - RE.0)= (&~ 2o - 2) B (o=t

b} Montrer que Pinégalité 1 R{(8*,0) < R(ﬁ, #), est vérifiée sl et senlement si : 0 < ¢ < 2{p — 2).
Détertniner eu fonction de p, la valeur de ¢ pour laquelle 2(8*.6) — R(0,8) cst minimale.
Comment s’écrit alors I'estimateur 8 7



